Definicién: Sea P(x)=a,x"+..+ax+a,€Z[x]. Un nimero complejo weC se denomina

algebraico si P( a)) =0, es decir, si es solucion de una ecuacion polinémica con coeficientes enteros.

Los nimeros complejos que no son algebraicos se denominan trascendentes.
Teorema de Liouville, 1844: Existen nimeros trascendentes.
Teorema de Cantor, 1874: El conjunto de los numeros algebraicos es numerable.

Corolario de Cantor, 1874: El conjunto de los nimeros trascendentes es no numerable.

Teorema de Lindemann, 1882: El nimero 7 es trascendente. |

Demostracion: (Ian Stewart, 1970)
Supongamos que 7 es algebraico. Entonces, iz también es algebraico, es decir, dp, (x) € Z[x] tal

que p,(iz)=0 ysean «, =iz,a,,...,a, €C sus raices.
Por otra parte, como ¢” +1=0 (férmula de Euler), se tiene que
(e +1)(e™ +1)...(e™ +1)=0
y, ademads, p, (aj +05k) =0 Vj,k=1,..,nparaj#k, luego
)22 (aj +a, +a,) =0 Vj,k,l=1.. nparaj=k=+I
y como consecuencia, p (x) =p, (x) D, (x) D, (x) =0 es una ecuacion polindmica cuyas raices son
todas las sumas que pueden hacerse con las raices «, .
Eliminando las raices que son cero, si las hay, obtenemos que
p(x)=cx’ +ex" " +..+c € Z[x]
con ¢, # 0,y conocemos todas sus raices.

Llamamos f,,..., B, a estas raices, y obtenemos que

4+ +..4"=0
esto es,

> +k=0
Jj=1
Donde k& €N, ya que siempre aparece algun 1.
Definimos ahora las funciones

F(x)=f(x)+f'(x)+...+fr”_')(x)
Se tiene que

% e’XF(x)J =—e" (x)

y, por tanto,

e"xF(x)—F(O) = —'[:e‘yf(y) dy
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Multiplicamos la igualdad anterior por ¢ y tomamos y = Ax:
F(x)-e'F(0)= —xL)l e(l_l)xf(/lx) dA

Consideramos ahora x en el rango de los f;, y sumamos en j. Como

S F(B)+kE(0) ==X 8 [1e" " f(28,) 42

Vamos a demostrar que el miembro de la izquierda de la igualdad es un entero distinto de cero.
Por definicion de [, se tiene que

if’)(ﬂ/)zopara0<t<p
=1

Cada derivada de orden p o mayor, tiene un factor ¢” y f* ( ﬁ/) es un polinomio en S; con

deg 1" (B, )<mp-1.

La suma es simétrica y dado que cada coeficiente es divisible entre ¢”', esa suma es un nimero
entero, y al tener a p como factor se tiene que

Zf’)(ﬁj)zpkt parat=p,...,p+(rp—1)
=1

Como consecuencia, el miembro de la izquierda es un nimero entero mas AF (0) .
Se tiene que

77(0)=0parar=0,..,p-2

f7P(0)=c""¢? conc, #0

f?(0)=peZparat=p,p+l,..
Por tanto, el miembro de la izquierda de la igualdad es un entero multiplo de p+c”'c’k , que no es
divisible por p tomando p >k, c, c,.
Asi, para valores suficientemente grandes de p, el miembro de la izquierda es un entero no nulo,
pero, por otra parte,

lim (—Z B[ r(ap) dﬂ,] -0

p—>+0

lo que constituye una contradiccion.
C.Q.D.

Resultados sobre la trascendencia de niumeros:
Teorema: Si « y [ son niumeros trascendentes, entonces al menos uno de los nimeros a+ 3, af3

es trascendente.

Teorema: Si « y [ son numeros trascendentes, entonces al menos uno de los nimeros a+ 8, af3
es trascendente.

Teorema de Lindemann, 1882: El nimero ¢“ es trascendente para todo ntimero algebraico o # 0.

2

Cipri Trascendencia del numero e



Corolario: Si a € C— {O,l} es un numero algebraico, entonces loga es trascendente.

Teorema de Lindemann-Weierstrass, 1885: Si «,,...,«, son nimeros algebraicos linealmente

n

independientes sobre (Q, entonces e”,...,e™ son algebraicamente independientes sobre Q, es decir,
[Q(e“‘ yerrn @ ) : Q} =n.

Corolario: ae(C—{O} es un numero algebraico, entonces e

(24

, cosa, sena ytga son

trascendentes.

Teorema de Gelfond-Schneider, 1934-1935: Si  y f# son niimeros algebraicos #0,1,ysi f¢Q,

B

entonces & es un numero trascendente.

Teorema: Sea € C un numero algebraico e i € C la unidad imaginaria. Entonces, iar también es
algebraico.

Teorema: Sean «, f € C dos nimeros algebraicosy P e Q[x,y] . Entonces, P(a, ,B) €s un numero

algebraico.

Teorema de Thue-Siegel-Roth, 1955: Si o €R es algebraico, entonces para cada £>0, la

a— 4 o solo tiene un numero finito de soluciones racionales E.

q) 4 q

<

inecuacion

Corolario (Criterio de trascendencia): Si para algin & >0 hay infinitas soluciones racionales, el
numero & € R es trascendente.

Limitacion del criterio de Thue-Siegel-Roth: El conjunto de nlimeros trascendentes que pueden ser
identificados por el criterio de Thue-Siegel-Roth es un conjunto de medida (de Lebesgue) nula.

Conjetura de Schanuel, ~1960: Sean z,,...,z, € C linealmente independientes sobre Q. Entonces,

[Q(Zl,...,zn,ez‘,...,ez" ) : Q] >n.
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