IES. Ramon Giraldo

RESOLUCION DE INDETERMINACIONES

1. Calcula los siguientes limites, resolviendo la correspondiente indeterminacion:
2 2
D) lim 223 6) lim| —~— -~
x0T =T x =2 x=2 x -4
.4 =2 [ >
2) lim 7) lim x(\/x +5—xﬂ
x40 45 4+ x40
2
3y lim 2 2% 8) lim| | —2 —z)l
X—>+00 \/m x—0 \/x? X
. X +x—4x-4 )
4) lim =X~ 9) lim x—”j
x—2 X +x_6 xX—>+00 X
x=3 1
5) lIim—— 10) lim——
x—3 _ x—0 -
V6+x -3 243
Soluciones:
1)
6x° +3 6x° N 3 64 3
2 2 ) 2
TRAAML I ol S NOU SN RO S I T
x40 Dy —Tx 0 x40 Dy —Tx X‘)+w2i_k xoro o 2
x’ XX x?
2)
4 -2 4 2 2
4°=2 oo _ 4 4 4 _?_1—0_1
x—>+0 45 4 9 o0 x40 45 42 x4 £ i x—>+40 14 i 1+0
4’6 4’6 4x 4x
3)
2 2 2
lim 3x°—2x :{f}: lim \/3x2 2x =\/lim 3x2 2x _
X—>-+00 )C2+4 0 X—>+0 x°+4 x40 x4+ 4
4)
Lx e —4x—d _P} —1imM(x2 +3x42) @ 43xe2 2843242 12
=2 X +x-6 0] = (x<7)(x+3) =2 x+3 2+3 5
S)
-3 To (x=3)(Vo+x+3) (x=3)(Vo+x+3)  (x=3)(Vo+x+3)
lim—:{ }:lim =lim =lim =

P orx-3)(Vorx+3) N (forx) -3 6+x9

:hmM(m+3):lirgl(m+3)=x/m+3:6

6)
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X x’ . x(x+2) x’ . X +2x-x" . 2x .
lim - :[oo—oo]:hm —— =lim————=lim— No existe
=2 x—-2 x' -4 M2\ (x=2)(x+2) x*—4) =2 x x=2 X7 —
ya que
) ) 2x
lim > =—w0 lim > =40
x~>2—x _4 x~>2+x _4

Donde en (1) hemos tenido en cuenta que:
X' —4= (x+2)(x—2)

7)
\/2_ x( x2+5—x)(\/x2+5+x) x(x2+5—x2)
lim [x( X +5—x)} o—oo|= lim =lim —==
5x
S5x oo
= lim ——=| — | = lim —2%— = lim —
X—>+0 m+x X—>+00 2 X—>+00 \/T_i_l
8)
) 2 1 2-24x+1) 1 2-2Jx+1 |
lim -2 [ O]—lm —|=lm———=| — |=
0 \Vx+1 X =0 Vx+1 x| 20 x/x+1 0
_lim(2—2\/x+1)(2+2\/x+) L 4-d(x) 4t )
x>0 x\/x+1(2+2\/x+1) =0 xJx+1 (2+2\/x+) ‘_’0/\/x+1(2+2\/x+1)
— —4 =1
Ji(2+241)
9)
Primera forma Segunda forma

lim(x+5J =[1”]=¢ 1im(x—+5j :nm(uij -
X—>+00 X—>+0 X X—>+00 X
lim x(x_'_s—lj [ 0]— lim x(x+5—x)= 5°

X—>+0 X X—>+0 X ) 1 5
54 = lim 1+; =e
= lim ~~-=5 * i
X—>+00 X 5
10)
.1 11 ~
lim =——=—vyvaque3* ———0
X0— 1 2 + 0 x—0
i 1 2+3¢
im—= 1 = #liy
243 x—>0+ 1 =0 Ya que 3; x—0+ 0 2+3x
243
2. Calcula los siguientes limites:

2

Cipri Resolucion de indeterminaciones




IES. Ramon Giraldo

2_ 2 . (x+2 x+5
1) lim| 2 4_x2+4 2) hrrl{ _ X j
x—2 x+1 X _2x x=> x—l X —1
3 2
3) lim(x-1)-=2 B im[35]
sl 3x? 4 x
5) lim(\/4x2—5—(2x—3)) 6 lim Y24
X—>+00 ey x_2
2 2
- . 1
7) limM 8) lim al

1 x? = 2x+1 =1 [x+8-3

o) tim VI (4)

X—>+0 X+ 1 ol

x+4
Nt 2 5
1) lim[ 252 12) lim VX273
Soluciones:
1)

x—2

hm[xz—{x2+4j:[o‘oo]:hm(xz—4)(xz+4):[Q}ZHm(x+2)M(x2+4) 32 16

x+1 x*=2x x—2 (x+1)(x2—2x)

2)

lim(x+2 x+5j:[OO_OO]:lim(x+2)(x+1)—(x+5)_1, M—l' M(x+3)_

x=1 x*-1

i e S D)) (xr]) (1)

x—1

. x+3 4
=lim——-=—
=lx+1 2
3)
3
yilg(x—l)z = I:lw} =e’
3
donde lim——(x~1-1) =[-0] ~lim @1&2323
4)

x2-1
tm(353) )0

donde lim (xz_l)[fixz—s —1j=[00-0]: lim (xz_l)[3x2—5 3x2+x]:

¥+ 3x7 +x Pt 3x7+x 3x7+x

‘ 3xP=5—(3x* +x ' 3x2-5-3x*— . —5—
:}EP@(XZI)[ 3x2(+x )J:}E}O(XZI)( - 3x2+); XJ:)‘IEE"(xz_I)(3X2+)§C]=
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. (xz—l)(—S—x) . =X =5x"+x+5 [oo}
= lim = lim =|—|=—
x>0 3x* +x x4 3x* +x 0
S)
: (\/4x2—5 (2x- 3))( 4x? =5+ (2x— 3))
lim (\/4x -5—(2x-3 )= co—oo|= lim =
X—>+0 ( ) [ ] X+ \/75 (2x 3)
2
o (\/4x2_5) ~(2x-3) . 4y’ _5—(4x2_12x+9) . 47 5 447 +12x-9 _
e \JAx? -5 +(2x—3) e \JAx? -5 +(2x—3) e J4xP -5 +(2x—3)
12x _14 1o_14
12x—14 o0 12 12
= lim =|—|= lim X X = lim X
= J4xP =5 +(2x 3) LO}

X—>+0 2 X—>+0 - :X:
/4%_§+21_é /4_§+2_§ V4+2
X X X X X X

6)
fim Y24 [} V (x-2) / i 2 /
=2+ x—2 xa2+ — ra2+ x 2 x%2+ X —
7)
_2x-2 {0} 2 -1) (e ) () 2(x+) [4}
Im————=| — zhmz—: m =lim—~=| — |=—00
ol xt=2x+1 |0 =-x"=2x+1 1= (x—l)M | 0
8)

(-1)(Vx+8+3) (¥ -1)(Vx+8+3) ) (¥ -1)(Vx+8+3)

-1 _[o]_ _ B
lxlg'l\/m_f{o} ! (Ve +8-3)(Vx+8+3) g (x+8) -9 S x+8-9

_ Xgll(x-i-l)jﬂM"'?’) :lxigll(x+1)(M+3):12

9)

lim@:{w} m(*/;”) . x+«/¥(2 x+1) \/T#r

— |= lim = lim = lim
X—>+0 X+1

X0 (\/;H)(\/;—l) X400 (\/;) X0
_ lm\/x\/;+x+\/x+\/;

X—>+0 x—1

o0

y no llegamos a ninguna expresion que podamos simplificar...

Abordamos el problema de otra forma:
hacemos el cambio de variable

2
. Ax+Ax o0 . u - +u ) u(u+1
lim = =lu=Jx=u’=x = lim = lim ( ):
X—>+0 x+1 u—+0 41 U—>+o0 u+1

e 0]
X —>+0 = U —>» +0
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«De otra formay:

limm { } m\/; 1+\/1;_. l+j; . 1+\/I 1

v (x +1

10)

ol x—1\ x+4

2 2 v 2_ X
donde limi(x +4—1j:im X (x +4-x 4j=imi[x xJ:lim X [ M]:

11)
Jx-1

1
.(l+xjx—1 (2)2 \F L2 6
lim S e R . S
-\ 24 x 3 3 3 3

m\/;_lz[o}:hm(‘/;_l)(\/;+l) G

) () e )

(V5 43)(Ji 45 - 3)(m+3)_hm i

2 \/m+3) 2) . ( x2+5+3)(x—2)

i =hm(x _4)(m+3)
(W eses)(x-2) (e ese3)(x-2) 7 (Vx
(x+2)(Vx+7+3) 24

—1im =ty
=2 [y 4543 6

+
(9]
+
(98]
\X\
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3. Calcula los siguientes limites, resolviendo la correspondiente indeterminacion, cuando ésta
Se presente:
3 —
2) lim* = b) fim 22 —4x=6
=2 x—2 23 3—4/x+6
3 2
. +3x"—x-3 ) -
c) lim = > At d) hm\/z; !
-l 2x"=2x—4 =l x* -1
. _xz_x+6 2x2+1 m7x
e) lim — f) lim
X2 X:(Xf—'Z) X—>+0 .xz +x
. [(x+2 6x+4 \/x +1—\/x -1
lim - i
g) =2\ x =2 .xz —'4'j ll) .}L+x

i) lim “3-’“2”_2) b lim\/;(\/x+2—\/;)

-l x—1 xz -3 X—>+0

2x-1

) J2x—1 } N
K lim 2x+1 \Wax-1 N hrnx+ x+2
H% 2x+2 -1 x+1]

Soluciones
a)
3 X +2x+4
nmx—gzmzumw( )=1im(x2+2x+4)=12
x—2 Xf_'z O x—2 )xfﬁtf x—2
b)

2w dr6 {0}:‘ (2x* —4x- 6)3+\/xT)_lim(2x2—4x—6)(3+M):
= 3-Jx16 3 (3 Ve 6)(3+x+6) 9-(Vxr6)
Vi+6)  2(x+1)(x- 3)(3+\/F)
¥3 3—x =3 3—-x

2(x+1 34+4/x+6
iy L) s

)
220 =2 f0]_ g ) (o)) 42
x>l 2x* —2x—4 0] x> 2%(;;—2) =1 2(x-2) -6 3
d)
1im‘/2;—_11:{%}:hm<\/;_1)(&+1):hm V) - Slim— XL
=1 x° —

S -)(Vat) (e =)(Vaer) o (e =) (V)
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e)

X —x+6 ‘:0:| —M(x+3) . —(x+3) |:_5:|
| — m =1lim = =
=2 x(x-2) 0 A—>2x(x—2)M =2x(x=2) L0

Limites laterales:

lifg_éx_j;:

x(x N ( +3):>Zflim_x —x+26

) —(X+3) x—>2x(x_ ) x—2 x(x—Z)

lim =—

r—>2+x(x_2)

f) -
) ¥ +l-x
lim£2)§ “j =2°=1
x| xT 4 x

(\/x2+1—x)(\/x2+1+x)
yaque lim (\/x2 +1—x):[oo—oo]: lim = lim —~——=
X—>+00 X—>+00 (m_'_x) X—>+00 ( X2+

2 2
_ 1imu: lim;:O

() )

[
+
=

S—

g
i£22 058 () e (o) T
2 2
x—2 x_2 X _4 x—2 _4 x—>2(x+2)M
=lim i :2—l
S (x42) 4 2
h)
2 2
o N 1=V —1{3}:0
X—>+00 X o0
\/ - \/ - [ ] (\/xz+l—\/x2—1)(\/x2+1+\/x2—1)
ya que lim( X +1-+x —1): oo—oo|= lim =
X—>+00 X—>+0 \/.x2+1+\/x2—1
, 2 : [ 2 2
—lim( i +1) _( i _1) TS 2 el T 2 =
o \/x2+1+\/x2—1 "_’+°°\/x2+1+\/x2—1 X_’+°°\/x2+1+\/x2—1
i)
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> =lim =
= x-1  x"-3

=1 (x—l)(x2 —3) ol Lx/(l'j(x2 —3)

(x+3)(x+2) 12

1im[x+3'x2 +x_zJ:[oo-o]:hm(x”)(xz““2) (3 () (x42)

s ey T
)]
lim V¥ (Vi +2 =) = lim V- lim (Vx+2 =x) =[o0-0] = lim (\fx(x+2) ~x)=
\/27 (\/x2+2x—x)(\/x2+2x+x) (\/)c2+2x)2—x2
_ lim( X +2x—x): 0—o]= lim — lim -
Kot [ ] Kot X +2x+x Yo m +Xx
2x
=limM=lim2—x={f:|=lim x : 2 2
e x4 2x +x O +2x+x Lo

—:hm = =1
X—>+0 2 X—>+0

@, 2x x J1+2+1 JI+1

X xt x X

ya que gie;(m—ﬁ)ﬂw—wlm( J—)z(f )a@;( J—)z(f) -

x+2—x )
lim

2
= lim ———= —— =0
o [x424dx e x4 2+4x

k)
2x-1 0
[2x+1jm—1 (2)
lim = Z| =1
x_,% 2x+2 3
2
donde Tim—~—1 =[9}=lim,/(2x_l) —lim~y/2x—1=0
x%l 2x—1 0 xal 2x—1 xg)l
2 2 2
)]
x+Jx+2 0 (x+\/x+2)(x—\/x+2) x2—< x+2)2
lim—z{—}:lim = lim =
= x+l 0] x>t (x+1)(x—\/x+2) H"(x+1)(x— x+2)
. X —x=2 (0 (x-2) ko 3 3
= lim = lim = lim = ==
H"(x+1)(x—ﬁ) H“M(x—ﬁ) welx—x+2 -1-1 2
m)
hacemos el cambio de variable .
fi Y ] {9}: u=x=>ut=x T ) STy | Gl MY T
x—1 x_\/; O x—>1:>u—)1 u—l1 uZ_u u—1 u(u_l) u—l1 u
“tim, [“=L 20
u—1 u
8
(C;pr;

Resolucion de indeterminaciones



IES. Ramon Giraldo

n)

x {0} x(1+\/x+1) x(l+\/x+l) x(1+\/x+1)
lim———=|— |=lim =lim————— =lim——— =
Sl L0) 0 (1=t 1) (14 x D) 1_(m)2 =0 I-x-1

/( I++/x+1
zlimgzlim[—(l+\/x+l)}:—2
x—0 _% x—0
4. Calcula razonadamente los siguientes limites, resolviendo las correspondientes
indeterminaciones, cuando estas se presenten:
2 2
a) lim(x 1—”2"] b) lim( 9x2+3x—3x)
X—>+00 X 2x—1 X—>+0
¢) lim (\/x2 +3x —x)
Soluciones:
2_ 2 x*=1)(2x=1)=x(1+2x>
a) lim al 1_1+2x :[oo—oo]: lim( )( ) ( ):
ol x 2x—1 e x(2x-1)
. 26 —x 241 X258 e A2 |
X—>+00 2x°—x x>0 Dyt —x 2
( 9x* +3x —3)c)(\/9)c2 +3x +3x)
b) lim (o’ +3x ~3x) = [r0—e0] = lim -
¥t ¥ \/ 9x +3x +3x
2
(\/9x2+3x) —(3x)2
~ lim i 23T B {f}—
= J9x* 4+ 3x +3x 9% +3x 4+3x 9% +3x +3x  L®
3x
= lim —X = fim ——> :f3 :%:%
9)c2 +3)2c 3x 9+§+3 9+3
X x X X
2
(\/x2+3x—x)(\/x2+3x +x) (\/x2+3x) -x
0 lim (V¥ +3x —x) =[so—c0] = lim = lim -
X—>+00 X—>+00 (\/m+x) X \/x2+3x +X
3
_ ﬁmM_ 1im3—x_{f}_ lm X lim4_
X—>+0 ’x2+3x+x X—>+00 [x2+3x+x o0 X—>+00 /x2+3x+x X—>+0 LZ 37)(? f
X X x
. 3 3 3
= T141 2
\/l+3 +1
X
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Resolucidn de indeterminaciones

INDETERMINACION DEL TIPO {%} CON k (R ~{0})U{o0}

Se calculan los limites laterales: lim f(x), lim f(x)

X—a+

Si existen ambos limites y coincide su valor, entonces:
3lim f(x) = lim f(x)=lim f(x)
x—a x—a+ x—a—

Si no existe alguno de los limites laterales o no coincide su valor, entonces, no existe lim f (x)

xX—a

INDETERMINACION DEL TIPO [%}

a) Para funciones racionales: se descomponen numerador y denominador en factores y se
simplifica.

b) Para funciones irracionales: si se trata de una funcion con raices cuadradas en el numerador
(o en el denominador), multiplicamos numerador y denominador por la expresion conjugada
del numerador (o del denominador).

o0

INDETERMINACION DEL TIPO [E}

a) Para funciones racionales: se divide numerador y denominador por la mayor potencia de x
que aparezca en la funcion (basta con dividir por la mayor potencia de x del denominador).

b) Para funciones exponenciales: se divide numerador y denominador por la exponencial
correspondiente, ya que cuando x — +o0, la exponencial crece mas rapidamente que cualquier
potencia positiva de x .

INDETERMINACION DEL TIPO [0~ 0]

a) La funcién es diferencia de dos funciones racionales: se efectiia dicha operacion.
b) La funcion es diferencia de funciones irracionales: multiplicamos y dividimos por la expresion
conjugada de la funcion.

INDETERMINACION DEL TIPO [0-]

Transformar esta indeterminacion en una de las anteriores, generalmente efectuando las operaciones.

INDETERMINACION DEL TIPO |1 |
La indeterminacion que nos ocupa se resuelve empleando la siguiente igualdad:
lim f (x)g(x) = emg(x)[f(x)_q

X—a

donde a € RuU {00},

INDETERMINACION DEL TIPO [00 0o« o ow]

Estos dos tipos de indeterminaciones se pueden resolver aplicando la siguiente formula:
. X lim g(x)log f'(x
llmf(x)g( ) ZeH"g( Joe /)

X—a

donde a e RU{+x} y log=In es el logaritmo natural.
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