MATEMATICAS

2° de Bachillerato
de Ciencias y Tecnologia

we D), pe ()

- v,
(W) (x)=u (T P)

Antonio Cipriano Santiago Zaragoza

Departamento de Matematicas
I.E.S. Ramon Giraldo

Version 23/4/2025

@LoveMatematicas @SinCienciaNoHayFuturo



Cipri

Licencia

Este texto se distribuye bajo una licencia Creative Commons en virtud de la cual se permite: Copiar,
distribuir y comunicar publicamente la obra. Hacer obras derivadas. Bajo las condiciones siguientes:
BY: Reconocimiento. Debe reconocer los créditos de la obra de la manera especificada por el
autor o el licenciador (pero no de una manera que sugiera que tiene su apoyo o apoyan el uso
que hace de su obra).
NC: No comercial. No puede utilizar esta obra para fines comerciales.
SA: Compartir bajo la misma licencia. Si altera o transforma esta obra, 0 genera una obra
derivada, solo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

This license lets others remix, adapt, and build upon your work non-commercially, as long as they
credit you and license their new creations under the identical terms.



https://creativecommons.org/licenses/?lang=es_ES

IES. Ramon Giraldo Cipri

Indice general

ALGEBRA
UNIDAD 1:
MATRICES
1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES........cooviveieeeeeeeeeteeeeeeeeeeeeseseeses s enis s enennan, 7
2. METODO DE GAUSS.........ooiiieeeeeeeeeieeeeeee et esee et s st sen s aenaaneenenes 7
3. CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS ........cvuiiieeeeeeetieieeeeeestesiesseesses s esesses st enas s asnasnesnenes 7
B MATRICES ..ottt ettt enean e 8
5. TIPOS DE MATRICES.........coiiieieeteieeieeesestee e ee st es et snasneenen o, 10
6. OPERACIONES CON MATRICES ......ooovuiveieiieeeeetesteeeeeeeee e eeee s, 10
T GRAFOS ..ottt 15
8. METODO DE GAUSS..........oveeeeeeeeiee e tes e tes st n st na s s en s s s, 21
9. INVERSA DE UNA MATRIZ ....oooveieeeeeeee ettt nae s, 22
10. ECUACIONES Y SISTEMAS MATRICIALES .......c.oiieieiieieeeeeeeeeee e 24
11. RANGO DE UNA MATRIZ ..ot 29
UNIDAD 2:
DETERMINANTES
1. DETERMINANTES .....ooocvivietiete et s s 31
2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES........ooiviieiirieesesesseeeiessessee s sesssessessesss s 34
3. METODOS PARA CALCULAR DETERMINANTES.........ccvivmieireeesisseseessseesiessesses s 38
4. APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES .......ovuriietieieeeseeeeecessessessessessessassses s 39
(1) CALCULODELAMATRIZINVERSA ......ooooeeeieeetieresvseeseeeesses s sssessiesses s 39
(2) CALCULO DEL RANGO DE UNAMATRIZ.....cooovoivierersreeeeeeesiesseesseesessesses s 40
(3) RESOLUCION DE S.E.L.: REGLADE CRAMER .........coosvreeeirinressseseeeeessesses s 43
UNIDAD 3:
DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
1. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS ...........oooooeieeerineeeeseeseesiessessessee s sessissses s 49
2. DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES..........ccovvvvevereeeieeeeeeensessessesseenins 49
3. DISCUSION DE SISTEMAS CON UN PARAMETRO .......c.cociiiiiiieiiiesiieicesesie s 50
4. ELIMINACION DE PARAMETROS .....ocviviiiiiiiietieeies ettt 51
5. GEOGEBRA.....oooooieiieteeie oot es ettt n s 52

indice general



Cipri

GEOMETRIA

UNIDAD 4:
ESPACIO AFIN

1. ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL .....ooviviviiiieieieieteteteetee e es s en s s e seesesns 53
1.1. VECTORESEN EL ESPACIO: VECTORES FIJOS Y LIBRES ....c.uvtirriiireieitriesireesreessieeesineesineesneenns 53
1.2. ELESPACIO VECTORIAL DE LOS VECTORES LIBRES ......otciirieririiireeesireesireesreessree e esineenneenns 54
1.3. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES ....ccitiiiriieiteiesireenreessreeesineesineesneenns 55
1.4, ELESPACIO VECTORIAL R 1.iitiiitiiiiiieietesiste sttt sttt sttt bttt sasbesesbese st e nnas 56
1.5. ESPACIO AFIN ASOCIADO AL ESPACIO VECTORIAL V2 .oviiiiciiiiiiisieeee e 57
1.6. CRITERIOS DE DEPENDENCIA E INDEPENCIA LINEAL DE VECTORES ....eeevuvieiriiiieeenineesineesneeans 59

2. ECUACIONES DE LA RECT A . ettt ettt ettt ettt et e e nnbe e e 60
2.1, ECUACIONES DE LARECTA ...ctttiititesitte ittt ettt ettt e st st et ns et nsb e nn et nbb e nane e e b e nne e nnne s 60
2.2. COORDENADAS DEL VECTOR DETERMINADO POR DOS PUNTOS. VECTORES PARALELOS........... 61
2.3. [ECUACIONES DE LOS EJES DE COORDENADAS ......eciutiiitiiatetessreesireeaseeasseeessneesineesneessnneesnnes 63

3. INCIDENCIADE PUNTO Y RECTA ..ottt ettt ettt e neea s 64
3.1, INCIDENCIA DE PUNTO Y RECTA . .ttiiittiiuteiatitestreesiseesstee e st e st s e s e s ne e nsbe e st e ne e nnneennne s 64
3.2.  CONDICION PARA QUE TRES PUNTOS ESTEN ALINEADOS ......uuvvvirieeeeiiiirireeeeeeessassrnnesesesssannes 65

4. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS ..ottt 65
4.1. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS ...cciviiiiiiiiiiis ittt 65

5. ECUACIONES DEL PLANOD ...ttt ettt nnne e 67
6. INCIDENCIA DE PUNTO Y PLANO ...ttt 69
6.1.  INCIDENCIA DE PUNTO Y PLANO ....vviiueiieiiueisneeseeesseesiressse s sssessne s nsne s ne e ne e enne s 69
6.2. ¢ CUANDO 4 PUNTOS SON COPLANARIOS? ...eiiieiiiiiiiiiieeeeeeesiittireeeeeeesseistreeeseessssnsssnsesaesssannnes 69

7. ECUACION GENERAL, CARTESIANA O IMPLICITA DEL PLANO........cccccccoveveierrenrnnn. 69
7.1, ECUACION GENERAL DEL PLANO ....coiuviieiiieinieisteesiessnresssesnsesssessse s s s sne e sne e enne s 69
7.2. ECUACIONES DE LOS PLANOS COORDENADOS .......ccuviiirirerinirinsressressressressne s sne e eneenneenes 71

8. ECUACION DEL PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS ......ccoevveieieeeeeeeseeceeie e, 72
9. ECUACION CANONICA DEL PLANO......ccttmiiiiiiinieriteeesssssesisieeess st esssssessanenees 72
10. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS .......ooiiiiiiiiie ettt 73
11. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UN PLANO ......ccooiiiiiiiiiiiieeeee e 74
12. POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS ...ttt 76
13, HAZ DE PLANOS ...ttt ettt b e b e si e sttt et e e sbb e e sabeesnbeean 80
13.1. HAZ DE PLANOS DE ARISTA UNA RECTA: HAZ DE PLANOS SECANTES ....c.veuvitirienieeerenienienieneas 80
13.2.  HAZ DE PLANOS PARALELODS ....cvviitiiteireesteenseestessnesssessnessnessnessnessnessne e e snns s ssne s snnennnes 81

14.  RADIACION DE PLANOS ....coovviiieietieceeeteeeee et esee et enes e ses st en s sen e, 82
i

indice general



IES. Ramon Giraldo Cipri

UNIDAD 5:
ESPACIO AFIN EUCLIDEO
1. PRODUCTO ESCALAR.... .ottt ettt ekttt e e s bt e e e s bb e e e s sabee e e s nbbeee s 85
2. ECUACION NORMAL DEL PLANO .....cocooviiiieieieeeeeeeee e eses ettt asses s s s ennens 88
3. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO. ESPACIO EUCLIDEOQ .......cocooviuiieieeieeeeeeeeeeenenevennens 89
4. PRODUCTO VECTORIAL ...ttt ettt ettt ettt enbe e e sbbe e e s snbaeeeaan 90
5. VECTOR DIRECTOR DE UNA RECTA'Y VECTOR NORMAL DE UN PLANO .........ccovvernee 92
6. AREA DEL TRIANGULO ......coouiiiiiieiceeeieeete ettt ettt n s s s s s s 93
7. PRODUCTO MIXTO ..ottt ettt ettt sttt e e e sttt e e e st e e e s enba e e e s nbe e e e sntees 93
8. VOLUMEN DEL TETRAEDRO .....ciiiiiiiiiiiiie ettt ettt e s ennees 96
9. VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE .........ceiiiiiieiiieieieeseeee e ee st st ssaesssssanenen s enennens 98
10. ANGULO ENTRE RECTAS. ..ottt ee e sttt ettt ettt senan s s s s nennans 99
11. ANGULO DE RECTA Y PLANO . ......cocoitiiiiieieieieieeeeeeseeees sttt ses s s s s s s 100
12. ANGULO DE DOS PLANOS .......cocooviiieiieetieie ettt ee e s sttt enenan s s n s s 101
13. DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO Y DE UN PLANO AUNARECTA ......cccovveeene 102
14. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA . ..o ettt 104
15. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS. ...ttt ettt ettt e s sntan e st e e ennes 107
16. DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS ...ttt sttt e nne e 110
17. PERPENDICULAR COMUN .......oiiiiieiieieieeeesieseseeee e eses e en e sssis s esss e nassesennaesasans 111
18. PUNTO SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE OTRO PUNTO.......coccoeveviereereiereeinans 112
19. PUNTO SIMETRICO RESPECTO DE UNA RECTA .....oiiieteeeeeeeieeeeeieteseese s 113
20. PUNTOS SIMETRICOS RESPECTO DE UN PLANO .......oiveiiieeieeeeeeieeeeeieie s 115
21. PROYECCION ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE UN PLANO ........ccoovvevrreererrrieinnns 117
22. PROYECCION ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE UNA RECTA ......c.ccovevrreererirerieianans 119
23. PROYECCION ORTOGONAL DE UNA RECTA SOBRE UNPLANO........ccceceoevvrrerirreeinan, 121
24, GEOGEBRA. ... .o 123
ANALISIS MATEMATICO
UNIDAD 6:
LIMITES

L SUCESIONES ...ttt ettt et b et e bt e sab e e be e e abe e e sbneenane s 125
2. LIMITE DE UNA SUCESION.....cooctmiimiiiiiiiieieiesiesiss et 125
3. ENTORNOS EN LA RECTA. DISTANCIA ...ttt 126
4. LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO ...coooviiiiieeieies e 127

4.1, DEFINICIONES ...oeitiitieteeiteeitee ettt et nr et se et s b e e e nee e bt n e nte e s e e nne e ann e s e s e 127

4.2.  AMPLICACION: CALCULO DE UN LIMITE APLICANDO LA DEFINICION ......covvirrinieininininennnennnes 129
5. LIMITES INFINITOS: ASINTOTAS VERTICALES.........cooviiteiieeeeeeeeeieeeesee s senenenienas 129

indice general



Cipri

6. LIMITES EN EL INFINITO: ASINTOTAS HORIZONTALES ......oovviiieieeeieeeeeeeeeeeverenenennens 130
7. LIMITES INFINITOS EN EL INFINITO: ASINTOTAS OBLICUAS.......cocceeeeeeeveeeverererennens 132
8. ALGUNOS LIMITES IMPORTANTES . ....cocvitititiieieeeeee et eeeee ettt sesan s enen s 134
9. INDETERMINACIONES ...... .ottt ettt e st e e e s bt e e e sbbe e e s anbeeae e 135
UNIDAD 7:
CONTINUIDAD
1. CONCEPTO DE FUNCION CONTINUA . ......coooiiireiieeeesseeeetste et esessenssenan s enenennes 141
L1 DEFINICIONES ..etiiiuttiteeiutieeeeitteeeestteeessstbeeessateeeessbeeesanbbee e e smbbe e e s anbeeeesbbeeesanbbeeesanteeeesnnbeeens 141
1.2.  AMPLICACION: ESTUDIO DE LA CONTINUIDAD USANDO LA DEFINICION £ =3 «oovvvviiveenineeninee. 142
1.3.  AMPLICACION: CONTINUIDAD EN PUNTOS AISLADOS Y EN PUNTOS DE ACUMULACION .......... 143
2. OPERACIONES CON FUNCIONES CONTINUAS ......ooiii e 144
3. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES ...t 145
4. DISCONTINUIDADES: CLASIFICACION ......coouiiiiiiieeeeeeee et en s 147
5. TEOREMA DE BOLZANO Y DE WEIERSTRASS .....oooiiiiitieiiit ettt 149
UNIDAD 8:
DERIVADAS Y APLICACIONES
1. TASA DE VARIACION ......ooiiiviieeeeeeeeee ettt n s 155
2. CONCEPTO DE DERIVADA ... oottt ettt 155
2.1. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UNPUNTO ....ccvooviviiieiiieeieeteeteeteee et steee e saesteeenestesne e 157
2.2. DERIVADAS LATERALES .....cuvtiiieitieiteeitee it ettt sre e sreesreesneenneenneenreesneesneenneenneenneenneenneens 157
2.3. FUNCION DERIVADA ...cviuvivisietesiitessstesestesestase e ssesesbesesaebe s asesesbesesbetessabe s abesssaesessase st abesessesees 157
2.4. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD ......vtetiereeiteeireesreesreesneesreesreesneesreesneesreesneesneesneenneenneesneenneens 160
2.5. OPERACIONES CON FUNCIONES DERIVABLES ......cciviiiriiirieireesreesreesreesneesneesneesreesneesneesneesneenneens 162
3. TABLAS DE DERIVADAS. ...ttt bttt ettt ettt ne bbb 164
4. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA .......ocooeviveeeeieeeeeeeeeeeee e 173
5. INTERPRETACION FISICA DE LA DERIVADA .......coeviteeeieeeeeeeeseeeeesesee s enaesnins 176
6. DERIVADAS SUCESIVAS. ...ttt ettt be e 176
7. ESTUDIO GLOBAL Y LOCAL DE FUNCIONES .......cccttiiiiiiitieeiie et 177
7.1. MONOTONIA DE UNA FUNCION ...oiiiiiiiiiiiiiiis it 177
7.2. EXTREMOS RELATIVOS (EXTREMOS LOCALES O PUNTOS CRITICOS)...veciivreiirieesireesiieesveesnseeees 178
7.3. CURVATURA DE UNA FUNCION: PUNTOS DE INFLEXION ....c.vviivieireereesreesreesneesneesreesneesneesneenneens 180
7.3.1. Definicion no rigurosa de convexidad L 180
7.3.2. Ampliacion: definicién de funcion convexa 181
7.3.3. Criterio de laderivadasegunda L 182
8. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES .......cotiiiiriiinrieieeeiesssissisieies s 182
9. OPTIMIZACION DE FUNCIONES.........cooviieieecieieiieeeeeteseses e sesesesie s s sesensssssssenessesssenessasans 185
\Y;

indice general



IES. Ramdn Giraldo

Cipri

UNIDAD 9:
PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES

1. TEOREMA DE ROLLE........oiiiiiiiiie ettt
2. TEOREMA DEL VALOR MEDIO (LAGRANGE)......ccccoiiiiiiiiiiie e
3. TEOREMA DE CAUCHY ...ttt
4. REGLAS DE L’HOPITAL......cocooitiierceeteeeseee ettt

UNIDAD 10:
PRIMITIVAS E INTEGRALES INDEFINIDAS

1. CONCEPTO DE PRIMITIVA .. ..ottt st st
2. TABLAS DE INTEGRALES ... ..ottt e
3. METODOS DE INTEGRACION .......cooviiiieeieieeceeieeeeeee e teeesee e
3.1. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE ......cviiiiiiieririiiies sttt e e
3.2. INTEGRACION POR PARTES ....ciiitiiiirierireesireeateeesire e st e sbe s nneeessneesineesne e e nnneennneenaneenns
3.3. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES .......eiiitiieiiienieeatee ettt e snee e snne e
3.4. INTEGRACION DE FUNCIONES CIRCULARES ......ceiiirieiriesieeanie et e e sneeesnneesine e
3.5. INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES......ciuvieririiiieeaireeesireesneesreeesnneesnneesnneenns
4. APLICACION: PROBLEMAS DE VALORES INICIALES.........cccocovovieeeeeeeeeeceians

UNIDAD 11:
INTEGRAL DEFINIDA'Y APLICACIONES

L INTEGRAL DEFINIDA ... e
2. PROPIEDADES INMEDIATAS ...t
3. TEOREMAS IMPORTANTES ......ooiiiiiiiieee e
4. AREAS DE RECINTOS PLANOS.........oeviiiiiieiiieteie e

4.1. Recinto limitado por la curva y = f (x) ,elejeoxylasrectas x=ayx=b ....cccceue..

4.2. Recinto limitado por dos curvas, y = f (x) e y=g(x), enelintervalo [a, b] ................

4.3. Ejercicios resueltos de calculo de areas por integraCion ............ccccevveevieeviieesiieeesieeenns
5. VOLUMEN Y AREA DE UN CUERPO DE REVOLUCION ........cccocoovmeierierieieeerenn,
6*. LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA . .....cii ittt
T.GEOGEBRAL......cc et bbbt
8.% EL LOGARITMO NATURAL ...ttt

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

UNIDAD 12:
PROBABILIDAD

indice general



Cipri

L. INTRODUCCION ...ttt ettt bbb 253
2. EXPERIMENTOS ...ttt n e 253
3. ESPACIO MUESTRAL. SUCESOS. ESPACIO DE SUCESQS .........c.coiiiiiiiii 254
4. EXPERIMENTOS COMPUESTOS. ESPACIO PRODUCTO ......cooiiiiiiiiiicieciee e 256
5. FRECUENCIAS DE UN SUCESOD ...ttt 257
6. DEFINICION FRECUENTISTA: VON MISES .....cocviiviieiieeeee et 257
7. DEFINICION CLASICA: LAPLACE .......ooviiiiiceeieieeeeee et 258
8. DEFINICION AXIOMATICA: KOLMOGOROV .........coeeviiieiieiieeieieeseseeieseeeseie s sasianas 259
9. PROBABILIDAD CONDICIONADA. ...ttt 260
10. INDEPENDENCIA DE SUCESOS ...ttt 261
11. PROBABILIDAD TOTAL. FORMULA DE BAYES.......ocoieieieeieeieeeieeeeee e 263
12. PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA SELECTIVIDAD DE MAT. APLICADAS I ................ 265

UNIDAD 13:
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

0. INTRODUGCCION ..ottt 271
1. VARIABLES ALEATORIAS .......ooouiiiieiieieieece ettt 272
2. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD .........coiviiiieieieiceie st 274
3. LA DISTRIBUCION BINOMIAL.........coiviueveeieieiieeeseses s 275
4, LA DISTRIBUCION NORMAL ........ooovuiiiiiiiiesetsiesee et 278
5. USO DE TABLAS ..ottt 279
6. PERCENTILES EN UNA DISTRIBUCION NORMAL ........cocoevuiriireiiieiessieeieeeeseses s, 283
7*. APROXIMACION DE LA BINOMIAL POR LA NORMAL .........cooveriereieieiesesesies e, 283
8. GEOGEBRA. ..ottt 283
TABLA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL ....c..c.ovivieerieieieeiesesesieeeseevee s 286
TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL ......cooovuiiiiieeisieieeiesee st 287
PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD .......o.cooiviiieieieteetesieee et 1

Vi

indice general



IES. Ramon Giraldo Cipri

Unidad 1:

MATRICES

1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal de incognitas x, X, ..., X, es una igualdad de la forma
ax +a,X, +..+ax,=b
donde los numeros reales a,,...,a, se denominan coeficientes, y el nimero real b, término
independiente.

Sistemas de ecuaciones
Un sistema lineal de m_ecuaciones con N _incognitas, es un conjunto de ecuaciones lineales de la
forma:

QX +a,pX, +..+a, X, :b1
Ay X, +8yX, +...+8, X =h,

[1]
X =D

mn°'n m

a. % +a.,X, +..+a
donde los a; e R son los coeficientes, b, € R los términos independientes y x, e R son las
incognitas (numeros reales que hay que calcular, si existen).

Una solucién de [1] es una n—upla (Xl, Xy Xn)de numeros reales que hacen que las ecuaciones de

[1] se transformen en identidades. Resolver un sistema de ecuaciones lineales, es hallar todas las
soluciones.

Diremos que dos sistemas de ecuaciones lineales con las mismas incognitas son equivalentes, cuando
tienen las mismas soluciones.

2. METODO DE GAUSS

Meétodo de Gauss
Un sistema tiene forma escalonada cuando cada una de las ecuaciones posee una incdgnita menos
que la anterior.

Un sistema de ecuaciones se resuelve por el método de Gauss cuando sus soluciones mediante la
reduccién del sistema dado a otro sistema equivalente a él que sea escalonado. El desarrollo del
método lo veremos en la unidad siguiente.

3. CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS

Los sistemas los podemos clasificar, atendiendo al nimero de soluciones que tengan, como sigue:
7
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DETERMINADO
(solucién unica)
Sistema COMPATIBLE (tiene solucion)
no homogéneo INDETERMINADO
(infinitas soluciones)

INCOMPATIBLE (no tiene solucién)

DETERMINADO
. (solucién Unica; la trivial)
Sistema . L
) COMPATIBLE (tiene solucion)
homogéneo
INDETERMINADO
(infinitas soluciones)
4. MATRICES

Definicién: |
Una matriz de dimension (u orden) mxn es un conjunto de mn nameros reales distribuidos en una
tabla de m filas y n columnas (se acostumbra a encerrarlos entre paréntesis).

Anxnz Q aij R ™

a a. - a

m mj mn

También se suele representar en la forma, A= (aij), iI=1..,m j=1..,n enlaque el elemento CH

se encuentra en la interseccion de la fila i con la columna j.

| Definicion: |
Diremos que dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y los elementos que estan en
la misma posicion son iguales.

Ejercicios:
1. En un IES hay 107 alumnos en 3°ESO, y 110 alumnas. En 4°ESO hay 84 alumnos y 95
alumnas. En 1°BACH. hay 69 alumnos y 68 alumnas, y en 2°BACH. hay 46 alumnos y 48 alumnas.
a) Representa mediante una matriz, los datos anteriores. Dicha matriz la representaremos
por A.
b) Explica el significado de los elementos a,,, a,, y a,,.
c) Asigna subindices a las entradas con valor superior a 60 e inferior a 100.
d) ¢ Cuantos alumn@s cursan 2°BACH.?

2. Si el IES anterior es un centro comarcal en el que se retinen estudiantes procedentes de tres
pueblos B, P, y P,, atendiendo a su procedencia y sexo, obtenemos la siguiente matriz 2x3:

Dpto. de Matematicas Algebra



IES. Ramon Giraldo Cipri

R R R
B=H (90 182 34
M (91 182 41

a) ¢Cuéantos alumnos preceden del pueblo 1?
b) ¢Qué significado tiene el elemento b,, ?

Y si consideramos la actividad profesional principal de los padres de esos alumnos y su lugar de
origen, tenemos la matriz 3x3:

PR PR
_Funcionario 22 105 11
~ Agricultor 114 115 12

Manufacturero | 45 151 52

c) Explica el significado de los términos c,,, C;; Y Cy.

d) Asigna subindices a los elementos de la matriz de valor inferior a 50.
e) ¢Que valor numérico corresponde a las entradas de la matriz c,, C,, Yy C,

3. En la matriz siguiente se representan los gramos de vitaminas A, B y C de dos alimentos 1
y 2. ¢ Queé alimento tiene mas vitamina B? ;Y C? ¢Qué alimento tiene mayor cantidad de vitaminas?
A B C
1 (15 6 2
2 (0 18 9]
4, El grafico siguiente nos muestra las relaciones que se establecen en un grupo de seis

personas. Construye una matriz que indique las relaciones anteriores, indicando con 1 la existencia
de relacion entre dos personas y con 0 la no existencia de relacion.

1 > 2 |« 3
\

4

< 5 6

(Indicacion: por convenio pondremos O en la diagonal principal (en los elementos
&, 8y, 83, 8y, 8 Y 8 ), Ya que las relaciones las consideramos con otros y no con uno mismo)

5. El grafo! adjunto representa los caminos que
comunican diversas localidades, con sus respectivas
distancias. Halla la matriz de las distancias més cortas.

Lun grafo es un conjunto, no vacio, de objetos llamados veértices y otra coleccion de pares de veértices, llamados aristas
(que pueden ser orientados o no). Usualmente, un grafo se representa mediante una serie de puntos (los veértices)
conectados por lineas (las aristas).

9
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5. TIPOS DE MATRICES

Definicion: |
Se llama matriz traspuesta de A a la matriz que resulta de intercambiar ordenadamente las filas por
las columnas. Se representa por A" o por AT .

Definicion: |
Una matriz es nula si todos sus elementos son cero.

Definicion: |
Una matriz es cuadrada si tiene igual niumero de filas que de columnas.

Diagonal principal: Los elementos a; de una matriz cuadrada forman la diagonal principal.

Definicion: |

. .. T
Una matriz cuadrada es simétrica cuando a; = a,;, esto es, cuando A=A".

ji

Definicién: |
Una matriz cuadrada es:
- triangular superior cuando todos los elementos por debajo de la diagonal principal son
cero.
- triangular inferior cuando todos los elementos por encima de la diagonal principal son
cero.

| Definicion: |
Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que todos los elementos que no estén en la
diagonal principal son cero.

| Definicion: |
La matriz identidad es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son
unos.

6. OPERACIONES CON MATRICES
|_Suma: |

Sobre la dimension: tienen que ser de igual dimension
A= (aij)
B= (bij)

=|A+B=(a)+(b;)=(a;+b;)

Propiedades:
e Asociativa: A+(B+C)=(A+ B)+C

e Conmutativa: A+B=B+ A
e Elemento neutro: A+-O=A

10
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e Elemento opuesto: A+(—A)=0

Ejercicios:
6. Dadas las matrices
2 4 0 51 8 1 0 3
A= , B= y C=
6 -3 1 7 9 4 2 41
halla:
a) A+B+C c) A+(_B)+(_C)
b) B+(-C) d) A'+B'+(-C)
1. Efectua la siguiente operacion:

1 2 2 -3) (1 2) (1 O
+ + +
3 4) (-3 4 0 3) (0 -2
8. Calcula @, b, ¢ yd para que se cumpla:
2a 2b) (a 7 . 5 a+b
2c 2d) -2 3d) (c+d 4
9. Comprueba con un ejemplo que la traspuesta de una suma de dos matrices es igual a la suma

de las dos matrices traspuestas: (A+B) = A'+B".

Producto de un nimero real por una matriz: |
Se multiplica dicho nimero por todos los elementos de la matriz.

A=(ay )} =|aA=a(a)=(ag)

aeR

Propiedades:
o a(A+B)=aA+aB

o (a+p)A=aA+pA
o (aB)A=a(pA)

o 1A=A

Por cumplir estas ocho propiedades, el conjunto ﬂnxm(R)={matrices de orden n><m} tiene
estructura algebraica de espacio vectorial real:

(ﬂnxm(R)ﬁ-, ') €s un espacio vectorial real

Producto de matrices: |
Sobre la dimension: numero de filas del segundo factor = nimero de columnas del primer factor

11
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Para multiplicar dos matrices hay que efectuar el producto de cada fila de la primera matriz por
todas las columnas de la segunda.

Sobre la dimensidn de la matriz producto: Xm : Bm@ = (AB)

nxp

Propiedades:
Que no cumple:

e Conmutativa: AB = BA

e Divisores de cero: AB=05A=0 0 B=0
e Cancelativa: AB=CB=A=C (para B #0)
Que cumple:

> Asociativa: A(BC):(AB)C
> Distributiva: A(B+C)=AB+AC
> Elemento neutro: A -1, =A,., € I,-A.. =Am

Potencia de una matriz cuadrada: |
Si A es una matriz cuadrada, se define:

n)
A"=A-A-.-A con neN

A=

Ejercicios:
10. Realiza las siguientes operaciones:

1 2 2 -3 1 2
a) 2 - +3
G aHE TG )
1 2
b) l 0 _1 3
3(0 -2) 2\-1 4
11. Dadas las matrices:
1 1 4 0 -1 2
A= ,B= y C=
(O 3} (—1 —2} (—2 3}
calcula:
1
a)=A+B
2

b) 3A+5B—-6C

QZA—EB—EC
2 3

12.  Calcula todos los productos posibles entre las matrices:

12
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1 2 3 _07 411 2 3 10
A=(25J, B=| , | C=[0 7 1 4
- 0 -2 -1 0
3 0
13.  Dadas las matrices Ay B:
-1 0 2 3 5
A=|-1 -1 0|, B5-2 2
1 2 0 0 4
halla:
a) (A-B)-B
b) A-(B-A)
14. Para las matrices:
2 3 0 1 2
1 -1 2 0O 3 4
A= , B= ,C=|-51 4 2|yD=|1
4 0 -3 -1 -2 3
1 0 0 -3 3

realiza las siguientes operaciones, cuando sea posible, y en caso de no poder realizarlas, justificalo
de forma razonada:

a) A+B b) 3A-4B c) AB
d) AD e) BC f) cD
g) AC h) D'A' i) B'A
j) D'D k) DD'

15.  Conlasmatrices A= > |, B=[> Ty e[ ?) calcuta:
: on las matrices “le _3) B7lg g y C= ) 7 , calcula:
a) AB b) BA c) C? d) C? e) A'C®

f) ¢ Conmutan las matrices A y B ? Razona tu respuesta.
1 11
16. Calcula A*, A’y A® siendo A={0 1 1],
0 01
17. Dadas las matrices
5 2 1 2
4 7 4 -2
a) Calcular la matriz 5A' —3B'.
b) Hallar AB'.

18.  Sea k un nimero natural y la matriz:

13
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>

Il
o o K
o b K.
=

Calcula A para k eN.

01
19. Considera la matriz A= [ 5 qj y halla los valores de p y g que hacen que se verifique la

siguiente igualdad: A? = A.
. 11 n
20. Sealamatriz A= 0 1 . CalculaA" para neN .

21. Efectta las siguientes operaciones con matrices:
2 0

2 3 -1 1 oY 1 0 1(2 3
3 —1|- _=

g (0 -1 —ZJ o (—1 Oj 90 —j 2[—1 4J

S EHEE I GG

1 4) 2l-1 3\l1 3) (1 3 -1 0) 5(-1 4

Ejercicio resuelto:

! % % 2024
Dada A={0 1 0 |, calcula A™".

0 0 1

Calculamos distintas potencias de A:

1 % %\ 1 % %) (1 % %
A°=AA=/0 1 0|0 1 0f|=(0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 0 1
L % B\ 7% Ky (L % %
A=AA’=|0 1 0|0 1 0[=(0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 0 1
1L % %)L % %) (1 % %
A'=AA*=|0 1 0|0 1 0|=|0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 0 1
1 % % 1 esy 20244\ (1 253 253
Por induccion, A"={0 1 0 |V, portanto, A% ={0 1 0 |=|0 1 0
0 0 1 0 O 1 0 0 1

Ejercicios de selectividad
Junio de 2011, propuesta A, 3b) Julio de 2018, propuesta B, 3a
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Julio de 2020, 1b) Junio de 2022, 1a)

7. GRAFOS

Un grafo es un conjunto, no vacio, de objetos llamados vértices y otra coleccion de pares de vértices,
Ilamados aristas o lados (que pueden ser orientados o no). Usualmente, un grafo se representa
mediante una serie de puntos (los vértices) conectados por lineas (las aristas).

Un camino de longitud N es una sucesion de lados eg,...e, junto con una sucesion de vértices
v\V,..v.v. ., de forma que e, es el lado que une v, con v,,. Un camino se puede especificar
simplemente con la sucesion de vértiices: v,v,...v.V.

n+1

V,

1
\ V,V,V.V, €s un camino de longitud 3 que une v, con Vv,
V/V3

\\ V,V,VgVy €S un camino de longitud 3 que une v, con v,

Vi v, VoWV, Vv, es un camino de longitud 4 que une v, con Vv,

V,V,VgVeV,V,V, €S un camino de longitud 6 que une v, con v,

Ejemplo (Grafo dirigido):
Angel, Beatriz, Celia y Diego son cuatro radioaficionados que pueden comunicarse segun se indica
en el siguiente grafo:

A—>B A: Angel

N/ L

c<——p D:Diego
La matriz que representa las comunicaciones entre ellos (matriz de adyacencia) es:

A B C D

A (01 10
M=B [0 0 10
C |1 100

D 0010

Cada elemento de esta matriz representa el nimero de formas que tienen de comunicarse directamente
dos de éstos radioaficionados. Asi, a,, significa que Angel puede comunicarse directamente con

Beatriz.
2
Calculamos M “:

15
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0
2 |0
M“=M-M =
1

=
o B B
o o o
R O o

1
0
1

o R Bk
o O O
o R K
N N =
N O -

0
0
0
0 01 0))0 010 1100

Cada elemento de dicha matriz indica el nimero de formas posibles que tienen de comunicarse dos
de estos radioaficionados a través de un intermediario. Asi, por ejemplo, el nimero 2 que aparece en
el elemento a,, indica que Celia puede comunicarse con ella misma, por medio de un intermediario,

de dos formas distintas: una a través de Angel y la otra a través de Beatriz.

. . 3 , . .
Del mismo modo, si calculamos M °, obtendremos el niimero de formas que tienen de relacionarse
dos radioaficionados mediante dos intermediarios.
1

M? =

R N RN
N P NN
o O O o

0
2
0

, - . 2 3 .
Ademas, si sumamos estas tres matrices, (M M, M ) , obtendremos las formas que, en total, tienen

de comunicarse todos los radioaficionados entre si, bien directamente o bien a través de
intermediarios:

0110 1110 1 2 2 0 2 4 40

, ;. (0010 1100 01 20 1 2 30
M+M“+M° = + + =

1 1 00 0120 2 210 34 30

0 010 1100 01 20 1 2 30

En general, dado un grafo de n vértices y dada M, su matriz de adyacencia, las sucesivas potencias
de M (l\/l MM 3) muestran el ndmero de formas en que dos Vvértices del grafo pueden

relacionarse (a través de 0, 1, 2, ..., n— 2 intermediarios), y su suma M +M? +...+ M"™" el nimero
total de formas que todos los vértices tienen de relacionarse entre si.

Ejemplo (Grafo dirigido):

Las relaciones por avion entre cuatro ciudades vienen dadas por el siguiente grafo:
_— >
M B
-

S ————>p
La matriz de adyacencia es:

>
1

mw o n <

= O O O

. O O F U

OO r»r O B
—

o O - -
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2
Vamos a calcular A”:

011 1y0 111 1111
A2:00100010:0001
0 00 1) 0 00 1 1100
1 100)/)\1 1060 01 21

A? indica cuantos vuelos hay que comuniquen dos ciudades con una escala intermedia. Por ejemplo,
el elemento a,, =2 indica que hay 2 vuelos ente By P con unaescala:B-M-PyB -S—P.

3
Calculamos ahora A’:

o O O

1
0
0

R O K
=

11
00
10

o R

1 2
1 0
0 2

R O DN

A’ = AA? =

O O - -
N e

11 OO0 1 2 1) \1 1

N

A® indica cuantos vuelos hay que comuniquen dos ciudades con dos escalas intermedias. Por
ejemplo, el elemento x,, =2 (donde A = (Xij )) indica que hay dos vuelos que comunican Py P con
dos escalas intermedias: P-B-S—-PyP-B-M-P.

Por altimo,
0111 1111 1 2 2 2 2 4 4 4
, 5 10010 0 001 1100 1111
A+A + A = + + =
0 001 1100 0121 1 2 2 2
1100 0121 1112 2 3 3 3

y esta matriz indica si existe 0 no relacion entre dos ciudades cualesquiera. En este caso, como todos
los elementos que no estan en la diagonal principal son no nulos, eso quiere decir que hay conexion
entre dos ciudades cualesquiera.

Ejemplo (Grafo no dirigido):
El grafo siguiente muestra las conexiones por carretera entre las poblaciones A, B y c. Halla la

matriz G asociada al grafo y calcula G+G®. ;Cuantas formas posibles existen de ir de A a C
haciendo como maximo una escala (es decir, recorriendo un camino de dos aristas 0 menos)?

®\@

Calculamos la matriz de adyacencia asociada al grafo:

17
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A B C
A (0 2 1
G=
B (2 00
CcC {1 00
Calculamos G* y G+G’:

0 2 1)y0 2 1 5 00
G’=GG=[2 0 0|2 0 O|=(0 4 2
1 0 O/\1 0 O 0 21
0 21 5 00 5 2 1
G+G2%=2 0 0|+|0 4 2|=|2 4 2
1 00 0 21 1 2 1

Para ver cuantas formas posibles hay en total para ir de A a C haciendo como méaximo una escala, hay
que mirar el elemento (1,3) o el (3.1) de la matriz G+ G?, esto es, hay una tnica forma.

Ejemplo:
Una comparfiia aéra realiza vuelos entre cuatro ciudades, tal y como se indica en el grafo adjunto.
Halla la matriz de incidencia y responde a las siguientes cuestiones:

2 p
a) Calcula A”. ;Cuantos vuelos hay con una escala entre Barcelona y Palma?

b) Determina A ¢Cuantos vuelos hay entre Madrid y las otras ciudades con dos escalas
intermedias?

c) Halla A+ A°+ A’ ;Cémo interpretas este resultado?

C Madrid (M) >< >< Barcelona (B) >

|

< Santiago (S) > >( Palma (P) >

La matriz de incidencia es:

M S P B

M 0111

A=S 0 010

P 0 0 01

B 1100

a) Calculamos A®:

01 1 1Yo 111 1111
A2AAOOlOOOlOJOOOl
0 00 10 0 0 1 1 100
1 100)1 100 01 2 1
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Esta matriz nos dice cudntos vuelos hay entre dos ciudades con una escala intermedia. Por tanto, entre
Barcelona y Palma no hay ningln vuelo con una escala intermedia.

b)

3
Calculamos A’:

111 1)0 11 1) (12 2 2
W pia |00 0100 10| 1100
1100/[0001| 0121
0121)l1 100 (1112

Esta matriz nos indica el nimero de vuelos entre dos ciudades con dos escalas intermedias. Asi, entre
Madrid y Santiago hay dos vuelos con dos escalas intermedias, e igualmente, entre Madrid y Santiago,
y entre Madrid y Barcelona.

c)

Calculamos A+ A2+ A®:

0111 1111 1 2 2 2 2 4 4 4

, .5 |0 01 0] |0 001 1100 1 111
A+ A+ A = + + =

0 001 1100} (01 21 1 2 2 2

1100) 0121 1112 2 3 3 3

Esta matriz nos dice si hay o no comunicacionentre dos ciudades cualesquiera, y como todos los
elementos que no estan en la diagonal principal son distintos de cero, esto nos indica que hay
comunicacion entre dos ciudades cualesquiera.

Ejemplo:

Se considera un grupo de cinco personas, A'Y B, que han contraido una enfermedad contagiosa. Estas

personas entran, a su vez, en contacto directo con otras tres personas C, D Y E, seglin se muestra en
el siguiente grafo.

a)
b)

—>

0
OION0

e

Calcular la matriz de incidencia y explicar el significado de sus elementos.
Supongamos que hay un tercer grupo de cuatro personas, F, G, H e 1, que también tienen

contacto con las personas del segundo grupo. La informacion de estas relaciones se da en la
siguiente matriz:

1 011

Calcular la matriz MT y explicar su significado, donde M es la matriz de incidencia del
primer grupo con el segundo.

Calculamos M :
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O
m

<
I
o >

7\
o
~ o O
(RN

b) Calculamos MT :
1100

1 01 2111
MT = 0 01 1|=
011 1 0 2 2
1 011

Esta matriz nos dice que las personas del tercer grupo, F, H el , que mantienen contacto

indirecto con la enfermedad a través de tres personas, mientras que G solo tiene un contacto
indirecto.

Ejercicios:
22. Dado el grafo de la figura:
Ae «——> oD

Be oC

. . 2 . .
Calcula su matriz de adyacencia R. Calcula R*. ;Qué representan los elementos de esta matriz
respecto del grafo?

23. Hallar la matriz (M ) de las conexiones sefialadas en el grafo adjunto, entre cuatro pueblos

5 S
@4@7

s 2 . T , s .
a) Calcular ademas M * (la matriz que indica el nimero de itinerarios de dos etapas para
ir de un pueblo a otro).

b) Calcular E (la matriz que indica el nimero de itinerarios de tres etapas para ir de un
pueblo a otro).

c) ¢Qué indica la matriz M +M?*+M?*?

24,  Una red de cinco procesadores puede relacionarse segln el siguiente esquema:

20
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/ Procesador 2 ‘%‘ Procesador 3

Procesador 1

\ \
\ Procesador 4 Procesador 5

Construye una matriz que indique las relaciones entre los procesadores, indicando con 1 la existencia
de relacion entre dos procesadores y con 0 la no existencia de relacion (matriz de adyacencia). ¢Es
posible una comunicacion total entre todos los procesadores?

25.  Ungrupo de cuatro comparieros de clase, Berto (B), Carlos (C), Ana (A) y Sonia (S), se siguen
en Instagram segun se muestra en el grafo adjunto:

—_
B C

—_—
S | <

a) Calcula la matriz de adyacencia, M .
b) Calcula M % e interpreta sus elementos.
c) ¢Qué representa la matriz M +M?*+M?>?

8. METODO DE GAUSS

Consiste en transformar el sistema original en un sistema triangular, mediante las transformaciones
elementales de Gauss:

auX + Yy + ayl Ay
transformaciones
(5121X + ayy + Ayl = Qy ) s>

de Gauss

QX + apy + aApZ = 4,
b,x + b,y + bz = b,
- byy + byz = b,
b33 Z = b34

Transformaciones elementales de Gauss:
= Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero (F, — aF,)

= Sumar a una fila un maltiplo de otra (F; > F; + pF)

= Intercambiar filas (F, <> F;)

Hay una variante del método de Gauss que se conoce con el nombre de método de Gauss-Jordan, y
que consiste en diagonalizar la matriz, es decir, hacer unos en la diagonal principal y ceros en los
demaés.
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Ejercicios de selectividad

Reserva 1 de 211, 3) Reserva 2 de 2012, propuesta B, 3)
Reserva 2 de 2013, propuesta B, 3) Junio de 2015, propuesta B, 3)
Junio de 2021, 2b) Julio de 2021, 2b)

Julio de 2022, 1b) Julio de 2023, 1b)

9. INVERSA DE UNA MATRIZ
Inversa: |

Sobre la dimensién: la matriz (y como consecuencia su inversa) tienen que ser cuadradas

Una matriz cuadrada A es invertible (o tiene inversa), si existe una matriz, que se representa por
A,y que verifica:

AAT = ATA=

La matriz inversa, caso de existir, es unica.

Demostracion:
Supongamos que B, y B, son inversas de la matriz A. Entonces:

B,=1-B =(B,-B)-B,=B,-(B-B,)=B, 1 =B,

Métodos para calcular la inversa. |

- Método directo para calcular A™:
Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales que resulta.

- Método de Gauss-Jordan
(A]1)__transformaciones de Gauss (1]|A™)

Ejemplo:
1 2
Calculamos la matriz inversa de A= (2 1] :

a) Meétodo directo:

X
Sea A™ :(

y) Entonces:
z t

AAD = | 1 2\(x vy 10 X+2z y+2t 10
2 1)\z t 01 2X+7 2y+t 01

x+ez=1 {szzl (x z)—(_l 2 1 2
2t=0 |[2x+z=0 ‘""" | 3'3 "3 3
y+ - 3A—l: 3 3
2x+2=0 y+2t=0 2 1 2 1
] ()53 3 3

2y +t=1 2y +t=1 3" 3 3 3
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b) Meétodo de Gauss-Jordan:
121072F+F1210F:(_3)121072F+F10—%%
2 1|0 1 0 3|-2 1 0 1% -4 0 1| % -4
12
:Afl: 3 3
2 1
3 3
Ejercicios:
26. Calcula, si existe, la inversa de:
A 2 -3 o) B 2 3 c 1 -1
a = = C =
) 1 1 ) -4 6 ) 0 O
27. Encuentra x ey tales que A-B =0, siendo:
2 -3 -5 -1 x vy
A=-1 4 5 |yB=|1 -3 -5
1 -3 -4 -1 x vy
1 3 -1 01 2
28. Hallalainversade A={2 -1 1 |ylainversade B=|1 0 1
1 -1 0 2 10
29.  Utilizando los métodos vistos en clase, calcula las matrices inversas de:
31 2 3
A= B=
5 2 11
y comprueba que AA* =1 y B"'B=1.
Comprueba ademas que:
a) (AB) " =BA™
-1
0 (A%) <A
o (3A) =1 At
3
1 2 3 10 1 -1
30. Dadas las matrices A:[ ],Bz 2 2 ycz( _]:
2 1 1 1 0
-1 1
a) Calcula, si es posible, C + AB.
b) ¢Son iguales C™+(AB)" y (C+AB) 2
31. Calcula, utilizando el método de Gauss-Jordan, las inversas de las matrices:
23
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1
A=|2
3

N W N
kW
o
Il
RN
o NN
R RN

y comprueba que A"A=1 y BB =1

Propiedades de la inversa que es bueno conocer:
@) (A =A
Demostracién:
Se tiene que (A‘l)_l-A‘1 =1y, por otro lado, AA" =1, porloque Ay (A?)

1

son
- - - - - - - _1
inversas de A, pero por la unicidad en la matriz inversa, se tiene que (A l) =A.

2 (AB) =B'A™

Demostracion:
Se tiene que

(B*A*)AB=B*(A'A)B=B"-1-B=B"'B=|
y, por otro lado,
(AB)(B*A*)=A(BB')At=A-1-A"=AA" =]
Como consecuencia, B*A™ es lainversade AB, estoes (AB) =B7A™,
3) (kA) " =k?A" vkeR-{0}
Demostracion:
Por una lado (k_lA_l)(kA)=(k_1k)(A_lA)=1-| =1,y por otro
(KA)(k*A™) = (kk*) AR =11 =1
luego, (KA)" =k™A™ vkeR—-{0}

Ejercicios de selectividad
Septiembre de 2017, propuesta B, 3a) Junio de 2019, propuesta B, 3a)

Septiembre de 2020, 1a) Julio de 2021, 1a)
Junio de 2024, 7a)

10. ECUACIONES Y SISTEMAS MATRICIALES
Definicidn: |

Una ecuacion matricial lineal es una ecuacién en la que la incégnita es una matriz y la ecuacién
es lineal, esto es, una ecuacion de la forma:

AX=B o XA=B

| Resolucion de ecuaciones matriciales: |

24

Dpto. de Matematicas Algebra



IES. Ramon Giraldo Cipri

Todas las ecuaciones matriciales lineales, se pueden transformar en una del tipo

AX=B o0 XA=B
siguiendo los mismos pasos que para resolver ecuaciones polindmicas de primer grado. La Unica
diferencia es que no hay una division de matrices, por lo que para despejar X, hay que usar la
inversa:

AX =B XA=B
AAX = A7B XAA™ = BA™
X =A"B X =BA™

Ejemplo:

Resolvemos la siguiente ecuacion matricial AX +B =C, donce

2 1 -3 2 1 -2
A= , B= yC=
-1 0 1 4 2 -1
Despejamos X :

AX+B=C=AX=C-B=A’AX=A"(C-B)= X =A"(C-B)

Calculamos A™:
a0 1
1 2

eo-fy SH O3
S T

Calculamos c-B:

Calculamos X :

Ejercicios:
32. Si Az(l 2) y Bz(l _1],resuelve las ecuaciones:
2 1 1 1
a) A2+3X = A
b) AX =B

33.  Obtén lamatriz X en las siguientes ecuaciones matriciales:

a) AX+B=C h) X+3A"=A+B
b) XA=2B+C i) AX —A=1—AX
c) AX +A=B ) AX+ATX =1

d) A+2XB=C k) X -A*X =B

e) A-BX =C ) XA+A' = XB

fy AX =BX +C m) XA+ XA' =C

g) XA-B=X n) AXB=C

34. Resuelve la ecuacion matricial 2X — AB = A?, donde:
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1 1 -5

(a) Calcular las matrices C y D, sabiendo que AC = BD =1, siendo | la matriz identidad de orden
dos.
(b) Discutir y resolver el sistema dado por:

o)

siendo C' yD™ las matrices inversas de las matrices C y D indicadas en el apartado anterior.

_ 2 3 10
35. Seanlasmatrlces:A=(3 j y Bz[ ]

36.  Encuentra una matriz X que verifigue X —B* = AB siendo
1 21 1 01

A= 3 y B=
0

1 1 2 2 2
0 2 0 0 6
37. Siendo

Ejercicio resuelto:
3
A x 0

Dada la matriz A=| vy —% 0|, halla x ey para su matriz inervsa, A’l, coincida con su
0 0 1

traspuesta, A’ , En tal caso, halla A" A*—2A.

AT
a) Imponemosque A" =A":
At=A" = AAT = AAT = | = AAT (siempre que exista A™")

T .
Calculamos AA' | e igualamosa | :
3

3
X+— —-y-=x 0
¥ x of¥ vy o %5 5° 5

T _3 _3 _13y 3y 22 o=
AA =]y A 0] x A 0_5y 5x y+25 0|=
0 0 1) 0 0 1 0 0 1

o O -
o O
= O O
I
U
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4 4
x2+i:1:x:4_rﬂ (—,—j
25 5 _J\8'5 h ¢
3 3 4:>(x,y) A (aunque no se han puesto
—yYy——X=0=2y-Xx=0=>y=x=1= -, =
5775 y y 5 [ 5’ 5)

explicitamente, las otras ecuaciones de la igualdad también se verifican).
b) Calculamos ATA*—2A:
AT A? —ZA(?) ATAA-2A=A-2A=-A

donde en (1) hemos tenido en cuenta que A= A",

Definicion: |
Un sistema lineal de ecuaciones matriciales es un sistema lineal en el que las incognitas con
matrices.

Resolucion de sistemas lineales de ecuaciones matriciales: |
Para resolver un sistema matricial (lineal), se aplican los métodos conocidos de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales (reduccion, sustitucion o igualacion).

Ejemplo:

Vamos a resolver el siguiente sistema matricial:

0 2 6
2X+Y =
-3 11 6

5 2 4
3X =Y =
-12 -12 9

0 2 6 5 -2 4
Llamamos A= yB= :
-3 11 6 -12 -12 9

El sistema que tenemos que resolver es:
2X+Y =A
3X-Y=B

e — |

sumamos

—=5X=A+B=X =%(A+B)

Calculamos X :

X—1026+5 -2 4\ 1( 5 0 10)
5/{3 11 6) (-12 -12 9)| 5\-15 -1 15) |-3 —% 3
De la primera ecuacion:
1 0 2 -2 2 2

v_(0 28, B
|3 11 6 3 1 373 ¥ g
5 5

1 0 2y(-2 2 2
Solucién: (X,Y)= 5 1 g5 57
9] 5
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Ejercicio:
38. Calcula X e Y en los siguientes sistemas de ecuaciones matriciales:
1 3 -1 2
2X =3Y = X +2Y =
2 1 -2 4
a c
) 0 5 ) 3 4 )
X-=Y= 2X =Y =
1 3 6 3

7 -1 2

32 1
X=2Y =

o0 3

Ejercicio resuelto:

2 -3 4
2X+3Y:( j

b)

. 11 . : - .
Dada la matriz A= {2 J , halla dos matrices B y C tales que satisfagan las siguientes ecuaciones:

B+C'=A
{B —C*'=A"
Resolvemos este sistema de ecuaciones matriciales, aplicando el metodo de reduccion:
B+C*'=A
{B —C*'=A

2B=A+A :B:l(A+AT)
2

1 3
de donde B:%H; B+G iﬂ:%(i 2}{3 A}
3 1
Despejamos Cldela primera ecuacion, C*'=A-B, y tenemos en cuenta que (C‘l)_1 =C, luego

C=(A-B)"
R

Calculamos A—B:

10}, (01]-20) .. (1 0]0 2
2F, 1 0 =

0 1

y calculamos (A-B)
0
J 2
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Ejercicios de selectividad

Septiembre de 2017, propuesta B, 3b) Julio de 2018, propuesta B, 3b)
Julio de 2019, propuesta B, 3b) Junio de 2019, probuesta B, 3b)
Modelo de 2020, 2ay b) Septiembre de 2020, 1b)

Junio de 2021, 1b) Julio de 2021, 1b)

Julio de 2022, 7a)

11. RANGO DE UNA MATRIZ

Definicion: |

Diremos que una fila o columna (de una matriz) es linealmente independiente si no se puede
expresar como combinacion lineal de las otras.

Definicién: |
El rango de una matriz A es el nimero de filas (o de columnas) linealmente independientes que
tiene la matriz. Se representa por rg(A) o por rango(A).

Método de Gauss para el calculo del rango: |
Se calcula, aplicando el método de Gauss, haciendo cero el mayor nimero de filas (o de
columnas). En este caso, el rango es el niumero de filas (o0 de columnas) no nulas.

EJEMPLOS:
Calculamos el rango de las siguientes matrices:
8 1 4
a) A=|5 -2 4
1 1 0
8 1 4 0 -7 4 0O 0 O
A=|5 -2 4|—B 500 7 4|—EFs(0 -7 4|=Tango(A)=2 (nimero de filas
1 1 0 1 1 0 1 1 0
distintas de cero)
6 -1 3
b) B=|-6 8 0
2 5 -5
6 -1 3 -1 6 3 -1 6 3
B=|6 8 0|—2%5/8 6 0| 27> 0 42 24 220,
2 5 -5 5 2 -5 0 32 10
-1 6 3
—| 0 42 24 |=rango(B)=3 yaque tiene tres filas distintas de cero.
0 0 -348
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1 2 37
c) C=|-2 4 3 5
-1 6 5 4
1 7 12 3 7 12 3 7
C=|-2 4 3 5} —5 10 8 9 19| —=55/0 8 9 19 |=rango(C)=3
-1 6 5 4 0 8 8 11 00 -1 -8
Ejercicios:

39. Calcula, por el método de Gauss, el rango de las siguientes matrices:
1 0 2 1 -1

1 4 41
a) A=|-1 3 2 e)E=?112;112§
2 2 0
0 87 9 4
1 3 -1 1 1 2
b) B=|2 -1 5 {2 5 11
10 -8 1 -1 6 29
213 s s s
c) C=|4 2 -1 0G=, | ,
6 3 2
3 7 5 5
L 2 0 3 11 1 1
d D=[-1 3 1 4 h)Hzi_ll_llj
2 1 5 4
11 1 1

Ejercicio de selectividad
Junio de 2023, 8a).
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Unidad 2:

DETERMINANTES

1. DETERMINANTES

Determinante de una matriz cuadrada
A cada matriz cuadrada se le puede asociar un namero real, llamado determinante de la matriz, que

se obtiene a partir de los elementos de la misma. Si la matriz es A, se simboliza por det(A) o |A.

El determinante de una matriz es importante, porque entre otras cosas, permite saber si una matriz es
inversible o no, sin tener que “calcular” la inversa.

Determinante de una matriz de orden dos

Definicion:
Definimos el determinante de la matriz A=(all a“j por:
a21 a22
8; &
det( ' ZJ:auazz_aizazl
a‘21 22
Ejercicios:
40. Calcula el determinante de las siguientes matrices:
) A 15 0 B (1 —1) e (11 3}
a A= 3 3 - ¢)+=
41. Indica para que valores de X son regulares las siguientes matrices:
A X 12 o) B x-1 -3
VA= 3 VB xo1 x41
42. Resuelve las siguientes ecuaciones:
S5+X x_15 b 9 —5_69
V-3 2" Vxt1 3x|”

Determinante de una matriz de orden 3

Definicion:
&; &, dy
Si A=|a, a, a, |, se define el menor complementario del elemento a; , Yy se escribe M,
8y 8y g
como el determinante de la matriz de orden dos, que resulta de suprimir la fila i y la columna j de
la matriz A.
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Definicion: |

Se llama adjunto del elemento a; , al nimero A =(—1)i+j M; .

Definicion: |
El determinante de una matriz de orden 3 es la suma de los productos de los elementos de cualquier
fila 0 columna por sus adjuntos correspondientes.

Regla de Sarrus: |
Efectuando el desarrollo correspondiente se obtiene la regla de Sarrus,

8, 8, ay
det Qy 8y 8yz | T 8y 8y8s3 + 8y 8583 + 85y @58y5 — 838,83 — 8p385,8); — 83388y
8y 8y g
que esquematizaremos como sigue:

Productos con signo + Productos con signo —

Ejercicios:
43.  Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
2 5 0 1 2 2
a) A= 1 -1 2 c)C={-3 0 1
-3 3 -6 4 2 1
1 0 O 5 1 -2
by B=|-1 3 -4 d D=4 -8 3
-1 2 5 7 -1 -1

44. Indica cudles de las matrices de la actividad anterior son regulares y cuales no lo son.

45.  Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 x 2 -1 1 0
a0 3 1=24 b) 2x x 1 =-47
1 -6 X 4 -3 X

46. Calcula todos los adjuntos de las siguientes matrices:

1 3 -2 ~2 1 6
a)A=| 0 1 2 byB=| 4 0 2
-2 -1 0 1 -4 0
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47.  Calcula los determinantes por la regla de Sarrus:

1 -3 4 4 5 -2
a 2 0 -5 b)|7 9 0
3 8 9 4 1 6

48.  Calcula desarrollando por una fila o una columna, los determinantes:

3 -1 7 5 4 3

a) -2 4 3 o2 10
1 0 9 6 7 8
125 14 2

b) [3 6 7 A3 1 8
4 21 4 0 12

Ejercicio de selectividad
Junio de 2021, 1a).

Determinante de una matriz de orden 4
Definicion:
El calculo del determinante de matrices cuadradas de orden 4 o superior se realiza siguiendo el

mismo procedimiento (que nosotros usaremos como definicion), es decir, se elige una fila o

columna cualquiera y se realiza la suma de los productos de cada elemento de la fila o columna
por su adjunto:

det A= 8y Ay tay Ay tag Ay +a, A,
(determinante de una matriz A= (aij) de orden 4, que se ha desarrollado por la primera columna).

Ejemplo:
1 -1 2 3
. 1 0 1
Calculamos el determinante de A=
-1 1 2
2 -1 01
1 -1 12| 3
2 1 1 1 -1 3
2 1 (0|1
det A=det 3 1 2 =2-A,+0-A,+1.A,+0-A,=2-3 -1 21+1-]2 1 1|=
2 -1 1 2 -1 1
2 -1 (0] 1

~2.2+1.(-10)=-6

49. Calcula desarrollando por una fila o una columna, los determinantes de las siguientes
matrices:
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1 2 -1 1 0 2 -1 2
2 1 2 1 -2 1 2 1
3 2 -1 3 1 -1 3 2
2 -1 1 2 -1 1 0 2

2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1. Siuna matriz tiene una fila o una columna de ceros, el determinante es cero.

Ejemplos:
1 2
a) =1.0-0-2=0
00
1 0 -2
b) -1 0 2|=1.0-(-3)+0-(-1)-(-2)+2:0-1-[1-0-(-2)+0-2-1+(-1)-0-(-3) | =0
1 0 -3

2. Si se intercambian dos filas o dos columnas, cambia el signo del determinante.

Ejemplos:

1 -2

a) ) 3 =1.3-2-(-2)=7
Intercambiamos la primera y la segunda filas:
2 3
1 _2=2-(—2)—1-3=—7
3 0 -1

b) |1 4 2(=12-8=4
-2 0 1
Intercambiamos la primera y la tercera columnas:
-1 0 3
2 4 1|=8-12=-4
1 0 -2

3. El determinante de una matriz con dos filas o columnas iguales es cero.

Ejemplos:
1 2
a) 1 o =2-2=0 (tiene dos columnas iguales)
-1 20
b) |2 4 1|=-2+2=0 (tiene dos filas iguales)
-1 20
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4. Si multiplicamos una fila o columna por un nimero real, el valor del determinante queda
multiplicado por dicho nimero.

Ejemplos:
a) 1 -2 _ 1 __multiplicamos la primerafila por 3 3 —6‘ _a
0 1 o 1
2 0 - 2 o s
b) 0 0 1|= 2 mutipicamosiatercemcoimapor2 Ll ) _p|—_4— .2
2 1 0 Y 1 .

5. Un determinante, con una fila o columna formada por la suma de dos nimeros, puede
descomponerse en suma de otros dos determinantes que tienen las mismas filas o columnas
restantes y, en lugar de aquella, otra formada por los primeros y segundos sumandos,
respectivamente.

Ejemplos:
1+2 2
‘:(1+2)-0—(—1+3)-2=—4
2) -1+3 0
1+2 2| |1 2| |2 2
= + =2-6=-4
-1+3 0 |-1 0 |3 O
0 -1 0
1+2 2-1 3|=3
0 0 1
b)
0 -1 0 |0 -1 0 [0 -1 O
1+2 2-1 3|=[1 2 3|+|2 -1 0/=1+2=3
0 0O 1 |0 0 14 |0 0 1

6. El determinante de una matriz no cambia si a una cualquiera de sus filas o columnas se le
suman o restan los elementos de otra paralela a ella, multiplicados por una constante.

Ejemplos:
0 _
a) =2
-
B (SR ==Y L P
f— =
2 12— _212
1 -1 0
b) |2 3 0/=3+2=5
-1 2 1
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1 -1 0 1 -10

2R +F,

2 3 0 =0 5 0=5

F+F;

1 2 1 o 1 1

7. Un determinante es cero si alguna de las filas o columnas que lo componen es combinacién
lineal de otras paralelas a ella.

Ejemplos:
2 1 3
a) 0 2 6|=0yaqueC,=3C,
3 3 -9
2 -1 3
b) |1 2 -1=0yaqueF,=F +2F,
4 3 1
8. EI determinante de un producto de matrices es igual al producto de los determinantes de
cada factor:
det(AB)=det(A)det(B)
Ejemplo:
1 -1 2 0O 1 5
A=-2 0 -2|yB=|-1 2 0
0o 1 -1 4 5 =2
1 -1 2 0 1 5
|Aj=det| =2 0 -2|=0y [B|=det|-1 2 0 |=-67= det(A)det(B)=0-(-67)=0
o 1 -1 4 5 2
1 -1 20 1 5 9 9 1
|AB|:det -2 0 -2|-1 2 0 ||=det|]-8 -12 -6 =0:det(AB):O
0 1 -1)14 5 =2 -5 -3 2

Otras propiedades de los determinantes que es importante conocer son:
9. |AT|=|A

o1
10. ‘Al‘:m

Demostracion:
AA™" =1 = det(AA™)=det] = det A-det A" =1=det A 1 C.Q.D.
det A
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Ejercicios:
a b c
S50. Si|Al=|d e f|=6,calcula, aplicando las propiedades:
g h i
a d 3g
a) 2A b) [-5A| C)lb e 3h
c f 3i
g h i 2a 2b 2c
d) |a c e)|-d —-e —f
d e f lg lh li
2 2 2

51.  Aplica las propiedades de determinantes para probar que det(A) vale cero, siendo A la
matriz:

a a a a+l a+2 a+3
a) A=|3 6 9 by A=l 3 6 9
4 8 12 2 2 2

Ejercicio resuelto (Murcia, Junio de 2024)
Se dice que una matriz A de orden 2 es una matriz de Hadamard si esta formada solo por 1’sy —1's

(unos y menos unos) y cumple que AA" =21 .
a) Determina cual de las siguientes matrices es de Hadamard:

1 1 1 1
-11 -1 -
b) Si A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, calcula razonadamente su

determinante.
c) Justifica que toda matriz A de Hadamard de orden 2 es regular (o invertible) y obtén una

- . . . T
expresion de para su inversa en terminos de A .

1 1
a) Sea . Entonces:
-1 1
. (1 1)1 -1y (2 0 10 :
AA' = = =2 =2| = A es una matriz de Hadamard
-1 1){1 1 0 2 0 1

L (1 1Yy1 -1y (2 -2 11 :
AA' = = =2 # 21 = A no es una matriz de Hadamard
-1 1)1 -1 -2 2 11

b) Sabemos que
det( AAT) = det (21 )= det A-det AT = 2° det | = det A) =4=det A=+4 =2

1 1
Sea ahora Az( j Entonces:
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donde en (1) hemos usado las propiedades 8 y 4, y en (2) hemos usado la propiedad 9.
c) Sies A esuna matriz de Hadamard, entonces AA" =2l y, por tanto,

AAAT = A2
AT =2A
ar=lar

2

3. METODOS PARA CALCULAR DETERMINANTES

Metodo del pivote:
Se basa en la propiedad 6, y consiste en elegir una fila o columna, tomar un elemento (llamado
pivote) y hacer ceros los demas elementos de dicha fila o columna. Después, se desarrolla el
determinante por esa fila o columna.

Meétodo de Gauss:
Dado un determinante cualquiera de orden n, para hallar su valor por el método de Gauss tendremos
que transformarlo en otro determinante de forma triangular.

Ahora bien, hay que tener en cuenta lo siguiente:
e Intercambiar dos filas entre si implica el cambio de signo del determinante.
e Latransformacion F — «F, + gF; multiplica el valor del determinante por «, por lo

que es recomendable usar solo la transformacion F, — F, + gF;.

Para anular todos los elementos que quedan por debajo de la diagonal principal, utilizaremos la
busqueda de ceros, y tendremos en cuenta las propiedades de los determinantes.

Ejercicios:
52. Halla los determinantes:
-1 011 31 0 -
1 4 2 3 2 3 -1 3
a) b)
2 1 00 5 6 2 4
0 31 2 0 1 1 1

53.  Demuestra que:

a 1 1 -1

1 a -1 1 3
PR B CREVRICER)
-11 1 a

54. Hallaen funcién de a el determinante:
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o))
+
o]
jo}]

a a a+l
a a a a+
55.  Resuelve la ecuacion
x -1 -1 0
-Xx x =11
=0
1 -1 x 1
1 -1 0 «x

) a 2 . ) ,
56. Sea la matriz A=(0 lj, con ae<R. Calcula el determinante de A y de AA. ;Cual seré el

determinante del producto de n veces A (con n>2 Yy entero)? Justifica y razona tu respuesta.

Ejercicios de selectividad

Junio de 2014, propuesta A, 3) Junio de 2016, propuesta B, 3)
Junio de 2022, 1b) Julio de 2022, 3b)
Julio de 2023, 8a) Julio de 2024, 7a)

4. APLICACIONES DE L.OS DETERMINANTES
(1) CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA

| Definicion: |

La matriz adjunta de la matriz A:(aij) es la matriz Adj(A)= (Aij) que resulta de sustituir el

elemento a; por su adjunto correspondiente, A; .

Calculo de la inversa: |

4,1 . T
A =quWKAﬂ

Ejemplo:

Calculamos la matriz inversa de A=

=R N

11
1 2.
11

1) Calculamos el determinante de A:det A=—1
2) Calculamos los menores complementarios:

1 2 1 2 1
=1 My, =] =0
11 11 1

1~

-1 M,, =
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M21—1 =0 Mzz—l =1 Mzs_l =1
11 2 1 2
|\/|31=1 2:1 |\/|32=1 2:3 |\/|33=1 =1
3) Calculamos los adjuntos de todos los elementos de la matriz:
1+1 1+2 1+3
A&1:(_1) My, =-1 A, :(_1) My, =1 Aisz(_l) My =0
2+1 2+2 2+3
Aﬂ:(—l) My, =0 Ay, :(_1) M,, =1 Az3:(_1) M, =-1
3+1 3+2 3+3
A31:(_1) M, =1 %2:(_1) M, =-3 A33:(_1) My, =1
4) Calculamos la matriz adjunta y su traspuesta:
-1 1 O -1 0 1
Adi(A)=| 0 1 -1|=[Adi(A)] =1 1 -3
1 -3 1 0O -1 1

5) Lainversade A es:
-1 0 1 1 0 -1

Alzi1 1 1 -3(=/-1 -1 3
lo 11 0 1 -1
Ejercicios:
1 a -1
57. Consideramos la matriz A: A=la 1 1
0 0 2

a) ¢Para qué valores de a tendra inversa la matriz?
b) Calculala para a=2 y para a = 3.

58. Halla las matrices inversas, cuando existan, de las siguientes:

1

5 13 1 2 -1 1 -4 5
a) A=|0 2 1 b)B=|0 3 2 0Cc=l1 0 0

0 2 3 1 -1 -3 3 2 -1

(2) CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ

| Definicion: |
El rango de una matriz es el nimero de filas o de columnas linealmente independientes. |

Teorema del rango: |
El rango de una matriz coincide con el orden de la mayor submatriz regular, es decir, con el orden

de la mayor submatriz cuadrada con determinante no nulo.

Del teorema del rango se deduce que si en una matriz cuadrada A
- Intercambiamos dos filas (columnas) o
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Multiplicamos una fila (columna) por un nimero no nulo o
Le sumamos a una columna una combinacion lineal del resto

la matriz A resultante tiene el mismo rango que A.

Condiciones necesarias y suficientes para que una matriz tenga inversa: |
Una matriz cuadrada A es invertible (es decir, existe A')< rango(A):orden(A)<:>

& | %0 A esregular.

EJEMPLOS:
Calcula el rango de las siguientes matrices:

8 1 4
a) A=|5 -2 4
1 1 O

A =(8) es una submatriz de A de orden 1y [8#0 = rango(A)>1

8 1 8 1
A = [5 2} es una submatriz de A de orden 2y ‘5 | 0= rango(A)>2

8 1 4
A,=A=|5 -2 4|esunasubmatrizde Adeorden3y |A=0= rango(A) no puede ser 3
1 1 0
Como consecuencia, rangO(A) =2,
6 -1 3
b) B=|-6 8 0
2 5 -5
B, =(6) es una submatriz de B de orden 1y [6|#0 = rango(B)>1
6 -1 6 -
B, =( 6 8 ] es una submatriz de B de orden 2 de y ‘ 5 81‘ #0=rango(B)>2
6 -1 3 6 -1 3
B,=B=|-6 8 0 |esunasubmatrizdeBdeorden3y|-6 8 O0|#0= rango(B) =3
2 5 -5 2 5 -5
1 2 3 7
c) C=|-2 4 3 5
-1 6 5 4

C, =(1) es una submatriz de ¢ de orden 1y [l # 0 = rango(C)>1

1 2
C, =( j es una submatriz de C de orden 2y |C2| 0= rango(C) >2 (fijate que hay un

monton de submatrices de orden 2 en C)
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Y también hay 4 submatrices de orden 3en C:

-1 6 5
1 2
- Quitando la tercera columna: | -2 4
-1 6
3 7 -2
- Quitando la segunda columna: | 3 5 -1
-1 5 4
2 37
- Quitando la primera columna: {4 3 5
6 5 4

1 2 3
Quitando la cuarta columna: | -2 4 3}
7
5
4

Sin embargo en este caso hemos tenido suerte y todos tienen determinante distinto de cero (—8,
—64, —53y 30), pero si el primero hubiera tenido determinante cero, habria que haber calculado el

segundo, y asi hasta encontrar o no, uno con determinante distinto de cero.

Como consecuencia, fango(C)=3.

Ejercicios:
59. Calcula el rango de las siguientes matrices:
1 -1 3 2 1
a) A=|-2 2 -6 by B=|-5 0
3 -3 9 4 -3
2 0 -1
3 -7 4
c) C= :i 1 i d)Dz(_2 . _J
1 -2 3
60. Busca el valor de a para que la siguiente matriz tengarango 2: A=|2 4 0
3 -3 a
a 1 0
61. Estudia el rango de la matriz A, segln los valores del parametroa: A=|a+2 2 -1
0 a 1

62. Estudia el rango de las matrices segun los valores de a:
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a+l 1 1 10 -231
a) M=| 1 a+l 1 by N=[2 -1 3 0 2
1 1 a+l 4 a -16 4

63. Estudia el rango de A segln los valores del parametro a. ¢Para qué valores de a es A
invertible?

1 0 -3 a
A=|/5 1 -1 3
2 0 6 a+8

(3) RESOLUCION DE S.E.L.: REGLA DE CRAMER
S.E.L. = Sistema de Ecuaciones Lineales

La expresién matricial del sistema de m— ecuaciones y n—incégnitas

a11X1+a12X2 +"'+a1n n :bl
Ay X +8,X, +...+a, X, =b,

A X +a,X ... +a, X, =b

X by
esAX:B,dondeAz(aij)  X=|:|yB=

mxn

| Definicion: |
AX =B es un sistema de Cramer << A es regular

Regla de Cramer (vélida solo para sistemas de Cramer): |
det(c1 ‘b‘ . .|cn)

A

donde el determinante del numerador esta formado por las columnas de A, sustituyendo la
i — ésima columna, por la columna b de términos independientes.

A0 = x; =

Demostracion:
En el determinante de A, sustituimos la columna i — ésima por la de términos independientes:

a, -+ boeeeoayl lay oA HetagX, cooa,

Y
o
L
I
o
=

aX +..+a X, o-oa. =

. 5
—
=
=

a, - bh .-+ a a, - 4 X+..+a, X, - a
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8 v X o &y, 8 v AyX e @&,

(:) a; ag X a, |+ a,, X, a,, (:)
a; a X, a,, a,; a X, a,,
S By oAy Ay S
=X | a,; a,|+..+X [ a; a,|+..+X |8 a, a, | =
a,; a, a,, a, a,; a, a, a, a,

=xla;, o o a[=x%|A

a, - bl e,

a'Il bi ain
. I bn oA
de donde se obtiene que X, = A

En (1) hemos sustituido b, por su valor a;; X, +...+&,X,; en (2) hemos usado la propiedad 5 de los

determinantes «Un determinante, con una fila o columna formada por una suma de varios nimeros,
puede descomponerse en suma de varios determinantes que tienen las mismas filas o columnas
restantes y, en lugar de aquella, otra formada por los primeros, segundos... sumandos,
respectivamente»; en (3) hemos usado la propiedad 4 de los determinantes «Si multiplicamos una fila
0 columna por un namero real, el valor del determinante queda multiplicado por dicho numero»; y
en (4) hemos usado la propiedad 3 de los determinantes «EI determinante de una matriz con dos filas

o0 columnas iguales es cerox.
C.Q.D.

Curiosidad: calculo numérico

Método  NUmero exacto/aproximado de operaciones que hay que hacer para resolver un
sistema de ecuaciones lineales nxn.

Gauss = n(n2 +n —1) (76 operaciones para un S.E.L. 4x4)
Cramer =nln® (384 operaciones paraun S.E.L. 4x4)
Ejemplo:
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En una poblacion se han presentado dos partidos politicos A y B a las elecciones municipales. Si 250
votantes del partido A hubiesen votado el partido B, ambos partidos hubiesen empatado a votos. El
namero de votos en blanco o nulos es el 1 % de la suma del nimero de votos obtenidos por ambas
candidaturas. Sabiendo que fueron a votar 11 615 electores, halla el nimero de votos obtenido por
cada partido y cuantos son blancos o nulos.

Nombramos las variables y planteamos el sistema:

X = numero de votantes de A X—=250=y+250 x—y =500
y = numero de votantes de B 2=0.01(x+y) —4-x-y+100z=0
z = nUmero de votos nulos o en blanco |x+y+z=11615 [X+Yy+z=11615

Aplicamos la regla de Cramer:

500 | -1 0 1 [500] 0
0 | -1 100 -1} 0 | 100
11615| 1 1 ~1212 000 1 |11615 1 -1111 000
S = E 7 S N T T
1 -1 100 -1 -1 100
1 1 1 il
1 -1 [ 500
-1 1 0
- 11 1_111 z15 =—2_3; §§0=115:>(x, y,2)=(6000,5500,115)
1 -1 100
1 1 1

El candidato A obtiene 6000 votos, el B 5500, y nulos o en blanco hay 115.

Problemas de sistemas de ecuaciones lineales: Cramer vs Gauss

64. En un Instituto se imparten ensefianzas de ESO, Bachillerato y Ciclos Formativos. La suma
del nimero de los alumnos de Bachillerato y del doble de los alumnos de Ciclos Formativos excede
en 100 al numero de los alumnos de ESO. Si sumamos el 40 % de los matriculados en la ESO con el
30 % de los matriculados en Bachillerato y con el 20 % de los matriculados en Ciclos Formativos se
obtiene un namero que excede en 45 unidades al 30 % del nimero total de alumnos. Sabiendo que
cursan estos tres tipos de ensefianza un total de 1200 alumnos, halla el nimero de matriculados en
cada tipo de ensefianza.

65. La suma de las edades actuales de los tres hijos de un matrimonio es 59 afios. Hace cinco
afos, la edad del menor era un tercio de la suma de las edades que tenian los otros dos. Dentro de
cinco afios, el doble de la edad del hermano mediano excedera en una unidad a la suma de las edades
que tendran los otros dos. Halla las edades actuales de cada uno de los hijos

66. Parapoder comprar 5 boligrafos necesito 2 euros mas de los que tengo. En cambio, me sobra
un euro de lo que tengo si compro 2 lapiceros. Finalmente, necesito 60 céntimos de euro mas de lo
que tengo para poder comprar dos boligrafos y dos lapiceros. Halla el precio de un boligrafo y el de
un lapicero. ¢De cuanto dinero dispongo?
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Solucion:
x = cantidad de dinero de la que dispongo (5y — x4 2
y = precio de un boli 2z=x-1 —(x,y,2)=(2, 0.8, 0.5)
Z = precio de un lapicero 2y+2z=x+0.60

Asi, dispongo de 2€, un boligrafo cuesta 80 céntimos y un lapicero cuesta 50 céntimos.

67. Se consideran, el nimero de tres cifras “Xyz” y el que resulta de éste al permutar las cifras de
las unidades y de las centenas. Halla el valor de las cifras “x”, “y” y “z” sabiendo que la suma de los
dos nimeros es 585, que la division del primero entre el segundo tiene de cociente 1y de resto 99 y
que la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las decenas del primer nimero es 7.

Solucion:
(100x+10y +z)+(100z +10y + x) = 585
= <100x +10y +z =100z +10y + X + 99 —(x,y,2)=(3,4,2)

xyz =100x +10y + z}
X+y=7

zyx =100z +10y + x
Las cifras «x», «y» y «z» toman los valores 3, 4 y 2 respectivamente.

68. Para la compra de un articulo de precio 10,70 euros se utilizan monedas de 1 euro, de 50
centimos de euro y de 20 céntimos de euro. EI nimero total de monedas excede en una unidad al
triple de monedas de 1 euro. El 30 % de la suma del nimero de monedas de 1 euro con el doble del
numero de monedas de 50 céntimos coincide con el nimero de monedas de 20 céntimos. Halla el
numero de monedas que se utilizan de cada clase.

Solucion:
Nombramaos las incognitas y planteamos el sistema de ecuaciones:
X = namero de monedas de 1 €

y = ndmero de monedas de 50 cent.

Z = ndmero de monedas de 20 cent.

x+0,5y+0,2z2=10,70 100x +50y + 20z =1070

X+Yy+z=3x+1 —S{-2x+y+z=1 —(x,y,2)=(6,7,6)
0,3(x+2y)=z 3x+6y-10z=0

Por tanto, utiliza 6 monedas de 1 €, 7 monedas de 50 cent. Y 6 monedas de 20 cent.

69. *** Un hombre le dice a su esposa: ¢Te has dado cuenta que desde el dia de nuestra boda
hasta el dia del nacimiento de nuestro hijo transcurrieron el mismo nimero de afios que desde el dia
del nacimiento de nuestro hijo hasta hoy? El dia del nacimiento de nuestro hijo la suma de nuestras
edades era de 55 afios. La mujer le replico: “Me acuerdo que en ese dia del nacimiento de nuestro
hijo, tu tenias la edad que yo tengo ahora y ademas recuerdo que el dia de nuestra boda el doble de
la edad que tu tenias excedia en 20 afios a la edad que yo tengo hoy. Halla las edades actuales de
ambos.

Solucion:
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Boda X Nacimiento hijo X Hoy
= edad marido
2(y—x)=(z+x)+20 y _I
z = edad mujer
., y +z =55 (12 ecuacion)
32ecuacion y
y =Z+ X (22 ecuacion)
y+2Z=55 y+2=55
y=2Z+X —>i-x+y-2=0  —(xy,2)=(535,30)
2(y-x)=(z+2x)+20 [-4x+2y-z=20
Por tanto, a dia de hoy, el marido tiene 30 + 5 = 35 afios y la mujer 25 + 5 = 30 afios.
Ejercicios de selectividad
Junio de 2018, propuesta B, 3) Julio de 2020, 1a)
Junio de 2022, 6a) Junio de 2023, 5b)
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Unidad 3:

DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

1. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Lleva el nombre del matematico francés Eugéne Rouché quien lo enunci6 en 1875y lo completd en
1880, y del matematico aleman Ferdinand Georg Frobenius quien fue uno de los muchos
matematicos que lo demostraron.

Teorema de Rouché-Erobenius |
Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si, y solo si, el rango de la matriz de coeficientes

A, es igual al rango de la matriz ampliada (A | b):

Sistema compatible <> rango(A) =rango(A |b)

Demostracion:
Escribimos el sistema en forma vectorial: C x, +C,X, +...+C_x, =b

=) Si el sistema es compatible determinado, entonces, existe al menos una solucion (31,32,---,3 )

Estoes, Cs, +C,s, +...+C,s, =b, es decir, la columna de términos independientes es combinacion
lineal de las columnas de la matriz de los coeficientes, A, y, como consecuencia,
rango(A) =rango(A | b).

<) Si rangD(A) = rango(A | b), entonces la columna de términos independientes es combinacion

lineal de las columnas de la matriz A y, por tanto, 3(31,---,Sn) talque b=Cs, +C,s, +...+C.s,, esto

n*n?

es, (Sl,---,Sn) es una solucion del sistema y, como consecuencia, el sistema es compatible
determinado. C.Q.D.

2. DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

Sea AX =D un sistema de ecuaciones lineales de M — ecuaciones y N—incdgnitas.

Discusion de sistemas lineales homogéneos: |
rango(A)=rango(A|b)=n COMPATIBLE
DETERMINADO

Sistemas | el sistema tiene solucion: la trivial
homogéneos
(b=0) rango(A)=rango(A|b)<n } COMPATIBLE

el sistema tiene infinitas soluciones | INDETERMINADO
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Discusion de sistemas lineales no homogéneos?: |

r=n
solucion Gnica
rango(A)=rango(A |b)=r | DETERMINADO
el sistema tiene solucién
COMPATIBLE r<n
infinitas soluciones
INDETERMINADO

Sistemas
no homogéneos

rango(A) = rango(A | b)
el sistema no tiene solucién
INCOMPATIBLE

Como consecuencia del teorema de Rouché-Frobenius se tiene que todo sistema de Cramer es
compatible determinado. Sin embargo, no todo sistema compatible determinado es de Cramer.

3. DISCUSION DE SISTEMAS CON UN PARAMETRO

Un parametro es un simbolo matematico que puede tomar infinitos valores reales en una ecuacion,
para cada uno de los cuales se obtendra una solucion diferente, denominada solucion particular.

Definicion: |
La discusion de sistemas con un parametro consiste en hallar los valores de dicho parametro,
para los que el sistema es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.

Se pueden discultir:
- Utilizando el método de Gauss.
- Con el teorema de Rouché—Frdbenius, aplicando solo los determinantes.
- Con el teorema de Rouché—Frdbenius primero y aplicando el método de Gauss después.

Ejercicios de selectividad

Julio de 2020, 2a) Septiembre de 2020, 2a)

Junio de 2021, 23a) Julio de 2021, 2a)

Julio de 2022, 1a) Julio de 2023, 1a)

Junio de 2024, 1) Julio de 2024, 1)
Ejercicio:

70. Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
dependientes de un parametro:

2 Al consultar la bibliografia, es posible que enuncien el teorema de Rouché-Frobenius de esta forma.
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2X + Y z + t =0
ax — 2y + z + 4t =0
a) con aeR
3X — y — z 4+ 4t =0
-2X + 4y -z + O =0
3x — ay + 3z = 4
ax — = 2
b) Y con aeR
X — vy + z =1
ax + 4y - z = 5

71.  Unaheladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente.
El viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el nimero de helados
de una bola vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con k >0.
a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucién permita determinar el nimero
de helados vendidos de cada tipo.
b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion Gnica. Para los casos
en los que el sistema tiene solucion Unica, ¢es posible que en alguno de ellos se hayan vendido
el mismo numero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.

La eliminacion de parametros de un sistema de ecuaciones es el procedimiento que transforma un
sistema dado en otro equivalente en el que no aparecen los parametros anteriores.

Consideremos un sistema de ecuaciones expresado en funcion de los parametros A4,,..., 4, :
b +a,4 +...+a,4, =X,

b,+a 4 +...+a,,4, =X,

mn- - m

Transformamos el sistema anterior en un sistema de m-ecuaciones con n-incognitas (A,,..., 4, ):
ailﬂ’l_'_"'_'_ainﬂ’n =X, _bl

auh+...+a,,4, =X, —b,

Imponiendo que rango(A) = rango(A | b) obtenemos un sistema equivalente en el que no aparecen

los parametros A,,..., A, . Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones implicitas del sistema.

Consideraciones a tener en cuenta:
- Si en el sistema inicial, rango(A)=m, no podemos eliminar ningin pardmetro, ya que,

al ser el sistema compatible determinado, no tiene ecuaciones implicitas que lo restrinjan.
- Si rango(A) =k <m podremos eliminar algunos parametros; esta eliminacion daré lugar

a un sistema de m—Kk ecuaciones.
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S. GEOGEBRA

(1) Multiplicacion de matrices cuadradas de orden 3.

Autor: Leopoldo Aranda Murcia

Tema: Matrices, Multiplicacion
https://www.geogebra.org/m/buacy6cj

(2) Determinante de una matriz 3x3. Dos métodos.
Autor: Leopoldo Aranda Murcia
Tema: Matrices
https://www.geogebra.org/m/v6sfw9bw

(3) Ejercicios de determinantes
Autor: Pepe Mufioz
Tema: Algebra, Matrices
https://www.geogebra.org/m/egxn7jqgf

(4) Rango de una matriz
Autor: José Maria Arias Cabezas
https://www.geogebra.org/m/ajGRxdNM

(5) Solucidn grafica de ecuaciones de 3x3
Autor: Antonio Zavaleta Bautista
Tema: Ecuaciones
https://www.geogebra.org/m/chVQmea4

(6) Resolucidn sistema de ecuacion lineal 3x3

Autor: Edgar Arana

Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales 3x3, método de la matriz Inversa, en el cuadro de la

derecha puedes modificar los valores de los coeficientes de las variables de cada ecuacion, se

mostraran inmediatamente en la lista de la izquierda que se denomina coeficientes y la solucion, si

existe, se muestra en orden para X,Y,Z, en la matriz Solucion.
https://www.geogebra.org/m/S93qc8Fz
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Unidad 4:

ESPACIO AFIN

1. ESPACIO AFIN TRIDIMENSIONAL

1.1.Vectores en el espacio: vectores fijos y libres

Definicion: |
Un vector fijo AB es un segmento orientado que tiene su origen en el punto A y su extremo en el
punto B.

Geométricamente se representan con una flecha que empiezaen A y acabaen B.

Los elementos de un vector fijo son:
- Moédulo de AB: es la longitud del segmento y se representa por ‘ﬁ‘ .
- Direccién de AB: es la direccion de la recta que pasa por Ay B.
- Sentido de AB: es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B. Si dos
vectores fijos tienen el mismo sentido escribiremos ABTCD y si lo tienen distinto
AB CD. El vector fijo nulo no tiene sentido definido.

Dos vectores fijos no nulos son equipolentes si tienen el mismo maodulo, la misma direccién y el
mismo sentido, es decir,

AB | CD
AB~CD < {ABTCD
||

Apuntillemos que todos los vectores fijos nulos son equipolentes entre si.

La relacion de equipolencia entre vectores fijos verifica claramente las propiedades reflexiva,
simétrica y transitiva:

Reflexiva: AB ~ AB
Simétrica: AB~CD =>CD ~ AB
Transitiva, AB~CD y CD~EF = AB~EF
es por lo tanto una relacién de equivalencia, por lo que el conjunto de todos los vectores fijos del

plano queda clasificado en clases de equivalencia (cada clase de equivalencia estara formada por un
vector fijo y todos los equipolentes a él). A cada una de estas clases la llamaremos vector libre®,

3 Esto no es nada extrafio; de hecho ya conoces otro conjunto en el que pasa lo mismo, es el conjunto (Q de los ndmeros

racionales. Recuerda que cuando se trabaja con fracciones se puede elegir la que més nos convenga de todas las que son
equivalentes a la que nos dan. Esto mismo es lo que vamos a hacer con los vectores. De todos los que son equipolentes
entre si elegiremos el mas apropiado en cada situacion.
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Definicion: |
Llamaremos vector libre a cada una de las las clases de equivalencia formada por un vector fi[o y

todos sus equipolentes. El vector libre determinado por el vector fijo AB o notaremos [AB

decir:
|76 |- [v:%- 28]

y al vector fijo AB se le suele llamar representante de la clase.

, €S

Al conjunto formado por todos los vectores libres lo representaremos por V?.

La propiedad fundamental de los vectores libres es que existe un Gnico representante de cada clase
con origen en un punto dado.

Dos vectores libres son iguales, cuando sus representantes son equipolentes.

1.2.El espacio vectorial de los vectores libres

El conjunto que acabamos de definir, \VAS puede ser enriquecido con operaciones que lo doten de una
estructura (en concreto la de espacio vectorial), que hara su estudio mas comodo, al poder ser
identificado con otras estructuras similares mas sencillas.
Las operaciones referidas son:

- Suma de vectores libres.

- Producto de un namero real por un vector libre.

a) Suma
Para sumar dos vectores libres u y v se representa el vector U y por su extremo se representa

un representante del vector v . El vector que resulta de unir el origen de u con el extremo de
V se denomina vector sumade u y v.

(=g}

Propiedades de la suma:
(1) Conmutativa: U+v=Vv+uU

(2) Asociativa: ﬁ+(\7+W) = (ﬁ +\7)+\7v

(3) Existencia de elemento neutro: O : u+0=u
(4) Existencia de elemento opuesto: ﬁ+(—l]) =0

54

Dpto. de Matematicas Geometria



IES. Ramon Giraldo Cipri

Por verificar estas cuatro propiedades se dice que (V3,+) es un grupo abeliano.

Notese que la suma de vectores libres es una operacion interna.

b) Multiplicacién de un vector por un numero real
El producto del vector u por el nimero real k es el vector ku que tiene la misma direccion

que u, igual sentido si k > 0, y sentido contrario si k<0, y cuyo médulo es igual a k‘ u ‘ :

Propiedades de la multiplicacion por escalares:
(5) k(a+\7) =ku +kv

) (k+h)u=ku+hu
(7) (kh)u=k(hu
(8) W=u

Por verificar estas ocho propiedades se dice que la terna (Vg, +, -R) es un espacio vectorial real.

(V*,+,5 ) es un espacio vectorial real

1.3.Dependencia e independencia lineal de vectores
| _Definicion:
Una combinacién lineal de los vectores v,, Vv,, ..., v, esunaexpresion de laforma a,v, +...+a, v,

con oy, a,,...,a, €R.
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Definicion: |
Diremos que los vectores v;, Vv, , ..., v, son linealmente dependientes si 3¢, ,,...a, € R no

todos nulos tales que a,U, +a,U, +...+a,u_=0. En caso contrario, diremos que los vectores son

linealmente independientes, es decir, si la Unica posibilidad de que la igualdad anterior sea cierta
esque oy =a, =...=ax, =0.

Definicion: |
Un conjunto de vectores de un espacio vectorial se dice que forman un sistema de generadores Si
cualquier vector del espacio se puede escribir como combinacion lineal de los vectores de dicho
conjunto.

Definicién: |
Un conjunto de vectores forman una base si son linealmente independientes y ademéas forman un
sistema de generadores.

Al nimero de vectores que forman una cualquiera de las bases (pues todas las bases de un mismo
espacio vectorial tienen el mismo nimero de elementos) se le llama dimension del espacio vectorial.

Por tanto, la dimension de V32 es tres.

Dada una base B ={ Uz, Usz, u:} de V° y dado un vector X cualquiera, sabemos que existen tres

unicos numeros reales «,, «, Y a, que permiten expresar dicho vector x como combinacion lineal
de los vectores basicos, esto es:

—

X = oy Us + at,Uz + ;U

Alaterna (a,,a,, a,) se le llama coordenadas del vector x en la base B :{ Uz, Uz, us}.

Criterio préctico: |
En un espacio vectorial tridimensional tres vectores linealmente independientes siempre forman
una base.

1.4.El Espacio vectorial E

En R =RXRXR={(X, y,Z)ZX, y,ZER} (conjunto de ternas de numeros reales) definimos las
siguientes operaciones:

suma: (X, Yy 2)+ (X0 Y202 ) = (X 4%, Yy + Y50 2+ 2,)

Producto de un nimero real por una terna: l(X, Y, Z) = (ﬂX,iy,ﬂZ) condeR

Las ternas (Xi, Yir 21) y (Xg, Yo, 22) de R® son iguales cuando se verifican las siguientes igualdades:
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X, =X,
Yi=Y,
Z, =1,

El conjunto IR” con las dos operaciones definidas antes, verifica las mismas ocho propiedades que
hemos visto que cumplen los vectores libres y, por tanto,

(R®,+,- ) es un espacio vectorial real

Ejercicios:
72.  Calcula oy 3 para que los vectores U=(-1a,2) y V=(/,22,2) sean iguales.

73.  Dados los vectores U=(2,4,1), v=(-12,3) y w=(0,1,-1), calcula:
a) U+V+w
b) u-v-w
) 3U-V+2w

d) i-iv-3w
2 5

1.5.Espacio afin asociado al espacio vectorial V>

Sea E el espacio ordinario (conjunto de puntos del espacio) y V* el espacio vectorial de los vectores
libresen E. El par (E,¢), donde ¢: ExE —V? definida por (A B) — [ﬂé] verifica las siguientes

propiedades, se denomina espacio afin asociado al espacio vectorial V?:

1) Dado un vector veV? y un punto OeE, existe un Unico punto P<E tal que
(p(O,P)zV

2) 9(AB)=0< A=B

3) (/)(A,B)+g0(B,C):(0(A,C) VA B,CeE

En lo sucesivo lo denotaremos por E?.

La aplicacion anterior es, evidentemente, sobreyectiva, pero no inyectiva.

Sea O < E*. Entonces, todo punto P e E* determina el vector libre B = [(ﬁ] , Que denominaremos

vector de posicion del punto P respecto del punto O .

Un sistema de referencia en el espacio afin E®, es una cuaterna de puntos (O,U,,U,,U,) tales que
los vectores Jl =[OUJ, @ =[OU2] y u: :[OUJ forman una base de V3. Las rectas

determinadas por el punto O y cada uno de los puntos U,,U, y U, se llaman ejes coordenados. Los
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planos determinados por cada par de ejes coordenados se llaman planos coordenados. Las
coordenadas de un punto P € E* son los Ginicos nimeros reales (x,,X,,X, ), tales que:

[@]:B:XJﬁ yu, + zu,

El punto P es la representacion gréfica de la terna y lo indicaremos por P(X, Y, Z) :

................................

Como consecuencia, las ternas ordenadas de nimeros reales son una representacion algebraica de los
. . ) ) . 3

vectores libres del espacio. De hecho, permiten identificar V* con R”:

Vi=R®

con lo que toda relacion geométrica se traduce en un relacion numeérica.

Lo anterior nos dice que desde el punto de vista matematico los espacios vectoriales (V3,+,']R) y

(R3,+,'R) son plenamente identificables, e indistinguibles como espacios vectoriales.

Ejercicios:

58
Dpto. de Matematicas Geometria




IES. Ramon Giraldo Cipri

74.  Sean los vectores x =(1,-5,2), y=(3,4,-1), z=(6,3,-5) y w=(24,26,-6). Halla a, b

yc para que se cumpla: ax+by-+cz=w. ¢Qué significado tiene que W se pueda escribir como
ax+by+cz?

75. Las coordenadas de u,vyw respecto de cierta base son U=(21-1),v=(130) y
w= (4,5,1) . ¢Se puede expresar el vector W como combinacion lineal de u y y ? ¢Y si cambiamos

las coordenadas de U por (2,-11)?

- 2
76. Expresa el vector Z=[5\/§—4\/§,£,0J como combinacion lineal de los vectores

1.6.Criterios de dependencia e indepencia lineal de vectores

e Dos vectores U= (Ul, u21u3) yv= (Vl,Vz,Vg) son linealmente dependientes si se verifica
la siguiente condicion:
u u, u
rango| * ° =1
Vl V2 V3
e Dos vectores U= (Ul, UZ,Ug) yv= (Vl,VZ,Vg) son linealmente independientes si se verifica
la siguiente condicion:
u u, u
rango| * ° °|=2
Vl V2 V3

e Tres vectores U=(U1,U2,U3), V=(V1,V2,V3) y W=(W1,W2,W3) son linealmente
dependientes si se verifica la siguiente condicion:

ul u2 u3
rangof v, Vv, V, =102
Wl W2 W3

e Tres vectores U=(U1,U2,U3), V=(V1,V2,V3) y W=(W1,W2,W3) son linealmente
independientes si se verifica la siguiente condicion:

u1 l"|2 u3
rangol v, Vv, V, =3
Wl W2 W3

Ejercicios:
77. ¢Podemos encontrar cuatro vectores linealmente independientes en \VAS

78.  Estudia la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores:
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(1,2,1), v=(-10,3), w=(1,2,-1)
(1 2,3), b=(1,4,11), c=(11,-1), d =(0,1,4)
x=(11,0), y=(10,1), z2=(5,2,3)

vv
) C

79. Determina el valor de k para que los siguientes conjuntos de vectores sean linealmente
dependientes:

a) u=(k,—3,2), v=(2,3,k), w=(4,6,-4) b) a=(3,2,5), b=(2,4,7), c=(1,-1k)

80.  ¢Cual de los siguientes conjuntos de vectores forman una base?
a) B ={(121), (10,1), (2,2,2)} b) B, ={(1.11), (10,1), (110), (0,0,1)}

81. ¢Paraquévaloresde a el conjunto de vectores S ={(1,1,1), (a,1,1), (1a,0)} eslinealmente
independiente? ¢ Es una base para dichos valores?

2. ECUACIONES DE LA RECTA

2.1.Ecuaciones de la recta

Definicién: |

Se llama determinacion lineal de la recta r al par (A,\?) formado por un punto A, llamado

punto base, y un vector (libre) no nulo v que se denomina vector director o de direccion de la
recta.

e Ecuacion vectorial de la recta
Sea r la recta determinada por el punto Ay el vector v. Si X er, se tiene que

OX =O0A+AX

y COmo AX = AV resulta:

x=a+Av  Ecuacion vectorial de la recta
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Si A(a,,a,,a;), X(X, y,Z) y v=(V,V,,V,) se tiene que:

(x,y,2)=(a,,8,,8;) + A(V;,V,, V)
Ecuacion vectorial de la recta en coordenadas

o Ecuaciones paramétricas de la recta
X=a + AV,
y=a,+Av, Ecuaciones paramétricas de la recta

Z=a,+Av,

e Ecuacion continua de la recta
Eliminando 4 de las ecuaciones paramétricas resulta:

X — —a, z- ., )
& _Y¥-& 173 Ecuacion continua de la recta
Vl V2 V3

En rectas paralelas a los ejes alguno de los denominadores de la ecuacion continua es cero, por lo
que dicha ecuacion adquiere un caracter formal o simbolico; para obtener en estos casos la ecuacion
general basta igualar a cero el correspondiente numerador, y obtener la segunda ecuacion de la otra

igualdad.

e FEcuacion implicita o cartesiana
Desarrollando la ecuacién continua se obtiene:

Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+C'z+D'=0

r Ecuacién implicita

2.2.Coordenadas del vector determinado por dos puntos. Vectores paralelos

A la vista del siguiente dibujo

4 \ p

OoP

se obtiene la siguiente:

Caracterizacion: |
Las coordenadas del vector que une P(p,, p,, p,) Y Q(a;.d,,d;) son:

PQ=0Q-0P=(q,~ p,, 0, ~ P, G~ ;)
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Definicién / caracterizacion: |

Los vectores U=(U;,U,,U;) Y V=(V;,V,,V;) son paralelos, u||v, sii tienen la misma direccion, sii

son linealmente dependientes, esto es, U= AV con 1R, 0 equivalentemente, cuando
ul _ u2 _ uS

Vi Vo Vg

Ejemplos:

) . X—y—-2z-1=0
1) Dadas las ecuaciones implicitas de la recta s z{ y

, vamos a obtener las ecuaciones
X+2y+2-1=0

paramétricas y continua:

X—y—-2z-1=0

es un sistema compatible inderminado ( j #0), llamamos X=y€R

X+2y+2-1=0

(podemos elegir cualquier variable) y resolvemos el sistema

y—y—-z-1=0 {—y—z=1—y
=

1
Como
{ 1

y+2y+2-1=0 2y+z=1-y
y=2-2y=2=-3+3y
Asi:
X =
’ X y-2 z+3
S=qy=2-2y =>S=—=—-=—+—
1 -2 3
z=-3+3y

de donde podemos obtener un punto y un vector director facilmente.

2x—-3y+4z+1=0 . .
2) Dada larecta r = , vamos a obtener las ecuaciones parameétricas.
6X+2y+52-2=0

Resolvemos el sistema, haciendo z = A :

[ 2x=3y+47+1=0—7 [-6x+9y =3+122
6X+2y+52-2=0 6x+2y=2-51
11y=5+7/1:>y=£+1ﬂ
11 11
—1—4/1+3(151+171/1) s 93
Como 2x-3y=-1-41=Xx= =——— 21, las ecuaciones paramétricas
2 11 22
son:
x=2_23,
11 22
y=£+1i con1eR
11 11
=41
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X+3y—-4 7+3

3) Dadalarecta r = , vamos a determinar las ecuaciones paramétricas de la misma.

-5 -1
Se tiene que A = X+3,ﬁ,: y-4 yﬂ:Z—H.Asi:
2 -5 -1
X=-3+24
r=.y=4-54 contelR
z=-3-1

Ejercicios:
82. Expresa, en todas sus formas posibles, la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto
P(1-2,5) y tiene por vector director v=(3,1,-2).

83.  Expresa, en todas sus formas posibles, la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
P(1-2,5) yQ(-2,10).

2X+y+2=3

en forma paramétrica y continua.
X—-y-2z=1 P y

84. Halla las ecuaciones de la recta {

85.  Expresa cada una de las siguientes rectas de todas las formas vistas en clase:
X-2 y-2 7-4

T

b) {x—y—Bz:l
X—3y+z=5
X=2+t

c) {y=1-t
z2=3+2t

86. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a la recta
d L x4+l y ;
e ecuacion —(—=—-=-1,
-2 2

Ejercicio de selectividad
Junio de 2024, 3a).

2.3.Ecuaciones de los ejes de coordenadas
Eje OX:
OX ={0(0,0,0),i=(1,0,0)}

Ecuacién vectorial: (X, Y,2)=(0,0,0)+4(1,0,0)
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X=A
Ecuaciones parametricas: {y =0

z=0

. e y=0
Ecuaciones implicitas: N
7=

Eje OY:
oY ={0(0,0,0), j =(0,1,0)}

Ecuacién vectorial: X Y, Z 0 0, 0 +/t 0,1, O)

Ecuaciones parametrlcas

x=0
Ecuaciones |mpI|C|tas

Eje OZ:
0z ={0(0,0,0),k =(0,0,1)}

Ecuacion vectorial: (X Y, Z)=( ,0,0)+/1(0,1,0)

X
Ecuaciones paramétricas: J y
z

. . , . X
Ecuaciones implicitas: {

3. INCIDENCIA DE PUNTO Y RECTA

3.1.Incidencia de punto v recta

Definicion / caracterizacién: |
Sea r larecta determinada por el punto A(a,,a,,a,) y el vector v =(v;,v,,v;) . Se tiene:
po=a,+A4y
P(p, P, P;)er<1p,=a,+Av, < AP|lv

Py =85 + AV,
Esto es, si las coordenadas de P verifican las ecuaciones de larecta I .

p=a +A4v
Si P(p,, p, py)er, €so quiere decir que el sistema { p, =a, + Av, (de incognita 1) es compatible.
Py =8, + Av,
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Ejercicio:
87.  Estudiasi los puntos P(1,-2,5) y Q(2,2,4) pertenecen a la recta XIZ _y-2_z2-4

3.2.Condicion para gue tres puntos estén alineados

Caracterizaciones: |
Los puntos A(a,,a,,a,), B(b,b,,b;) y C(c,c,,c;) estan alineados si, y solo si,
- b,—a, b,—
b-a b-a b agjd
G-a C-a, C—&
0 equivalentemente, si los vectores AB y AC son linealmente dependientes (< AB || AC).

rango

Ejercicio:
88.  ¢Los puntos A(3,-4,2), B(1,2,3,) y C(-1,4,6) estan alineados?

Ejercicios de selectividad
Septiembre de 2000, primer bloque, B) Otra propuesta 1 de 2001, sequndo bloque, B, a)

4. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

4.1. Posiciones relativas de dos rectas
X=a +Av, X=a'|+uv'
Sean {y=a,+Av, y ¢y=a',+uv', dos rectas dadas por sus ecuaciones parametricas y

Z=a,+Av, Z=a'3+uv'y

Vi vV v, Vv, a'-a a +Av, =a'|+uv

llamemos M =|v, V', |yM=|v, v', a',—a, |. Discutiendo el sistema {a, + v, =a',+ uv',

Vi Vi V; Vo oa—ag a3+ Av;=a’;+ v’y

, donde las incégnitas son (/1, ,U) , Se pueden presentar las siguientes posiciones relativas:

*rangoM =2
* ¢ y s Secruzan < rangoM =3
* r y s Secortan en un punto < rangom =2
** rango M =1
* ¢ y s paralelas (y distintas) <> rangoM =2
* r y s son coincidentes < rangoM =1

rango M | rangoM Sistema Posicion relativa
2 3 Incompatible Se cruzan
2 2 Compatible determinado | Se cortan en un punto
1 2 Incompatible Son paralelas
1 1 Compatible indeterminado Son coincidentes
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Si las rectas vienen dadas por sus ecuaciones implicitas, entonces:

Ax+By+Cz+D, =0
AXx+B,y+C,z+D, =0

r

Ax+By+C,z+D, =0
S=
Ax+B,y+C,z+D, =0
Ai Bl Cl Ai Bl c:1 Dl
M — AZ BZ CZ y M — AZ BZ CZ DZ
AS B3 C3 A3 BB C3 D3
A4 B4 C:4 A4 B4 C4 D4
y se pueden presentar las siguientes posiciones relativas:
rangoM | rangoM Sistema Posicion relativa
3 4 Incompatible Se cruzan
3 3 Compatible determinado Se cortan en un punto
2 3 Incompatible Paralelas
2 2 Compatible indeterminado Coincidentes

T S

Rectas que se cruzan

(
%
Rectas paralelas

Esto, se puede escribir de otra forma:

(=S

Rectas secantes (en un punto)

Rectas coincidentes

Sean U, Y U los vectores directores de las rectas rys, y P. y P, puntos cualesquiera de I ydes

respectivamente. Se tiene:

Vectores directores

Proporcionales No proporcionales
o | u o o
Coincidentes Paralelas Secantes Se cruzan
i | PR o fRP | det(u, u RR)=0 | det(u, i, RF)=0
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89.  Estudia la posicion relativa de las siguientes parejas de rectas:

X—y+z=0 2X+y=-5
l’lz Slz
2X+y=3 4x—-2=-10
a) b)
. X-2y+2=0 . = 2y—-2=—7
2 |x-2y-z=3 2 |2x-3y=8
90. Estudia la posicion relativa de las rectas:
X+2=8 X+y=0
a) r= y s= :
y+z=4 X—-2y+2=5
X+1

b) r=(xy,2)=(10,2)+A(-3Lk) y sETz—y+1:z

91. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen a continuacion. Cuando

se corten, calcula el punto en el que lo hacen:

x=1-54 x=1 X=3+21 X=-1-6u
a) r=1y=2+31 y s=<y=1 C)r=<y=1-1 vy s=4y=3+3u
Z=-5+41 Z=u z=5 z=5
X=A x=3 X=3+41 X=-2u
b) r=<y=41y s=qy=3 dr=y=-2-1 y s=3y=3+2u
z=0 Z=u z=1 z=-1
Ejercicios de selectividad
Septiembre de 2001, sequndo blogue, B) Otra propuesta 2 de 2001, sequndo bloque, B)

Reserva 1 de 2004, tercer bloque, B)

Reserva 2 de 2006, cuarto bloque, A)

Reserva 1 de 2012, propuesta A, 4a)

Septiembre de 2013, propuesta A, 4)

Septiembre de 2016, propuesta A, 4a)

Junio de 2017, propuesta A, 4a)

Septiembre de 2020, 7a) Junio de 2021, 4h)

5. ECUACIONES DEL PLANO
Definicion: |

Un plano 7 queda determinado por un punto A(a,,a,,a;)

(el vector OA =a se llama vector de posicion) y dos vectores
linealmente independientes (no nulos y no proporcionales)
V=(V;,V,,V3) Y W=(w,w,,w, ), que denominamos vectores

directores. A 7 = {A,Q,\Tv} se le llama determinacién lineal | A

<l

ﬂ(A,V,W)

Y

del plano 7.
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Para obtener la ecuacion vectorial, tenemos en cuenta que OX =OA+AX Y, como AX = Av+ uw,
resulta que
OX =OA+Av+ va
que es la ecuacion vectorial del plano determinado por el punto A y los vectores v y w.
e Si X(x,y,z)ex setiene:

x=a+Av+uw Ecuacion vectorial del plano

donde A, e R.

(%,y,2)=(a,,8,,85 )+ A(Vy,V,, Vg ) + 2 (W, Wy, Wy )
Ecuacion vectorial del plano en coordenadas

e Efectuando las operaciones obtenemos:
X=a, + AV, + uw,
y=a,+Av, + uw, Ecuaciones paramétricas del plano

Z=a,+ AV, + uw,

plano;z/

plano xz

.-
plano xy ey

ejex/

Ejercicios:

92. Expresa las ecuaciones del plano determinado por el punto P(1,2,3) y los vectores
u=(110) yv=(10,1).
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93. Halla las ecuaciones del plano que contiene a los puntos A(3,2,-1), B(0,2,-5) y
yC(-2,4,-1).

94. Determinar las ecuaciones paramétricas del plano determinado por el punto P y los vectores
directores u y v en cada uno de los siguientes casos:

a) P(-2,31), u=(2,-3,0), v=(10,1)
b) P(0,11), u=(2,0,0), v=(0,-1,0)

6. INCIDENCIA DE PUNTO Y PLANO

6.1.Incidencia de punto vy plano

Definicion / caracterizacion: |
El punto P(p,, p,,p;) pertenece al plano 7 (es un punto de dicho plano), cuando se cumple la

siguiente condicion:

pl_al Vl W1
P(p.,p, p;)er<det| p,—a, v, w,|=0
P;—a; V3 W,

es decir, si los vectores AP, vy w son linealmente dependientes.

6.2. ;Cuando 4 puntos son coplanarios?

Caracterizaciones: |
Los puntos A(a,,a,,a,), B(b,,b,,b;), C(c,,c,,c;) y D(d,,d,,d,) son coplanarios*si, y solo si,

los vectores AB, AC y AD son linealmente dependientes si, y solo si, det(ﬁ, AC, ﬁ) =0

Ejercicios:

95. Calcula el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano: (a,0,1), (0,1,2),
(1,2,3), (7,2,1). Calcula la ecuacién del plano.

7. ECUACION GENERAL, CARTESIANA O IMPLICITA
DEL PLANO

7.1.Ecuacion general del plano
Sea 7 el plano determinado por el punto A(a,,a,,a,) y los vectores directores Q:(vl,vz,vs) y

w = (w, w,,w; ). Sabemos que

(%, y,2)=(ay,8,,8;) + A (Vy,V,, Vg )+ (W, Wy, W)
es la ecuacion vectorial de 7,y que los vectores

4 Estan en el mismo plano.
69

Matematicas Il Espacio afin



Cipri

(x—ai,y—az,z—a3), (V1’V21V3) y (W1’W2’W3)
son linealmente dependientes, luego
X—a Vi W
rango| y—a, Vv, W, =2
Z—38; V3 W,

(no puede ser 1, yaque vy w son linelamente independientes), lo que equivale a que

X—a Vi W
det| y—a, v, w, =0

Z—a; V; W,

Desarrollamos el determinante:
Xx—a v, w| [x v, w| la, v, w
y—a, VvV, W, =y V, W,—a, V, W,l=
Z—-a, V; W (Z Vv, W (&, V3 W,

v, W,
V2 WZ V1 Wl Vl Wl al ' '
=X +y +z —la, Vv, Ww,[=0
V3 WS V3 W3 V2 W2
a3 V3 W3

Ax+By+Cz+D=0

v, W v, W, v, W, %0 W
con A=[? ? B=l" ',Cc=|' ‘'lyD=-la, v, w,|.Dichaecuacion recibe el nombre
V3 W3 V3 W3 V2 W2
a3 V3 W3

de ecuacion general, cartesiana o implicita del plano 7.

En general, si a la ecuacion implicita de un plano le falta una de sus variables, es porque es paralelo
al eje correspondiente a dicha variable. Asi:

e Si A=0, el plano que se obtiene es paralelo al eje X.

e Si B=0, el plano que se obtiene es paralelo al eje vy .

e Si C=0, el plano que se obtiene es paralelo al eje Z .

Ejercicios:

96. Halla la ecuacion general del plano que contiene a los puntos P(1,2,-1), Q(3,0,2), y tiene

como vector director u=(11,-1),

97. Halla la ecuacion general del plano determinado por el punto P(1,2,3) y los vectores
directores a=(1-2,-1) yb=(2,-13).

Ejemplo:

Dado la ecuacion general del plano 7=3X+2y+z—-4=0, vamos a determinar las ecuaciones
paramétricas.
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Como el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada es 1, tenemos dos pardmetros.

Llamamos Y=A1€R y z=ueR. Entonces, x:mzﬂ—g/’t—ly.Asi:
3 3 3 3
4.2, 1
3 3 3
T=qy= A
z= M
4 2 1
X__ —— —_—
3 3 3 2 1 4
Lo comprobamos: 7 =det| vy 1 0 :O:x+§y+§z—§:O:>7z53x+2y+z—4:0
z 0 1

Ejercicios de Selectividad
Junio de 2015, propuesta B, 4) Junio de 2017, propuesta A, 4b)

Septiembre de 2020, 7b)

7.2 .Ecuaciones de los planos coordenados
Plano XY:

XY ={0(0,0,0),i=(1,0,0), ] =(0,1,0)|

Ecuacion implicita: z=0
Plano YZ:
Y2 ={0(0,0,0),j=(0,1,0),k=(0,0,)}

Ecuacién vectorial: (X, Y,2)=(0,0,0)+4(0,1,0)+#(0,0,1)
x=0
Ecuaciones paramétricas: <y = 1

Z=pu
Ecuacion implicita: x=0

Plano XZ:
Xz ={0(0,0,0),i=(1,0,0), j =(0,1,0)}

Ecuacién vectorial: (X, Y,2)=(0,0,0)+4(10,0)+x(0,0,1)
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X=A4
Ecuaciones paramétricas: < y =0

Z=u
Ecuacién implicita: y=0

8. ECUACION DEL PLANO QUE PASA POR TRES
PUNTOS

Sabemos que tres puntos distintos y no alineados determinan un plano que pasa por ellos.

El plano 7 que pasa por tres puntos distintos y
no alineados A ByC tiene la siguiente T C

determinacion lineal nz{A,ﬁ,E} y, por

tanto, sSi X e €S un punto genérico, la
ecuacion de dicho plano es: A >e B

= =det(AX, AB, AC) =0

Ejercicio de Selectividad
Septiembre de 2013, propuesta B, 4, b)

9. ECUACION CANONICA DEL PLANO

Sea 7= AX+By+Cz+D =0 unplanocon D= 0. Entonces, 7 cortaa los tres ejes de coordenadas..

Sean A(a,O,O), B(O,b,O) y C(O,O,C)dichos puntos de corte. En la ecuacion general dividimos por
—D:

A X+ B y+ ¢ z-1=0
-D -D -D
y sustituimos A, By C en dicha ecuacion:
A B Co10= A
-D -D -D -D a
Ao BpiC o408 _1
D - - -D b
Ao Bor C g0 C 2
-D -D -D -D ¢
Y, como consecuencia, la ecuacion del plano se puede escribir en la forma
§+%+5—1= 0 Ecuacion candnica o segmentaria del plano =
a c

donde @, b y ¢ son los puntos en los que el plano corta a los ejes x, y, z respectivamente.
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Dicha ecuacion también se puede obtener aplicando el apartado anterior con A(2,0,0), B(0,b,0) y
c(0,0.c).

L. .
=dcl0.0.¢)

<l
>

B(0.5,0)
> >

J Y

10. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS
Sean 7=Ax+By+Cz+ D=0, 7'=A'X+B'y+C'z+D"'=0 dos planos y llamemos

A B C — (A B C D
M= y M= .
A" B' C' A" B' C' D'

En funcion del rango, se tienen las siguientes posiciones relativas:
* rangoM =2 =rangoM < x y x' se cortan en una recta

* rangoM =1yrangoM =2 < 7 y 7' son paralelos
* rangoM =1=rangoM < 7 y z' son coincidentes

rango M | rango M Sistema Posicion relativa
2 2 Compatible indeterminado | Se cortan en una recta
1 2 Incompatible Son paralelos
1 1 Compatible indeterminado Son coincidentes

También podemos estudiar dicha posiciéon relativa utilizando la proporcionalidad de los
coeficientes:

° rangoM:rangoM:Z@A;tEoAigoEigzwzyﬂ'secortanenunarecta
A" B A" C' B' C'
e rangoM :1¢2:rangoﬁ<:>A:E:£¢B:> 7'y ' son paralelos
A" B' C' D'
e rangoM =1=rangoM sA_B_C_D_ y 7" son coincidentes
A" B' C' D'

Proporcionalidad de los coeficientes Posicion relativa
A B A C B C

—#— 0 —#—0 —#—
A B A C' B' C'

Se cortan en una recta
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A—E—Eig Son paralelos
AI BI CI DI p
A B CD Son coincidentes
A" B' C'" D'
7T,
Planos coincidentes
Planos secantes Planos paralelos
(en una recta)
Ejercicios:
08.  Estudia la posicion relativa de las siguientes parejas de planos:
m=X-2y+72=0 b m=X-2y+2=0
a
) w,=3X—-6y+32=3 T, =X—-2y-7=3

99. Estudia la posicion relativa de 7, =mx+2y-3z-1=0Yy z,=2x-4y+62+5=0 en
funcion del parametro m.

Ejercicios de selectividad
Reserva 1 de 2006, cuarto blogue, A), b) Junio de 2007, cuarto bloque, B, a)

Junio de 2009, cuarto blogue, B, a) Junio de 2009, cuarto blogue, A, a)

Reserva 1 de 2013, propuesta A, 4ay b)

11. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTAY UN

PLANO

12 forma: dado un punto y un vector director de la recta y la ecuaciéon implicita del plano
X=a, + AV,

Sea r={y=a,+Av, unarectay 7= Ax+By+Cz+D =0 un plano. Sustituyendo x, y yz (de la
Z=a,+Av,

recta en la ecuacion del plano) se obtiene la siguiente ecuacion:
A(a, +4v,)+B(a,+Av,)+C(a,+Av;)+ D=0< Aa, +Ba, +Ca, +(Av, +Bv, +Cv;) 1 =0
y al discutirla (en funcién de 2, que es la incognita), obtenemos las siguientes posiciones relativas:

e Ay, +Bv,+Cv, =0
La recta y el plano se cortan en un punto, ya que la ecuacion tiene una unica solucién.
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e Av,+Bv,+Cv,=0
Se pueden presentar los siguientes dos casos:
Aa +Ba, +Ca,+D=0=ry x paralelos, ya que la ecuacion no tiene solucion.

de la ecuacion.

Aa, +Ba, +Ca, + D =0=r contenidaen 7, yaque cualquier valor de 1 es solucion

-
e

/ o Recta contenida en el plano

Recta y plano, secantes Recta paralela al plano
(en un punto)

22 forma: discutiendo el correspondiente sistema de ecuaciones lineales

Si la recta viene dada como interseccion de dos planos y el plano a traves de su ecuacion implicita:

A'xX+B'y+C'z+D'=0
{A"x+ B"y+C"z+D"=0
7=AXx+By+Cz+D=0
consideramos

A" B' C' A" B'" C'" D'
M=lA" B" C"| Yy M=|A" B" C" D"
A B C A B C D
y se pueden presentar las siguientes posiciones relativas:
rango M | rangoM Sistema Posicion relativa
3 3 Compatible determinado Se cortan en un punto
2 3 Incompatible Son paralelos
2 2 Compatible indeterminado Recta contenida en el plano
Ejercicio:
100. Estudia la posicion relativa de la recta y el plano en cada caso:
poXxl Yy 2 poXxzl_y+1 2z
a) 5 3 0 b) 1 2 1
T=5X—-7Ty=-3 rT=X+y-3z=1

Ejercicios de selectividad

Reserva 2 de 2010, propuesta A, 4) Septiembre de 2010, propuesta B, 4)
Septiembre de 2015, propuesta B, 4b) Julio de 2019, propuesta A, 4a)
Julio de 2020, 7a) Junio de 2023, 8b)
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12. POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS
7=Ax+By+Cz+D=0

Sean < 7=A'x+B'y+C'z+D'=0 tresplanosy consideremos
r=A"X+B"y+C"z+D"=0

A B C A B C D
M=A" B" C'|y M=|A" B' C' D
A" B" C" A" B" C" D"

Se tienen las siguientes posiciones relativas:

rangoM =3. En este caso los tres planos se cortan en un Gnico punto, ya que el sistema
es compatible determinado.

rangoM =2 y rangoM =3. En este caso el sistema es incompatible, esto es, no hay
ningun punto en comun a los tres planos. Se pueden presentar los siguientes casos:
» Las matrices de orden 2x3 que pueden formarse con las filas de M , tienen rango
2; entonces los planos se cortan dos a dos segun tres rectas.

» Una de las matrices citadas tiene rango 1y las otras, rango 2. En este caso dos
planos son paralelos y el tercero los corta segiin dos rectas paralelas.

rangoM =2 y rangoM = 2. En este caso el sistema es compatible indeterminado, y se
pueden dar los siguientes dos casos:

> Las matrices de orden 2x4 que pueden formarse con las filas de M tienen rango
2. Los tres planos son distintos y se cortan en una recta.

» Una de esas matrices tiene rango 1. Entonces, dos planos coinciden y el tercero
los corta segun una recta.

rangoM =1y rangoM = 2. En este caso el sistema es incompatible, y se pueden presentar
los siguientes dos casos:

> Si las matrices de orden 2x4 que pueden formarse con las filas de M son de
rango 2, entonces los tres planos son paralelos.

» Si una de esas matrices tiene rango 1, entonces dos planos coinciden y el otro es
paralelo.

rangoM =1y rangoM =1= los planos coinciden, ya que el sistema es compatible
indeterminado con variables libres.

rg(M)

Rango de las

Rango de las submatrices de

rg(ﬁ) Sistema | submatrices de

M de orden 2x3 M de orden
2x4

Posicién relativa

3 C.D. Secantes en un punto
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9 3 | 2 (todas) Se cortan dos a dos segun
tres rectas
Dos planos paralelos y el
2 3 l. 1 (una) tercero los corta segin dos
rectas paralelas
Distintos y se cortan en una
2 2 C. 2 (todas) recta
Dos planos coinciden y el
2 2 C. 1 (una) tercero los corta segin una
recta
1 2 I 2 (todas) Paralelos
Dos planos coinciden y el
1 2 ! 1 (una) otro es paralelo
1 1 I Coincidentes

Tres planos secantes en un punto

)

Dos planos paralelos y el tercero los corta
segun dos rectas

Tres planos distintos, secantes en una recta
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Dos planos coincidentes y el tercero los corta Los tres planos son paralelos
seglin una recta

Los tres planos son coincidentes

Dos planos coinciden y el otro es paralelo

Ejercicios
101. Determina la posicion relativa de los planos:
m =2Xx+3y+z=1
T, =X-Yy+7=-2
Ty =2X-2y+27=-3

102. Estudia para los diferentes valores de m la posicion relativa de los planos:

m=E=mx+y+z=1 TL=MX—Yy—Z=-m
a) (T, =X+my+z=1 b) <7z,=X-my+mz=m
Ty=X+y+mz=1 Ty=X+y+z=-1

103. Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:

X+2y-2-3=0 X—y+z-1=0
a) 13y+2z-1=0 c) 13Xx+y-2z=0
X+y+z-2=0 2X+2y-32+4=0
2X-y+z-3=0
b) 1 Xx—-y+z-2=0
3X-y+z-4=0

Problemas afines:
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X+2z=5

104. Hallalaecuacion de larecta paralelaa r = {y 13725 que pase por el punto de interseccién

Xx-1 y+3 z+2
4 2 3

de larecta S= conelplano z=x-y+z=7.

105. Halla la ecuacion implicita del plano que pasa por el punto P(1,1,1) y es paralelo al plano
X=1+24A-3u
y=3+2u
z2=-1-u

106. Dados los puntos (111), (2,3,4) y (-5,0,-2), comprueba si estan alineados. En caso

afirmativo, halla las ecuaciones paramétricas y continua de la recta que definen y en caso negativo,
la ecuacion del plano correspondiente.

107. Dadas las rectas
X y-1 z _
r=—=—F-=— s=(X,¥,2)=(2,1,1)+t(3,-13
Ly e (xy)=(200)+1(3-13)

encontrar el plano que pasa por r y es paralelo a s y el que pasa por s y es paraleloa r.

X-2 y-2 1-4
= = 3 y es paralelo

108. Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta

1 -2
Xx=1+3t
alarecta{y=1+2t.
Z=t
109. Consideramos las rectas de ecuaciones
X+y—-2+3=0 —
r= y y s=x+1= y-3 _Z
-2X+2-1=0 n 2

a) Halla n para que r ys sean paralelas.

b) Para el valor de n obtenido en el apartado anterior, determina la ecuacion del plano
que contiene a ambas rectas.

X=3+1
4x+5y+7=0
110. Dadaslasrectas r=<y=-1+4214 y s= .
3y—-4z+7-m=0
2=2+A1

a) Calcula el valor de m, para que las dos estén en un mismo plano.
b) Halla la ecuacion de dicho plano.

111. Consideramos la recta r, el plano z y el punto P, siendo:

XL_Y¥8_ 172 ok y+31=1 P(10.4)
2 3 5

a) Obtener unarecta s paralelaa r que pase por el punto P.

r
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b) Calcular el punto de intersecciénde ry .

Ejercicios de selectividad
Reserva 2 de 2011, propuesta A, 4a) Septiembre de 2014, propuesta B, 4a)

Junio de 2016, propuesta B, 4a) Julio de 2024, 5b)

13. HAZ DE PLANOS

13.1.Haz de planos de arista una recta: haz de planos secantes
Sean 7 y ' dos planos que se cortan en una recta r . El conjunto de todos los planos que pasan

por larecta I se denomina haz de planos de arista I y tiene por ecuacion:
A(Ax+By+Cz+D)+u(A'x+B'y+C'z+D")=0

Ejemplo:

—-4y+9=0
Dada larecta r E{X y+

3y-z-9=0
7=x—-4y+9+1(8y—-z-9)=0

, ¢para cualquier valor de 4, el plano

contienea I ?
Si,yaque x—4y+9+1(3y—z—9)=0 representa la ecuacion de los infinitos planos que se cortan

enlarecta I.

Ejemplo:

Determina la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y contiene a la recta
determinada por los planos:
rE{7zsx+y+z—1:0
r'=x-y-2=0
Sabemos que el haz de planos de arista r tiene por ecuacion:
Ax+y+z2-1)+u(x-y-2)=0
Como ademas el plano pasa por el origen de coordenadas, se tiene que:
2(0+0+0-1)+p(0-0-2)=0=-A-2u=0= 1 =-2u
y por tanto:
“2u(X+y+2-1)+p(X-y-2)=0=>-2ux-2uy - 2uz+2p+ ux—py -2 =0=>

= —px=3uy-2uz=0=—p(x+3y+2z)=0
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Es decir, el plano que nos piden es: 7"=X+3y+2z=0.

13.2.Haz de planos paralelos
Si en la ecuacion del plano 7= AX+By+Cz+ D =0 sustituimos los coeficientes A, By C por las

coordenadas de un vector n normal al plano, se obtiene la expresion de todos los planos que son

paralelos y que tienen vector normal n:
7=Ax+By+Cz+D=0

n=(A,B,.C,)

Dicho conjunto de planos, se llama haz de planos paralelos normales a n .

}:> Ax+By+Cz+D=0

Ejemplo:

El haz de planos paralelos normales a n= (3,2,—1) tiene por ecuacion:
3X+2y-z+D=0

Dando valoresa D R se obtienen los planos del haz.

Ejemplos:

(1) Vamos a determinar un plano »~* que pase por P(3,2,—1) y sea paralelo al plano
r=3X-y+2z+1=0.
Como el vector normal a 77z es N = (3,—1, 2) , la ecuacion del haz de planos paralelos normales a n

es:
3X-y+22+D=0
Sustituyendo las coordenadas de P en 7 obtenemos:
3:3-2+2-(-1)+D=0=>D=-5

y, por tanto, la ecuacion del plano pedido es: 3x—Yy+22—-5=0.

(2) Hallar la ecuacion del plano que pasa por P(2,1,—1) Yy es paralelo al plano
r=2X-5y+271-2=0
Para ello, sustituimos las coordenadas de P en la ecuacion del haz de planos paralelos a 7 :
H,=2x-5y+2z+D=0
2.2-5-1+2-(-1)+D=0= D=5
Por tanto, el plano pedido es 7'=2X-5y+22+5=0.
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(3) Hallar el haz de planos secantes y el haz de planos perpendiculares a la recta
x-1 y+1 z

1 -1 -1

r

En primer lugar, pasamos de la ecuacion continua a las ecuacion implicita:

Xx-1 y+1
—=—=-X+1=y+1
— _ X+y=0
rEXley_;l:ilj 11 ' :”E{ . 1=0
I _y+1 :il:>y+1=z ymz+i=

Asi, el haz de planos secantesa I' es:
(x+y)+a(y—z+1)=0
y el haz de planos perpendiculares es:
X-y-z+D=0
(ya que su vector normal es el vector director de la recta)

(4) Calcula la ecuacion de la recta cuyo haz de planos perpendiculares es X—Yy+2+D =0, sabiendo
que pasa por el punto P (1,2,3). (Cual es su haz de planos secantes?

El vector director de la recta coincide con el vector normal del hza de plano, luego tenemos que

determinar la ecuacion de la recta que pasa por P (1,2,3) con vector director U, = (1, —1,1) :

. x-1 y-2 z-3

1 -1 1
Por otra parte, el haz de planos secantes se obtiene a partir de la ecuacion implicita de la recta:
x-1 y-2
_ _ - -3=0
. 1.y 2:z+3: 1 1,2 X+Yy
1 -1 1 y-2 z-3 y+z+1=0
-1 1

Haz=(x+y-3)+a(y+z+1)=0

Ejercicio de selectividad
Reserva 1 de 2005, Cuarto Blogue, A).

14. RADIACION DE PLANOS

Supongamos que los planos 7, z' y =" tienen en comun un Unico punto P . Entonces, el conjunto
de todos los planos que pasan por P, recibe el nombre de radiacion de planos de veértice P, y tiene
por ecuacion:

A(Ax+By+Cz+D)+u(A'x+B'y+C'z+D')+(A"x+B"y+C"2+D")=0

Ejercicios de selectividad de repaso
Septiembre de 2000, cuarto bloque, B) Septiembre de 2005, Cuarto Blogue, A)

Septiembre de 2006, Cuarto Blogue, A) Junio de 2007, Cuarto Blogue, A)
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Reserva 1 de 2007, Cuarto Bloque, B, a) Septiembre de 2008, Cuarto Bloque, A)
Reserva 2 de 2008, Cuarto Bloque, A) Septiembre de 2009, Cuarto Bloque, B)
Reserva 2 de 2009, Cuarto Bloque, A) Septiembre de 2017, propuesta A, 4b)
Junio de 2019, propuesta B, 4b) Junio de 2022, 4a) y b)

Julio de 2024, 7b)
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Unidad 5:

ESPACIO AFIN EUCLIDEO

«El que desdefia la geometria de Euclides
es como el hombre que, al regresar a su casa
de tierras extrafias, menosprecia su casa»
H. G. Forder

1. PRODUCTO ESCALAR
PRODUCTO ESCALAR EN V*

Definicion: |

Se define el producto escalar de dos vectores por:
a-b =‘5‘ ‘B‘ cos&(é,B) va, beV?®

donde 4(5, 5) es el angulo que forman los vectores a y b .

Propiedades:

(1) Conmutativa: a-b=b-a
(2) Distributiva: é-(6+6)
(3) (/15)-@6):@(5-6)
4 az0=a-a>0

i o -2
(el nimero real a-a se llama cuadrado escalar y se representa por a )

| Definicion: |

a-b+a-c

Se define el modulo de un vector por:

‘a‘z a-a| VaeV?®

Dos propiedades importantes:
e Desiqualdad de Cauchy-Schwarz: ‘5-5‘45‘ ‘5‘ va,beV?

e Desigualdad triangular: ‘5+6‘s‘5‘+‘6‘ va,beV?

Demostraciones:
(1) Desigualdad de Cauchy-Schwarz

o8| o] ] cos of <[ 5] los t5fl [

donde en (1) hemos tenido en cuenta que [C0S8|<1 VXeR y que ‘5‘ >0y ‘5‘ >0.
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@8] =(a+b)-(a+b)=a +2a-b+5 =[] +2a-b+[5[ <faf +2a-b+J
<[ 2Bl = ) [ 51l

Donde en (1) hemos usado que XS‘X‘ VXxeR | en (2) la desigualdad de Cauchy-Schwarz y en (3)

hemos tomado raices cuadradas en ambos miembros (ya que los radicandos son no negativos).
C.Q.D.

Definicion: |

Los vectores a y b son perpendiculares u ortogonales, alb,cuando a-b=0.

Definicion: |

El vector a es un vector unitario sii ‘5‘ =

Definicion: |
Una base del espacio vectorial V?*, se dice ortonormal cuando sus vectores son ortogonales dos a
dos y unitarios.

A partir de ahora, siempre trabajaremos con la base usual, esto es, con la base ortonormal:
B ={i=(10,0),j=(0,10),k=(0,0,1)}

Expresion analitica del producto escalar:
Si a=(a,a,,8,) y b=(b,b,,b,) respecto de una base ortonormal, entonces:

a-b=ah +ab, +ab,

En efecto:
5-5:(a1f+a2]+agﬁ)~(bﬁ+b2]+b3ﬁ):
—abi +ab,jabk +(ab,+ab)(i-])+(ab+ah)(i-k)+(ab; +ab,)(j k)
:albl+a2b2+a3b

—>2 —>2 —
donde en [1] hemos tenido en cuentaque | =] —k =1y que
0

@

i-j=i-k=j-k=
por ser ortonormal la base.

Expresion analitica del modulo: Si a =(a,,a,,a,) respecto de una base ortonormal, entonces:

‘5‘:1/af+a§+a§
| =va-a=ag +aaraa =ai+a;+a’

En efecto:

C.Q.D.
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Expresion analitica del coseno de angulo que forman dos vectores: Si a=(2,,a,,3;) y b=(h,b,,b,)
respecto de una base ortonormal, entonces:
- +a,b, +ab
cos&(a,b): 3 +3,0, + ab,
\/af +a,° +a,° \/blz +b,% +b’

Vector perpendicular a un plano: Un vector n es perpendicular al plano 7z, y se escribe n1 7,
cuando es perpendicular a cualquier vector contenido en el plano.

Sea PQ e 7 = Ax+By+Cz+ D =0 cualquiera. Si P(pl, P,, pg) y Q(ql,qz,qg), se tiene que
Ap, +Bp,+Cp,+D =0
Ag, +Bg, +Cqg,+D=0

}:A(ql— p,)+B(d—p;)+C(d—p;)=0

es decir, el producto escalar del vector ﬁj = (ql =Pl =Py 0;— p3) y del vector ﬁ:(A, B,C) €s cero,
luego

n=(AB,C)Lz=Ax+By+Cz+D=0

Ejercicios:
112. Sean los vectores x=(1,-5,2), y=(3,4,-1), z=(6,3,-5) Y w=(24,26,-6). Halla los
siguientes productos escalares: X-y, X-z, W-WYy W-zZ

113. Halla el angulo que forman estas parejas de vectores:
) u=(4,-13) y v=(3,0,2)

) u=(54,-1) y v=(2,-3,-2)

114. ;Determina a para que el angulo que forman a=(1,2,2) y b=(-3,1,a) mida 60°?

115. Decide si el triangulo de vértices A(-2,4,0), B(3,-3,1) y C(6,—2,4) es rectangulo,
acutangulo u obtusangulo.

116. Si uyv son vectores ortogonales y unitarios, halla los posibles valores del parametro real

a para que los vectores u+av y u—av formen un angulo de 60°.

Indicaciones: el producto escalar correspondiente se efectia «como si fuera un producto de
polinomios» y para calcular los médulos hay que tener en cuenta la definicion de médulo.

Nota 1: posicion relativa de una recta y un plano

Usando el vector normal al plano, se entiende mucho mejor lo visto en el apartado 11 de la unidad anterior
(1@ forma de estudiar la posicion relativa de una recta y un plano), y que se puede escribir en la forma:

Sear= {PI} unarectay z = Ax+ By +Cz+D =0 un plano, con vector normal N_= (AB,C).

Se pueden presentar las siguientes posiciones relativas:

. Ur/(n,[ < I y 7 secortan en un punto
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— — |Pexr=rcx(r contenidaen r)
e u Ln,
P£r=r| z (ry r paralelos)

P P
o IR / Vs
Recta y plano, secantes Recta paralela al plano Recta contenida en el plano
(en un punto)

Nota 2: posicion relativa de dos planos

Sean 7=AX+By+Cz+D=0y 7'=A'X+B'y+C'z+D"'=0 dos planos con vectores normales
n_;; = (A’ B’C) y E = (A', B'C '), respectivcamente.

Se tienen las siguientes posiciones relativas:
e N J/f n.. = Planos secantes (en una recta)

. ” . Paralelos:Per=>Pe¢r'
[ ]
Coincidentes:Pez=>Pex'

T '

T,
TT.
Planos coincidentes
Planos paralelos

A B C D
Planos secantes (en una recta) A_B_C.D A B C' D'
A B C A' B' C' D'
A' B' C'
Ejercicios de selectividad
Junio de 2008, Cuarto Bloque, B) Junio de 2014, Propuesta B, 4)
Junio de 2018, propuesta B, 4a) vy b) Julio de 2023, 8b)
Modelo 1 de 2024, 3b) Modelo 2 de 2024, 8b)

2. ECUACION NORMAL DEL PLANO

Sea 7 el plano determinado por el punto A y los vectores directores v y w, y sea N un vector
perpendicular al plano. Entonces, la ecuacion del plano 7 se puede escribir en la forma
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n~(§<—5):0

Si ademaés el vector n es unitario (o lo dividimos por su modulo), la ecuacién anterior recibe el
nombre de ecuacion normal del plano.

Si 7=Ax+By+Cz+D=0, se tiene que n=(A, B,C) es un vector perpendicular al plano y, por tanto,

la ecuacion normal del plano 7 con vector normal n que pasa por el punto A(a,,a,,a,) viene dada
por:

A(x-a,)+B(y-a,)+C(z—-a,)+D=0

Ejercicio:
117. Halla la ecuacioén normal del plano x—2y+3z+5=0 que pasa por el punto A(1,-12).

3. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO. ESPACIO
EUCLIDEQO

El espacio vectorial V* dotado con el producto escalar se denomina espacio vectorial euclideo. El

espacio afin E® asociado al espacio vectorial euclideo, se llama espacio euclideo o0 espacio afin
euclideo.

Ademas, dicho espacio se puede convertir en un espacio métrico (espacio en el que hay una métrica,
esto es una forma de medir), definiendo la distancia entre dos puntos, a partir del producto escalar.

| Definicion: |
Si A(a,a,,a;) y B(b,b,,b,) respecto de un sistema de referencia ortonormal, se define la
distancia entre Ay B por:

d(A,B):‘@‘:\/(bl—al)z+(b2—a2)2+(b3—a3)2

Propiedades:
(1) d(AB)=0 Y d(AB)=0< A=B

(2) d(AB)=d(B,A)
(3) d(AC)<d(AB)+d(B,C) VAB,CeFE’

Demostracion:
(1) d(A,B)=0 por como hemos definido la distancia.
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Vamos a demostrar que d(A,B)=0< A=B:
=)d (A B)=0=|AB|=0= AB=0=>A=B
<) A=B= AB=0=|AB|=0=d(AB)=0

(2) d(A B)=|AB|=|BA=d(B,A)

) d(A,c):\m\:\E+%\(§)\E\+\ﬁf\:d(A,B)+d(s,c)

donde en (1) hemos usado la desigualdad triangular.

Ejercicios:
118. Calcula la distancia entre los puntos A(1,-2,-3) y B(-2,-1,3).

119. Halla el valor del pardmetro a para que la distancia entre los puntos A(La,2) y B(5,3,2)
sea igual a cinco.

4. PRODUCTO VECTORIAL
| Definicion:
Si a=(a,a,,a) y b=(b,b,,b,) respecto de una base ortonormal, se define el producto

vectorial® de a y b por:
)
}Edet a a,

aAsz[
b b,

donde en la «ultima igualdad» se entiende que estamos calculando el
determinante de las coordenadas (escritas por filas) de los vectores

a &
b b,

a, &
b, b,

o &
b by

L =

)

(ox

3

— - —

respecto de la base ortonormal usual {i, j,k} .

El sentido es el del avance del sacacorchos, que girade a a b siguiendo el camino mas corto.

Fuente: https://www.geogebra.org/m/TDsyaheC

® También se suele representar por x.
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Observacion:
La igualdad ix j =k ayuda a visualizar el sentido del producto vectorial.

Propiedades: a,beV®y1eR

Q) \§A6\=‘5‘ ‘B‘ ‘Sen&(a,ﬁ)‘ (6) 5/\(5+E):5/\6+5/\6

(2) anb esortogonalaayab 7) (5+E)A5:5A5+6A5

(3)Sia=0 0 b=0=aAb=0 (8) anb=0<« ay b linealmente dependientes
()] arb=-baa (9) No verifica la propiedad asociativa

(5) ﬂéABZéAﬂBZﬁ(aAB)

Ejercicio:
120. Calcula el producto vectorial de los vectores u =(1,-2,5)y v =(3,1,-2).

Interpretacion geométrica: |

Sean OA y OB los representantes de u y v con origen en O. Entonces, el modulo del producto
vectorial es el 4rea del paralelogramo OACB determinado por OA y OB':
B C
v ‘ﬁ /\\7‘ = Area(OACB)
u
© A
En efecto.
Si consideramos el paralelogramo determinado por los vectores u y v se tiene que:
C Area = ‘GH@‘ = ‘G“\?‘sen a
Yy, por tanto:
B} ‘ﬁx\?‘:‘ﬁmsenaz
u
A = Area del paralelogramo determinado por uy v

Ejercicio:

121. Hallael valor de a para que al efectuar el producto vectorial de u=(1,2,a) y v=(a,3,1) se

obtenga el vector w=(-4,3,-1).

Ampliacion: aclaracion

El producto vectorial de dos vectores, se define en un sistema de coordenadas orientado,
como el vector perpendicular al plano generado por los dos vectores definidos con dicha
orientacion. Su definicion viene dada por la expresion

éxﬁz‘é‘ ‘6‘ senéd n
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donde 6 = 4{5, B} y N es un vector unitario ortogonal al plano generado por los mismos.

La dependencia de la orientacion, crea un «pequefio» problema cuando uno cambia de
sistema de referencia, dado que un «verdadero vector» no deberia cambiar de direccién
al cambiar de orientacion. Por ello, el producto vectorial no es un «verdadero vector», y
es lo que se denomina pseudovector o vector axial, de ahi que su modulo tenga unidades
de area y no de longitud, como se deduce de la propiedad (1) y de su interpretacion
geomeétrica.

Otra definicion alternativa es la siguiente:

Sean a,b eV 3. Se define el producto vectorial de ambos, como el vector libre anb
que verifica:

a) ‘5/\6‘ = ‘5‘ ‘5‘ ‘sen&(é,ﬁ)‘

b) aab esortogonalaayab

c) Elsentido de aAb es tal que la orientacion de la terna (5,5, 51/\5) es positiva
(regla del sacacorchos).

A partir de esta definicion es facil deducir la que nosotros hemos dado en coordenadas.

Ejercicio de selectividad
Junio de 2008, cuarto blogue A).

S. VECTOR DIRECTOR DE UNA RECTA Y VECTOR
NORMAL DE UN PLANO

Si larecta r estad dada como interseccion de los planos 7, y 7, ,
r={ﬂ1 = AX+By+Cz+D=0
7,=A'X+B'y+C'z+D'=0
se tiene que

Ve = nﬂ1 Xnﬂ_z

es un vector director de la recta I', donde N, =(AB,C) y n_=(A"B"'C"), yaquesi ur esun
vector director de I, se tiene que Ur es perpendiculara N, ya N, y, como consecuencia, podemos
tomar Vr =N_ XN como vector director de larecta I' .

X=a +UuA+vu

Por otra parte, si 7 ={y=a, +U,A+V,u son las ecuaciones paramétricas del plano 7, entonces
Z=a,+UA+Vou

n;TIUXV
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—

con U =(U;,U,,U;) Y V=(V,,V,,V;), es un vector normal a 7.

Ejercicio:
122. Obtener un vector director de cada una de las siguientes rectas, usando el producto vectorial:

. 2X+y+2=3 o) 1. = X+y=0 - X+2=8
8 h= x—y-2z=1 )= X—-2y+2=5 ©) %= y+z=4

6. AREA DEL TRIANGULO

Sea ABC el triangulo de Vértices

A(a17a2’a3)’ B(b17b27b3) y C(Cl,CZ,C3)
Entonces, el area de dicho triangulo viene dada por:
i j k
10— ——=|_1
S=E‘AB/\AC‘EEdet b-a, b,—-a, b,—a,
-8 C—-a C—& yo

Ejercicios:
123. Calcular el area del triangulo de vértices A(2,1,0), B(3,2,1) yC(4,2,-1).

124. Dados los vectores G=(1,2,3) y\7=(3,1,0), calcula el area del triangulo que determinan
dos representantes suyos, con el mismo origen, al unir sus extremos.

Ejercicios de selectividad

Reserva 2 de 2007, cuarto blogue, B, a) Junio de 2011, propuesta B, 4a)
Junio de 2012, propuesta A, 4a) Septiembre de 2020, 6b)
7. PRODUCTO MIXTO

_Definicién: |

El producto mixto de los vectores a, by ¢ se define por:
[5,5,5] = 5-(5/\5)

Interpretacién geométrica: |
Sean OA, OB y OC los representantes de a, by ¢ con origen en O . Entonces, el valor absoluto
del producto mixto de a, b y ¢ es igual al volumen del paralelepipedo OBDCAFEG determinado

por OA, OB y OC .
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v (paralelepipedo determinado por a,b y E) = .

o5 '*

V (OBDCAFEG) = OA, 0B, OC |

ya que .
V (paralelepipedo) = A . -altura = ‘BXE‘-altura - [ h = altura
= ‘BxéHé‘cosx{é,BxE}H = ‘[5, b, EJ‘ ° b

Expresién analitica del producto mixto: Sean a=(a,,a,,a,), 0=(b.b,,0) y c=(c,c,.c,).
Entonces:

o 8 q
[ab,c|=det|b, b, b,
Cl C2 C3
En efecto:
o g o - - ~\ (b > = b|-
[a,b c]:a(b/\c)=(a1i+a2jJrask)-(b2 2i—Z: 22 j+2: b2 k]:
3 3 3 3
a4 8
b, b b b .
=al|°’ 3—a2bl 3+a3bl ?l=det| b, b, b, =det(a,b,c)
CZ CS CZ CS Cl CZ I C C
1 2 3

Propiedades:
(1) Antisimétrica

ab,c]-[c.ab]-[b.ca]-[b.ac]--[ach]--[cb4]

c
|=[ab.ac|=4]ab.c]

(3) | a, b, EJ =0< a, by c son linealmente dependientes (coplanarios o proporcionales)

Ejemplos:
1) Calcula el producto mixto de los vectores U=(1,5,6), v=(-12,-3) y w=(2,0,-2).

Lo calculamos en primer lugar, aplicando la definicion:
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i ]k
[uv,w|=u-(vAw)=(156)-det| -1 2 -3 |=(156)-(-4,-8,-4)=-68
2 0 -2
Ahora, lo calculamos utilizando la expresion analitica:
1 5 6
[uv,w|=det| -1 2 -3|=-68
2 0 -2

2) Vamos a calcular el volumen del paralelepipedo de vertices A(1,2,1), B(1,4,1), C(-2,2,1) Y
D(14,5):
Calculamos los vectores AB, AC Y

R

AD:

AB=(0,2,0), AC=(-3,0,0)
AD=(0,2,4)
Se tiene que:
Vo = 48,56,5] -

paralelepipedo
AB,C,D

0 20
=|det| -3 0 0[=241°
0 2 4

3) Dado el paralelepipedo formado por los vectores U=(1-2,3), v=(1-32) y w=(-1-2,-2),

calcula su altura respecto de la base formada por los vectores U y Vv .

El volumen del paralelepipedo es

1 -2 3
V=[uvw]-ldet| 1 -3 2 |=}-5=50
-1 -2 -2
Como la base esta formada por los vectores u y v, el area de la base es
i j ok
uxv|=det| 1 -2 3| =|(51-1)|=3V3u’
1 -3 2
y, por tanto, teniendo en cuenta que
V=Ah
resulta que
h= o % u
33 3
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8. VOLUMEN DEL TETRAEDRQO

Sea ABCD el tetraedro de vértices A, B, C yD. Trazando por B, C y D, planos paralelos a las caras

opuestas, se obtiene un paralelepipedo cuyo volumen es seis veces el del tetraedro, ya que este es la
tercera parte del volumen del prisma triangular ABCDFE , que a su vez es la mitad del volumen del

paralelepipedo ABHCFGED.

volumen del tetraedro viene dado por:
D

A
a a a 1 ) .
v-1[A8,AC AD |- Zjoet > % >
6 6 c, ¢ ¢ 1
B
d d, d, 1 .

es decir, es un sexto del valor absoluto del producto mixto de los tres vectores.

Expresion vectorial y analitica: sea ABCD el tetraedro de vértices A B, CyD. Entonces, el

Ejemplo:
Dados los puntos A(1,1,1), B(1,3,-3), C(-3,-11) Y D(2,3,4):

a) Calcula el volumen del tetraedro A, B, C, D.

3
b) Calcula un punto P e OX tal que Vigygearo =1 U
AB,.C.P

a) El volumen del tetraedro es:

0 2 —4
vzl‘[ﬁ,ﬁ,ﬁ]‘:ldet 4 2 0 |=B_gy
6 6 6
1 2
donde AB =(0,2,-4), AC =(-4,0,0) y AD=(1,23).
b) Sea P(x,0,0) e OX . Se tiene que:
0 2 -4
V:l‘[ﬁ,ﬁ,ﬁ]‘:ldet 4 0 0 |=1}-8x-16/=1=|8x-16=6=
° o lxr a1 ®

Matematicas Il Espacio afin euclideo
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8x-16=6=x=2t0_ M Pl(—l—l,o,oj
-8 4 4

8x-16=—6=x= "0 __S_p (—ﬁ,o,oj
8 4 4

Ejemplo:
Calcula el volumen de una piramide que tiene por base el triangulo ABC y por Vértice el punto

D(3, —1,1), siendo A(5,0,0), B(O,l,O) y C(0,0,—S)_

Sabemos que Vpirémide = % Sbase -h.

Calculamos
i
11— —
=E‘AB><AC‘:det 5
-5

donde AB =(0,1,0)~(5,0,0)=(~5.1,0) y AC =(0,0,-5)~(5,0,0)=(-5,0,-5).
Calculamos ahora h=d(7,D), donde 7z = {AEE} :

153 ,

k
1 1
0 |=5l-s —25,5)\:5\/(—5)2+252+52 -==

Spae =95

base triangulo

O P e

-5

x-5 -5 -5
r=det] y 1 0 |=-5x-25y+52+25=0=7r=-x-5y+z+5=0
z 0 -5
h=d(z D)= |_32+5+1+25| _8¥3
NE R IT
Asi,
v 115383 20
piramide — -
3 2 9 3
Ejercicios:

125. Calcula el volumen del tetraedro que determinan los vectores u=(2,3,3), v=(-2,9,1) y
w=(-121).

126. Calcula el volumen del tetraedro que determina el plano 2x+4y+z—-8=0 al cortar a los
planos coordenados.

Ejercicios de Selectividad
Junio de 2012, propuesta A, 4b) Julio de 2020, 6b)

Junio de 2021, 5) Julio de 2022, 6a)

97

Dpto. de Matematicas Geometria



Cipri

9. VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE CUADRANGULAR

Consideremos la piramide que tiene por base el D p

cuadrilatero ABCD, Yy otro vértice P no situado en el z A
plano en el que estan situados los puntos A, B,CyD.

El volumen de la pirdmide es:

1

V ==S,. N
3

base

pirdmide

donde la superficie de la base se puede calcular con la >
férmula vista en el apartado 4 como el area de un

cuadrilatero y la altura es la distancia del vértice al plano X

de la base, para la que también veremos una formula.

Ejemplo:
Consideramos la piramide recta de base un paralelogramo de vérices A(1,-3,0), B(5,-11),

C(2,4,0) y D.

a) Calcular el punto D.
Si el vertice de la piramide es Vv (-2,1,13), calcular:

b) La altura de la piramide.
c) Elvolumen de dicha piramide.

a) Calculamos el punto D:
AD =(d,,d,,d,)—(1,-3,0)=(d, ~1,d, +3,d,) donde D =(d,,d,,d,)
BC =(2,4,0)—(5,-1,1) =(~3,5,-1) |
d-1=-3=d,=-2
por tanto, <d,+3=5=d,=2 = D(-2,2,-1).
d,=-1

Sabemos que AD = BC = {

b) Calculamos el plano que determinan A, B, CyD:

AB =(5,-1,1)—(1-3,0)=(4,2,1) x-141

S =>xz=det| y+3 2 7|=0=>7=-7x+y+26z=0
AC =(2,4,0)—(1,-3,0)=(1,7,0) . 10

Altura de la pirdmide: distanciade 7 a v

|-7-(-2)+1+26-13+10] 373

d(zV)= = u
J(=7) +2% + 267 726
c) Area del paralelogramo A, B, C, D:
ik
Avusogro =|ABX AC| =|det| 4 2 1 |=|(~7,1,26)[=J(-7)" +12 + 267 =116 u?
AB,C,D 1 7 0

Volumen de la piramide:
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1 1 ~ 373 373
V = — -h:—.ll 6.—:_ u3
Piramide 3 A)ase 3 726

AB.CDV N, 3

10. ANGULO ENTRE RECTAS
Sean r ys dos rectas del espacio euclideo. EI angulo que forman estas dos rectas, tanto si se cortan

como si no se cortan (se cruzan), se reduce al caso en el que se cortan, pues si Se cruzan podemos
tomar el &ngulo que forma una de ellas con la paralela a la otra, por un punto de la primera.
El dangulo que forman las rectas r y s coincide con el &ngulo que forman las rectas r y s*, donde s*

es una recta paralela a la recta S que pasa por un punto P de larecta I'.

Como las rectas s ys' son paralelas tienen el mismo vector director, luego el angulo que forman las
rectas r y s viene dado por el angulo que forman sus respectivos vectores directores.

Definicion: |
Llamamos angulo que forman dos rectas (tanto si se cortan como si se cruzan) al menor de los
angulos que forman sus vectores directores:

]
«{r,s} =arccos i——;
ul’ uS
Ejemplo:
) X+y+z2-2=0 3X+2y+2+2=0
Calculamos el angulo que forman las rectas r = y s= .
2X—-y+2z-1=0 —X—-y+2+2+1=0

Los vectores directores de las rectas son:

i ] K i ]k
0 =det|1 1 1|=3i-3k=(30,-3) y u,=det| 3 2 1|=5i-7j-k=(5-7,-1)
2 -1 2 -1 -1 2

El &ngulo que forman es:

|

[
[

r

«{r,s} =arccos—

r

S

(3.0,-3)-(5,-7,-1)| J6

=arccos— =60°39'58,05"
V3 (-3) 5+ (-7)" + (-2 5

= arccos

u

c

S
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Caracterizacion de la perpendiuclaridad de dos rectas: |

rJ.sc><r{E,@}=90°

Ejercicios:
127. Estudia la posicion de las rectas r y s, y halla el angulo que forman:
x =3t
X—y=3
r= s=qy=1+2t
y+z=15
z=—14+5t

128. Determina el angulo que forman las siguientes parejas de rectas:
x-=1 y+2 z-1 x+1 y-1 z-2

= S=
3) 6 4 2 3 2 4
Xx=1-t
3 —4 2
1=2+2t

Ejercicio de Selectividad
Reserva 2 de 2010, propuesta B, 4).

11. ANGULO DE RECTA Y PLANO
_Definicién: |

Sea r=x=a+AU unarecta, 7=Ax+By+Cz+D=0 unplano, N un vectornormala 7 y «

el angulo agudo que forman r y . Dicho angulo se define como el complementario del angulo
agudo que forman un vector director de la recta y un vector normal del plano:

sena:‘cosi(ﬂ,ﬁ)‘

r

t 0N,
- sena =|cos(90°—a)| = {=—
i u,|[n_
000—a | A
_ r |Au, + Bu, + Cu|
. o = arcsen —————rF—"—
' \/u1+u2+u3\/A +B°+C

Ejemplo:
Determinamos el angulo que forman la recta r=

r=2X-5y+7z-11=0,

x-3 y+1 z-1

el lano
2 5 -1 y P
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El vector director de la recta es U, =(2,5,~1) y el vector normal del plano es N, =(2,-5,7). Asi:

u 2,5,-1)-(2,-5,7
a= arcsenu arcsen ‘( ) ( )‘ =arcsen 28 =35%22'5,54"
u|In, J2 45 + (1) 2 +(-B) + 7 V/304/78
Condici6n de perpendicularidad de recta y plano: |
rlreinea_b_%
A B C
Condicién de paralelismo de recta y plano: |
anc:iﬁ:0c>Aw+B%+C%:O
Ejercicios:
) X-3 'y z2-2
129. Calcula el angulo que forman la recta — "1 3 con el plano x+3y—-z+1=0.

130. Halla, en cada caso, el angulo que forman la recta y el plano:
X+1 y+3 z

) =TT e
X=t

b) r=qy=1+2t r=2Xx-y-2=0
z2=-2

r=X-2y-2+1=0

12. ANGULO DE DOS PLANOS

| Definicion: |

Sean 7=AXx+By+Cz+D=0, 7’=A'X+B'y+C'z+D'=0 dos planos y n y n' vectores
perpendiculares a 7y ' respectivamente (por ejemplo, ﬁ:(A,B,C) y n'= (A,B',C")). El
angulo agudo formado por los dos planos esta determinado por:

cosa =‘cos4(ﬁ,ﬁ')‘

O en coordenadas:

|AA'+BB'+CC|

JR 1B +C7 (A +(BY +(CY

COSax =
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Condici6n de perpendicularidad de dos planos: |
nln'<n-n'=0s AA+BB'+CC'=0

Ejercicio:
131. Calcula el &ngulo que forman los planos:
a) a=7z=3Yy f=X-y+22+4=0
b) 7=2X-y+z-1=0y n'=x+z+3=0

Ejercicio de Selectividad
Reserva 1 de 2008, cuarto bloque, A)

13. DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO Y DE UN

PLANO A UNA RECTA
Definicidn: |
La distancia del punto P(p,, p,, p;) al plano
7=AX+By+Cz+D=0
es la distancia del punto P al punto Q, que es el punto de interseccion del plano con la
perpendicular a 7 trazada por P.

En coordenadas se tiene:

|Ap, + Bp, +Cp, + D|
JA? +B?+C?

d(P,ﬁ):

En efecto:
PPy P, Ps)

Q(a,.9,.9;) P

7=Ax+By+Cz+D=0

Se tiene que d(P,ﬂ)zd(P,P')z‘PT"‘:‘@"

Por otra parte, ﬁ-@Z‘ﬁH@‘COSa y CoSa = }_R} luego N-QP = ‘ HQP‘}_R} como
consecuencia, HFT :‘@" Asi, d(P,ﬂ)Z‘@‘Z "H‘P‘ (hemos tomado el valor absoluto del
n
producto escalar, para asegurar que la distancia es no negativa).
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Expresamos en coordenadas la expresion obtenida:
QP =OP-0Q =(p,~, P, ~0,, P~ S
. (P = P2 =z s =) =n-QP=A(p,—q,)+B(p,~0,)+C(P;—0) =
n=(AB,C)
:Apl+sz+Cp3—(Aq1+Bq2+Cq3)(—T)Apl+Bp2+Cp3+D
donde en (1) hemos tenido en cuenta que Q(ql,qz,q3)err y, por tanto, Ag, +Bq,+Cqg,+D =0, de
donde Ag,+Bq,+Cg,=-D. Asi,
:|Apl+Bp2+Cp3+D|

A% +B? +C?

d(P,7)

CQ.D.

Ejemplo:
Calculamos la distancia del punto P(3,2,-1) al plano 7=X-3y+52-4=0.

Se tiene que
|Ap, +Bp, +Cp, +D| [3-3-2+5:(-1)—4] 1235
— = = u
JA + B2+ C2 JE+(-3) +5 J35

d(P,ﬂ')

Como consecuencia;:

Definicion: |
La distancia de un plano 7 a una recta r paralela a él, coincide con la distancia de un punto
cualquiera P. er al plano .

d(r,z)=d(P,,7z) dondeP, er

Si la recta esta contenida en el plano o es secante con él, entonces:
d (r, 7r) =0

Ejemplo:

Calcular la distancia de larecta r = Xx-3 = y-1 _zt

1
al plano 7=Xx+5y-2=0.
1 3 p y

Como r||7 ya que J, =(-213)L n: =(1,5,-1), se tiene que d (r,z)=d(P,z) dondeP er.
Tomando P, (3,1,-1), resulta que:

3+51-(-1)] 3 y

Jr+52+(-1)° 3

d(r,7)=d(P,7)=

Ejercicios:
132. Halla la distancia del punto P(2,1,0) al plano 7 =2x-3y+z—-2=0.
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X=2-A+u

133. Halla la distancia del punto P(2,1,0) al plano 7 =1y=31-2u
2=1+1-2u

134. Calcula la altura trazada desde el vértice D del tetraedro determinado por los puntos
A(2,0,0),B(-13,2), C(1,-4,-1) y D(0,0,0).

Indicacion: Halla el plano determinado por los puntos A, By C, y la distancia del punto D a ese

plano.

Ejercicios de Selectividad: distancia de un punto a un plano
Junio de 2000, primer bloque, B) Junio de 2006, cuarto blogue, A, b)

Septiembre de 2007, cuarto bloque, B) Septiembre de 2008, cuarto bloque, B)

Reserva 2 de 2011, propuesta B, 4)

Ejercicios de Selectividad: distancia ente una recta y un plano
Junio de 2004, tercer bloque, B) Septiembre de 2011, propuesta B, 4)

Junio de 2013, propuesta A, 4)

14. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Definicion / caracterizacion:
Sea P(p,, p,, p;) unpuntoy r larecta determinada por un punto A(a,,a,,a,) y un vector director

u, = (U, Uy, Uy ). A
z

Como S(ABCP)z‘@‘h:‘ﬁ‘d(P,r), la distancia
del punto P alarecta I se puede expresar por:

d(P,r):%

donde B es un punto arbitrario de la recta distinto de
Ay S(ABCP) es la superficie del paralelogramo X

determinado por AP y AB.

Caracterizacion: |
La formula anterior, se puede escribir como sigue:

0 < AP

u

d(P,r)=

r

En efecto:
El area del paralelogramo PABC es:
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Area = Base- Altura =|u, |-h
Area = Exﬁ‘
y como h=d(P,r), igualando y despejando h:
N Y
ul-h= urxAP‘:>h: —
ul’
«De otra forma»:
P Se tiene que
d(P, d(P,r
AP sena=i= (%Q)= L) [1]
AP |AR|  |AP]
) % - y cOmo Ixﬁ‘ =|u, Nj‘sena, resulta que
AL Q r= {A u,}
;< AP
sena="——— [2]
u||AP
Como consecuencia de [1] y [2] se tiene lo que queriamos. C.Q.D.

Para calcular la [distancia del punto P a la recta I'|, podemos usar, ademés de la formula, los

siguientes métodos:
(1) Método del plano perpendicular

. Tlr
)] Calculamos un plano 7 tal que {
Per

i)  Hallamos P'=7 NI (punto de corte de 7 y de ).
i) d(P.,r)=d(P,P)=|PP]

(2) Método del punto genérico
)] Tomamos P, er genérico (que dependera de A)

i) Hallamos P—P; (que dependeré de 4)
iii) Imponemos que PT%J_r (< PTD;-I=%, de donde

se obtendra un Gnico valor de A.

iv) Sustituimos el valor de 4 obtenido en las ecuaciones
parameétricas de la recta, obteniendo el punto P".

V) d(P,r):d(p,p'):‘PTy‘

r

Ejemplo:
x =1 - 24
Calcular d(P.r), donde P(516) y r=ly = - 4.
z = 5 + 4
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(1) Método del plano perpendicular
i) z={Pu|=-2(x-5)-(y+1)+(2-6)=0=7r=2x+y-2-3=0

iy P'=rnr=2(1-24)+(-4)-(5+1)-3=0= 1=-1= P'(3.14)
i) d(P,r):d(P,P')=\F’—F"\=\/(—2)Z+(‘2)2 =\8=2V2u
donde PP'=(3,1,4)-(516)=(-2,0,-2)

(2) Método del punto genérico
i) Pr (1— 24, —/1,5+ﬂ) €l genérico

i)  PP=(516)-(1-24,-45+1)=(4+24,-1+ 41+ )

iy PPLu ©PPuU=05(4+24,-1+21+1)(-2-11)=0=>A=-1
iv) P'(3,1,4)

W d(P)=d(P,P)=[PP= (-2 +(-2) =VB=22 u

donde PP'=(3,1,4)-(516)=(-2,0,-2)

Ejemplo:
Calcular la distancia del punto P(-6,4,-3) a larecta rs%:y—_f:ilz.
;< AP _
Aplicamos la formula d (P,r)="——=—" con A(0,4,-2)eryu, =(-6,-4,1).
l"II’
Se tiene que
AP =(-6,0,-1)
i ] ok
U xAP =det| -6 -4 1 |=4i-12]-24k =(4,-12,-24)
-6 0 -1
y, por tanto,
ujxﬁ 4% +(-12)* +(-24) 4
d(P,r)="—= ‘:\/ +(12) (24 _ 44299 u=532u
u, J3) +(-ay 2 13
Ejercicios:

135. Halla la distancia del punto P(2,1,0) alarecta r=x=2=

N <

-2
1

136. Calcula el area del triangulo que forman los puntos A(2,0,0),B(-13,2) yC(1,—-4,-1).

Indicacién: toma, por ejemplo, como base el lado AB vy la altura sera la distancia del vértice C a
la recta que determinan los puntos Ay B.
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Ejercicios de Selectividad
Reserva 2 de 2007, cuarto bloque, A) Reserva 1 de 2009, cuarto bloque, B)

Septiembre de 2010, propuesta A, 4) Junio de 2015, propuesta A, 4, a)

15. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

Entre rectas secantes o coincidentes:
Sean r yr' dos rectas secantes o coincidentes. Se tiene que |d (r, r ) =0

Entre rectas paralelas: |
Si ryr' dos rectas paralelas, entonces

T
d(r,r)=d(r,P.)|="—=—
u

r

donde P eryP.er".

'
-

éd(r,r')

Entre rectas que se cruzan: |

Sean ryr' dos rectas que se cruzan. La distancia entre las rectas r yr' es igual a la distancia
entre dos planos paralelos 7z y 7' que contengan respectivamentea r yr"'.

X=a + AU, X=a'+uu'
Sidy=a,+Au, y 1y=a',+uu’, setiene que:
Z=a,+Au, Z=a';+puuy
U U, Uy
 — det| u’ u' u'
d(r,r')= det(u:urLAA)‘ = all_zai a'fazz a5 & :
Uy Al ‘ \/u u u, u u u
2 3 + 3 1 + 1 2
u', u’| u'; uy| u’ ub,

donde U, =(u,,U,,U,), U, =(u’,u’,u'), A(a,a,a,) esunpuntode r y A'(a,',a,'a,") esun
punto de r'.

En efecto:
El volumen del paralelepipedo €s V. .cepipes0 = Avase N Y
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Vparalelepipedo = H:ur ' US ’ ArAr :”

i Uy, U ACA
Abase:urxur' :>d(r,r'):‘[ — = j”
u, xu,.
h=d(P,Q)=d(r,r’)
C.Q.D.
p
A
v
Q ! *
|

\7//'“_____7[__ L

ST |

\j

Entre rectas que se cruzan: |
La distancia entre dos rectas que se cruzan, r yr', coincide también con la distancia de una de
ellas, r, al plano que contiene a la otra, r', y es paraleloa r .

Teorema: |

Dadas dos rectas que se cruzan, siempre existe un plano que contiene a una de ellas y es paralelo a
la otra.

Para calcular la distancia entre dos rectas I' y S que se cruzan, podemos usar, ademas de la formula,
los siguientes métodos:

(1) Método del plano paralelo

d(r,3)=d(3,7r) donde 7 esun plano tal que {””S

rcrz

(2) Método del vector variable
)] P. er punto genérico de I' (depende de A)
i) P, €s punto genérico de S (depende de x)

iii) Calculamos el vector P.P. (conorigenen I yextremoen s ), que depende de (/1, ,U)-

iv)  Imponemosque PP, Lty PP Ls (PP-u =0=PP u,)y obtenemos (4, ).

V) Sustituyendo A4 y u en las ecuaciones de I' y S, respectivamente, obtenemos dos
puntos Rer y S€S.
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vi)  d(r,s)=d(R,S)=|RS|

Ejemplo:
x = 5 + A X = 4 + 3u
1) Calcular la distancia entre lasrectas r =<y = -1 ys= =3 - u.
z = 8 + 24 Z = 5 + 4u

(1) Método del plano paralelo

dE . y —
Hallamos un plano 7 tal que ; ﬂz{R,u,,us} o0 también ﬂz{P,,urxus}
rcrz
Xx-5 1 3
m=det| y+1 0 -1|=0=>7=2x+2y-2=0
z-8 2 4

2-4+23-5 _,
22422 4(-1)°

d(r,s)=d(s,7)=d(P,,7)= u

(2) Método del vector variable
i) Punto genérico de T P.(5+4,-1,8+21)
ii)  Punto genérico de S: P, (4+3u,3— u,5+4u)

iii) Vector genérico:
PP, :(4+3,u,3—y,5+4,u)—(5+/1,—1,8+2/1):(—1+3y—l,4—,u,—3+4y—2/1)
iv)  Imponemos que ﬁ lry ﬁ Ls:
PP Lr=5+51-11u=0
e }:(ﬂ,,u):(?,,z)
PP, 1Ls=19+111-26u=0

V) Sustituyendo en I' yen S obtenemos los puntos:
R(8,—1,14) y 8(10,1,13)

vi)  d(r.s)=d(RS)=[RS|=/(10-8) +(L+1)" + (13-14) =3u

Yy _

X Z
-1 1 1

2) Calcular la distancia entre las rectas r = %2 = % = 2;14 ys

Consideramos los puntos P, (2,0,4) y P,(0,0,0), Se tiene que ?PS=(—2,O,—4), UT=(& 21) y
U, =(-111) y, asf:
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det

PP,u_,u,
d(r,s)=‘[ — ]=

oW N
, N O
NN

22 1142

(L-4.5) :\/12+(—4)2+52 21

u

i j ok
donde |u, xu|=|det| 3 2 1|=|(1-4,5)|
111
Ejercicios:
137. Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas:
AL S V. R S 3
A =TT YT 3T
2x—-3y=0
b) rEx+1:y+1:z+1 y s= y
-1 -1 -1 2y—-3z=0
138. Halla la distancia entre los siguientes pares de rectas:
2x+y—-2=0 2x-3y=0
a) r= =

b) r es la recta que pasa por el origen de coordenadas y el punto P(-1,2,1),y s esla
recta que pasa por el punto Q(1,1,1) y es perpendicular al plano 7 =Xx=0.

Ejercicios de Selectividad
Otra propuesta 1, 2001, sequndo bloque, B, b)  Septiembre de 2004, cuarto bloque, B, b)

Reserva 1 de 2007, cuarto blogue, A, b) Reserva 2 de 2012, propuesta B, 4)

16. DISTANCIA ENTRE DOS PLLANOS
Planos coincidentes o que se cortan: |

Si los planos son coincidentes o se cortan, la distancia es cero: |d (72'71') =0

Planos paralelos: |

Si los planos son paralelos, la distancia entre ambos es igual a la distancia entre cualquier punto P
de uno de los planos al otro:

d(ﬂ',ﬂ"):d(Pﬂ,ﬂ") donde P, ez

Ejercicio:

139. Halla la distancia entre los siguientes planos:
a) 7=2x-2y+3z=0y n'=4x—-4y+62=12
b) 7=3x-3y=0y n'=x-y=1
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Ejercicios de Selectividad
Otra propuesta 1 de 2000, primer bloque, B) Septiembre de 2004, tercer blogue, B)

Junio de 2007, cuarto bloque B)

17. PERPENDICULAR COMUN

Llamamos perpendicular comudn a las rectas r y r' a la recta que es perpendicular a ellas y corta a las
dos.

Antes de dar un método para calcularla hay que hacer notar que para que el problema tenga solucion
Unica las rectas r y r' tienen que ser secantes o cruzarse en el espacio.

Para hallar la perpendicular comin a dos /r'
rectas: B
T ./.
(1) Hallamos un plano a paralelo a las dos Iﬂ/ ‘
rectas. ! :
(2) Hallamos un plano S perpendiculara o 7 - f r

y que contengaa r .
(3) Hallamos un plano f' perpendicular a

ay que contengaa r'. a
(4) Larecta buscada es la interseccion de los

planos By S". Perpendicular comin

«Otra forma» de hallar la perpendicular comun a dos rectas es la siguiente:
det( A, X,uu; Au)=0

P

det (A, X, U0, AU, ) =0

donde A, esunpuntode r, A. esunpunto de r', U, esun vector director de r, U, esun vector
director de r'y X esun punto genérico de la perpendicular comin p.

Ejercicios:
140. Halla la perpendicular comdn a los pares de rectas que puedes formar con las rectas:
rlgx_—lzzzz_—l rzsx—l:y:E rsx—Z:y—_l:E
2 2 2 2 ’ -1 2
141. Halla unas ecuaciones de la recta t perpendicular comun a las rectas
c_Xx_y-1 z-3  x-2_y_z+1
1 =2 2 3 1 -1

Ejercicio de Selectividad
Otra propuesta 1 de 2000, sequndo blogue, B)
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18. PUNTO SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE
OTRO PUNTO: SIMETRIA CENTRAL

El simétrico del punto P respecto de otro punto M es el punto P* tal que M

segmento AB es:

es el punto medio del segmento PP".

Dados dos puntos en el espacio A(a;,a,,a;) y B(b,,b,,b;), el punto medio del

d

a+h a +b, a,+h
2 2 2

J

Ejercicios resueltos:

142. Halla el punto simétrico del punto A(0,2,—-

Solucién:
sea A'(a',a’,,a") el punto simétrico pedido. Se

O+a’, 2+a', -1+al,

1) respecto del punto B(-1,0,2).

tiene que:

_0+a’
2

_2+a),

-1

0

(_1’0’2):( 2 2 2

143. Calcula los vértices del triangulo simétrico
A(0,-1,2), B(-1,

respecto del origen de coordenadas.

Solucion:
Simétrico de A respecto de 0(0,0,0)

(01010)=(0+a1,—1+a2 2+a’,
2 2 2

Simétrico de B respecto de 0(0,0,0)

j:> = A'(-2,-2,5)
_—1l+a,

2
2

al formado por los puntos
2,0), C(2,0,-1)

J=
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o:—1+b'1
2
(()’01()):(—1;b1,2+2b2,O+2b3j:> O:2+2b2 ~ B'(L-2,0)
O=0+b'3
2
Simétrico de ¢ respecto de 0(0,0,0)
0:2+c'1
2
(()’01())=(2+2c1,0+2021—1;c3j:> 0:0+2c2 —C(<2,00)
0:—1+c'3
2

19. PUNTO SIMETRICO RESPECTO DE UNA RECTA:
SIMETRIA AXIAL

Dos puntos P y P' son simétricos respecto de unarecta I, silarecta r es perpendicular al segmento
PP" en su punto medio. Dicha recta recibe el nombre de recta de simetria.

Dados unarecta r y un punto P no perteneciente a ella, para determinar el simétrico de P respecto
de r seguimos los siguientes pasos:

1) Obtenemos la ecuacion del plano 7 perpendicular a r y que pasa por P.

2) Hallamos el punto M de interseccionde r y = .

3) Determinamos el punto P' simétrico de P respecto de M.

Ejercicios resueltos:

144. a) Halla el punto simétrico del punto P(2,1,0) respecto de la recta r = % = % = %2
b) Halla el punto simétrico del punto P(2,1,0) respecto de la recta r = XT_S = y_;l = % :
Solucion:

a) Simétrico

i) Plano perpendiculara I' que pasa por P
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EE{P,EZE}EAX+By+CZ+D:O
u, =(121)=x+2y+z+D=0 s =7 =X+2y+2-4=0
= [——
P(2,1,0)€7[
2x—y=0

i) Q=rnzr=Jy-2z=-4 :>Q[
X+2y+z2=4

(VRN

I
'3

Wl

iii) P'(p'. P’ Py) simétrico de P respecto de Q
1 2+p,
2

3
(EZZJ:(ﬂﬂL&j: E:%:p-(_ﬂlﬁj
3'3'3 2 2 2 3 2 3'3'3

7

3

P
2

b) Simétrico
i) Plano perpendicular a I' que pasa por P

7={P.,n =u}=Ax+By+Cz+D=0
U, =(3,-2,2)=3x-2y+22+D=0 = r=3x-2y+2z+1=0
=D=1

P(—1,2,3)E7T

2x+3y=3 57
ii =rNr=<{2Xx-32=6 = = ==
) Q " Q[l? 17 17)

3Xx—-2y+2z+1=0
iii) P'(p'. P’ Py) simétrico de P respecto de Q

15 -1+p,

7 2
(E’l,_ﬁjz(—l+p'l’2+p'2’3+plgj: 1 _2+p, :P.(ﬂ,_ﬁ,_%J
17 17 17 2 2 2 17 2 17 17 17

24 3+py

17 2

145. Calcula los vértices del triangulo simétrico al formado por los puntos
A(0,-1,2),B(-12,0), C(2,0,-1) respecto de larecta r=x-1=y-1=z-1.

Solucién:
i) Simétrico de A respecto de larectar
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Ty=X+Yy+2-1=0
X=y
Qur=iX=12 :>QA(

X+y+z-1=0

Wl
Wl
Wl

j (punto medio de AA’)

A'(a'l,a'21a'3):>(1,1,1j: 0+a1’—1+a212+a3 :A'(E
333 2 2 2 3
i) Simeétrico de B respecto de larecta r
g =X+Yy+z+1=0
X=Yy

Q. =1X=1 = Q, (—%,—%,—%j (punto medio de BB')
X+y+z+1=0

wlo
Wl

J

2 2 2

B'(b'l,b'z,b'3):(_E,_l,_l]:(‘“b1’2+bz 0”’3]:3-[1 : 2}
iii) Simétrico de C respecto de la recta r
ﬂCEX+y+Z—1=O
X=y
Q. =1x=12 ZQC(

X+y+z-1=0

C:I(C|1!CI2|(.':'3):> 11lrl = 2+C110+C21_1+C3 :CI _ﬂ|g|§
333 2 2 2 333
C

El triangulo simétrico del triangulo A, B, C esel triangulo A', B’

j (punto medio de CC")

Wl
Wl
Wl

Ejercicios de Selectividad
Junio de 2001, tercer bloque, B)

Septiembre de 2006, cuarto bloque, B, b)
Junio de 2015, propuesta A, 4, b)

Reserva 1 de 2011, propuesta B, 4, b)

Junio de 2016, propuesta A, 4, b)

20. PUNTOS SIMETRICOS RESPECTO DE UN PLANO:
SIMETRIA ESPECULAR

Dos puntos P y P' son simétricos respecto de un plano 7, si el plano = es perpendicular al segmento
PP en su punto medio. Dicho plano recibe el nombre de plano de simetria.
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el simétrico de P respecto de 7 seguimos los siguientes pasos:
1) Obtenemos la ecuacion de la recta r perpendicular al plano

7Ty que pase por P. d l
M

Dados un plano 7 y un punto P no perteneciente a él, para determinar r
A* P

2) Hallamos el punto M de interseccionde r y .
3) Determinamos el punto P' simétrico de P respecto de M .

Ejercicios resueltos:
146. Halla el simétrico del punto P(2,1,0) respecto del plano 7z =2x—3y+z-2=0.

Solucion:
i) Vector normal al plano

n.=(2-31)
i) Recta que pasa por P y es perpendiculara 7
X=2+21
{P.n}={y=1-31 con1eR
Z= A

iii) Punto de interseccion de I yde 7
Se puede obtener, sustituyendo las coordenadas de I' en 7z, para obtener 4,y posteriormente
sustituir en las ecuaciones de I :

2(2+2/”L)—3(1—3Z)+/1—2:O:>/1:1—21

r

x:2+2~£:ﬁ
11 11
11 11 11 11 11
2
7 =
11
iv) P'=2P—1
PI:2(2$110)_ glilg = QIEI_E
11 11 11 1111 11

147. Silospuntos A(1,0,5) y A'(3,2,-3) son simétricos, halla una rectay el plano respecto de los
cuales dichos puntos son simétricos.

Solucion:
i) Vector director de la recta de simetria

A'A=(3,2,-3)-(10,5)=(2,2,-8)

ii) Punto medio de A'A
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P(1+3 0+2 5+(—3)} _(211)
2 2 2
iii) Ecuacion de la recta de sismetria
X=2+24
r=qy=1+21 conAeR
z=1-84
iv) Vector normal del plano de simetria
n=u=(22-9)
v) Ecuacion del plano de simetria
= {P,E}

7=2Xx+2y-82+D=0 =>r=2X+2y-8z+2=0
=2-2+2:1-8:1+D=0=D=2
P(2,1,1)e;z

Ejercicios de Selectividad
Septiembre de 2000, sequndo bloque, B) Otra propuesta 1 de 2001, cuarto bloque, B, c)

Septiembre de 2005, cuarto bloque, B) Septiembre de 2012, propuesta A, 4, b)

Septiembre de 2013, propuesta B, 4, a)

21. PROYECCION ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE
UN PLANO

Dados un punto Py un plano 7, llamaremos proyeccion ortogonal de P sobre =, al punto Q que
verifica:

Q=rnrx
donde r es la recta perpendicular a 7 que pasa por P.

:

Ejercicios:
148. Calcula la proyeccion ortogonal del punto P(O,O,O) sobre el plano 7 =2x—-3y+z-2=0.

Solucion:
i) Recta perpendicular a 7z que pasa por P

Vector director: U =N, =(2,-3,1)
punto: P(0,0,0)
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-3x-2y=0
Recta:rzzzl:z: Xy
2 -3 y+3z=0
i) Resolvemos el sistema:
-3x—-2y=0
y+3z=0 :(x,y,z)z(g,—g,%j
2x—-3y+z2—-2=0
. 3 31
iii) La proyeccion ortogonal de P sobre 7 es Q 3 8's

149. Calcula la proyeccién ortogonal de los puntos A(0,0,0), B(-1,11) y C(0,2,0) sobre el
plano 7, determinado por las rectas:

poX=3_y-2_z-1 _Jx+2z=3
3 2 1 ~|ly-2z=0
Solucion:
963 — —
Las rectas r ys son secnates, y el punto de corte es P 777 , luego el plano EE{P,U”US}
_ i j ok
donde U, =(3,2.1) y u;=det| 1 2 0 |=(-4,2,1), estoes:
01 -2
x—g 3 4
7
7 =det y—g 2 2 |=0=>-7y+142=0=>7=-y+2z=0
z—§ 1 1
7

Proyeccion ortogonal de A sobre 7
i) Recta perpendicular a 7 que pasa por A

Vector director: U, =N, =(0,-1,2)
punto: A(0,0,0)
y _

X Z x=0
Recta: r=e—=—=—=
0 -1 2 2y+2=0

i) Resolvemos el sistema:
x=0
2y+z=0 =(x,y,2)=(0,0,0)
-y+2z=0

iii) La proyeccion ortogonal de A sobre 7 es QA(O,O,O)

Proyeccion ortogonal de B sobre 7
1) Recta perpendicular a 7 que pasa por B
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Vector director: E = E =(0,-1,2)
Punto: B(_lllll)

Recta: r= 1Yt 271, x+1=0
0 -1 2 T 2(y-1)=—(z-))
i) Resolvemos el sistema:
X+1=0
6 3
z(y-1):-(z-1):»(x,y,z):(-l,g,gj
-y+2z=0

6 3
iii) La proyeccion ortogonal de B sobre 7 es Qg (—Lg,gj

Proyeccion ortogonal de ¢ sobre 7
iv) Recta perpendicular a 7z que pasa por B

Vector director: U, =N_ = (0,-1,2)
Punto: C(O,Z,O)

Recta: rzzzy_—zzzj{x=0
0 -1 2 |2(y-2)=-z
V) Resolvemos el sistema:
x=0
2(y—2):—z:>(x,y,z):(o,g,gj
-y+2z=0

u1|

gl s~
N—

vi) La proyeccion ortogonal de c sobre 7 es Q. (0,

22. PROYECCION ORTOGONAL DE UN PUNTO SOBRE
UNA RECTA

La proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta es el punto de interseccion de esa recta con el
plano perpendicular a ella que contiene al punto.

Para obtenerlo:
- Hallamos el plano 7 perpendicular a r y que contiene a P r
- Hallamos la interseccion del plano 7z con larecta .
- Lasolucion del sistema anterior es la proyeccion P'.

Como consecuencia:
La distancia de un punto P a una recta I es la distancia entre el punto Py el punto M er
proyeccion ortogonal de P sobre r.
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Ejercicio resuelto:
150. Encuentra la proyeccion ortogonal de los puntos A(0,0,0), B(-1,1,1) y C(0,2,0) sobre la

X+22=3
recta r = _
y-z=0
Solucioén:
Proyeccion ortogonal de A sobre 7
i) Plano 7 perpendiculara I'y tal que Ae =

i j K
z={Au/=n_} donde u =n =det|1 0 2 |=(-211)
01 -1
r=-2X+y+2+D=0
=>D=0=>7=-2x+y+2=0
A(0,0,0)e;r
—2X+y+z2=0
i) Py=rnr={x+2z=3 =P, (111)
y—z=0

iii) La proyeccion ortogonal de A sobre 7 es P, (L1,1)

Proyeccion ortogonal de B sobre 7
i) Plano 7 perpendiculara I'y tal que Be ~

i j K
7={B,u;=n } donde u =n =det|1 0 2 |=(-211)
0 1 -1
r=-2X+y+z+D=0
=>D=-A4=7r=-2x+y+2-4=0
B(—l,l,l)e;z
—2X+y+z-4=0
L (155
i) Po=rnr=4x+2z=3 DPB(——,—,—j
333
y—z=0
o , 155
iii) La proyeccifion ortogonal de B sobre 7 es P’y ~3'3'3
Proyeccion ortogonal de C sobre 7
i) Plano 7 perpendiculara 'y tal que Cen
i ] Kk
z={C.u;=n} donde u =n =det|1 0 2 |=(-211)
0 1 -1

r=-2X+y+z+D=0
=>D="2=7r=-2x+y+2z-2=0
C(QZO)EE
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3

iii) La proyeccifion ortogonal de c sobre 7 es P'C(

—2X+y+2-2=0
i) Po=zrnr={x+2z=3 :P'C(
y-z=0

w|b

Wk

Wl
w| b
w| s~
N—

23. PROYECCION ORTOGONAL DE UNA RECTA SOBRE
UN PLANO

Dados una recta r y un plano =, llamaremos proyeccion ortogonal de r sobre 7 alarecta s (o
punto) que definimos de la siguiente forma:
0] Si r Lz entonces s=r~z (eneste caso s es un punto en el que se proyectan todos los

puntos de la recta)

(i)  SirAx entonces s=a, N7, siendo «, el plano que contiene a larecta I y que verifica
a L.

Ejercicios resueltos:

X-5 y-3 z+7
5 -11

151. Halla la proyeccion ortogonal de la recta r=

sobre el plano de

ecuacion 7 =2x+Yy-32+8=0.

Solucion:
i) Ecuacion implicita de 7=2x+Yy-32+8=0
i) ¢mLr?
n =(2,1,-3 S
- ( ) =n_-u =(21-3)(25-11)# 0=z Lr
u, =(2,5,-11)

i) Plano o, L7 ytalque rc o,
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X-5 2 2
@ ={P(53-7).u,n}=det| y-3 5 1 |=0=a,=x+4y+22-3=0
z+7 -11 -3
i) Recta r' (que es la proyeccion ortogonal que buscamos) interseccion de 7 y «,
X=-5+21
2X+y-3z2+8=0
= =qy=2-4 conAelR
X+4y+2z2-3=0 )

152. Calcula la proyeccion ortogonal de la recta

. x—2: y—2: z-2

1 1 -1
X=A-u
sobre el plano de ecuaciones paramétricas 7=y =2-A+3u .
2=34+21-2u
Solucion:
i) Ecuacion implicitade 7
X 1 -1
r=det|y-2 -1 3 |[=0=>7=2x-2+3=0
z-3 2 2
i) ¢mLr?
Ef2(2’0’_1)}:{,@=(2,o,—1)~(1,1,—1)=2+1=3¢0:>;u(r
u, =(1,1,-1)
iii) Plano o, L 7 ytalque r c o,
x-2 1 2
@ ={P(2.2.2),u;,n}=det| y-2 1 0 |=0=>a, =Xx+y+22-8=0
z-2 -1 -1
iv) Recta r' (que es la proyeccion ortogonal que buscamos) interseccion de 7 y «,
x=—§+£l
2 2
r E{ZX_Z+3:O = y=E—§ﬂ con1eR
X+y+2z-8=0 2 2
=41

153. Halla el punto donde se cortan las proyecciones ortogonales de las rectas

X=-8+1
X+2y—-2=0
r= s=qy=1+t
X-y+1=0
z=-1+t

sobre el plano 7=x-y+z+2=0.
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Solucioén:

Del enunciado podemos «deducir» que las proyecciones ortogonales que se piden son rectas. De todas
formas, vamos a comprobarlo:

i j K
detf1 2 0|=(0,0,-3)
1 -10
n,-u, =(1-11)-(0,0,-3)=-3%0= 7 Lr
n,-u =(4-11)-(111) =1-1+1=1#0= 7 s
Proyeccion ortogonal de r sobre
i) Ecuacion implicita de =
r=X-y+2+2=0
i) ¢rLlr?=nxLr
iii) Plano o, L 7 ytalque r c o,
X 0 1
@, ={P(010),u;,n}=det| y-1 0 1 |=0=a =x+y-1=0
z -3 -11

iv) Recta r' (que es la proyeccion ortogonal que buscamos) interseccion de 7 y «,

e X-y+z+2=0
Cx+y-1=0

Proyeccion ortogonal de s sobre =
i) Ecuacion implicitade 7=X-y+z+2=0
i) ¢rLsS?= /s
iii) Plano o, L7 ytalque r c «,

x+8 1 1
a,={P(-81-1),u;,n |=det| y-1 1 -1|=0=>a,=Xx-2+9=0
z+1 1 1
iv) Recta s' (que es la proyeccion ortogonal que buscamos) interseccion de 7 y «;
.| X-y+z+2=0
={x—z+9:0

Punto de cortede ' ys'

X—y+z2+2=0

10 13 17
X+y-1=0 :3(xy1)=(——ﬂ——;—j
X-=2+9=0

w|B5

Las proyecciones ortogonales de r y s se cortan en el punto P(—

w|&
w|g
NI

24. GEOGEBRA
(1) Geometria 3D 2° Bachillerato
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Autor: Alvaro Fernandez y Pablo Trivifio
Tema: Vectores 3D (tres dimensiones), Geometria
https://www.geogebra.org/m/rr7qys9m

(2) Geometria 2° Bachillerato 2020-21

Autor: Fernando Villarrubia Gahete

Tema: Geometria, Matematica
https://www.geogebra.org/m/bJ9EdANpW

(3) Geometria en el espacio. 2° Bachillerato Cientifico

Autor: Borja Navarro Martinez

Tema: Geometria, Simetria, Simetrias
https://www.geogebra.org/m/nxdztecc

(4) Videoclips para las Matematicas Il de 2° de Bachillerato
Realizados por Manuel Sada Allo
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/videoclips2bach/index.htm

Ejercicios de Selectividad de repaso

Junio de 2005, cuarto bloque, A) y B) Reserva 2 de 2005, cuarto bloque, B)
Reserva 1 de 2006, cuarto bloque, B), a) Reserva 2 de 2006, cuarto bloque, B)
Septiembre de 2007, cuarto bloque, A, b) Septiembre de 2009, cuarto bloque, A)
Septiembre de 2014, propuesta A, 4) Junio de 2016, propuesta B, 4)
Septiembre de 2016, propuesta B, 4, b) Julio de 2018, propuesta A, 4)

Junio de 2019, propuesta B, 4, a) Julio de 2019, propuesta B, 4, b)
Septiembre de 2020, 6) Julio de 2021, 4)

Julio de 2022 4) Junio de 2023, 3)

Julio de 2023, 4) Julio de 2023, 6b)

Junio de 2024, 3) Junio de 2024, 7b)

Julio de 2024, 3)
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Unidad 6:

LIMITES

1. SUCESIONES

Una sucesion de nameros reales es un conjunto ordenado de infinitos numeros reales
a1!a2|"'!anl"'

siendo a, el término general. Se representa por {an} 0 por (an).

Mas formalmente, una sucesion es una funcion
f: N>R

n—f(n)=a

n

Ejemplos:
OREN ={1}
n
a-1-1a-1a-1
1 2 4
(2) {b} ={n’}

2. LIMITE DE UNA SUCESION

Intuitivamente, decimos que el limite de una sucesion {Xn} es el namero real L si los términos de

dicha sucesion se van aproximando a L, y escribiremos {x,} >L o limx =L o limx =L

n—o0

Si x, = L, entonces x, = L cuando n es suficientemente grande .

Definicion: El ndmero real a es el limite de la sucesion (an) de numeros reales, cuando, para
cualquier nimero positivo &, podemos encontrar un término de la sucesion a, tal que la distancia
de los infinitos términos posteriores a a, al nimero a es menor que &

lima,=a< Ve>0, 3n,eN, tal que paran>n,, |a,—a|<e

N—+o

Las sucesiones que tienen limite se llaman convergentes y las que tienden hacia o se llaman
divergentes.

Propiedades elementales de los limites de sucesiones:
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Supongamos que X, —> X, Y, > Y Y a<R. Entonces:

a) X,+Yy, >X+Yy d) ay, >ay

b) Xy, —>xy e) X,—Yy, >X-Y

C) a+y, >a+y f)ﬁ—>§ siemprequey =0, y, #0 VneN
El numero e

lim (1+1J _e. ecR-Q=Iy e=27181828..

n—-+o0 n

GeoGebra: comprendiendo el niumero e (Adridn Martin)

Limites infinitos
1) X, > +0 & =X, ——o

2)Si x, >a e Yy, —>+oo, entonces:

a+owo=+40 Si a eRu{+oo}
{+oo si 0<a <+ | Aritméticade R = [—o0, +00] = R U {+0}
104 (+CX)) = R .
—0 Si —o<a<0 Recta real ampliada

a .
—=0 si aeR
+00

3) Los casos +oo — oo, O-(ioo), +— son indeterminaciones.

818

3. ENTORNOS EN LA RECTA. DISTANCIA

Dado un numero real a y un numero real positivo &, se llama entorno de centro a y radio ¢, al
intervalo abierto de extremos a—g, a+<:

E(a,¢)=(a—¢,a+¢)={xeR:a-s<x<a+s}

El'ndmero real a es el limite de una sucesion (a, ) de nimeros reales, cuando, para cualquier entorno
E (a, &), podemos encontrar un término de la sucesion a, tal que los infinitos términos posteriores
a a, pertenecen al entorno E(a,s):

lima, =a< VE(a,¢), 3n,eNtal queparan>n,, a,€E(a,¢)

N—-+c0

Se llama entorno reducido de centro a y radio & al conjunto:
E'(a,¢)=E(a¢)-{a]

Dado un nimero M > 0 arbitrariamente grande, se llama entorno de mas infinito, al conjunto:
E(+0)={xeR:x>M}

Dado un nimero M < 0, cuyo valor absoluto es arbitrariamente grande, se llama entorno de menos

infinito, al conjunto:
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E(—oo):{XeIR:X<M}
Se denomina entorno de infinito, al conjunto:
E(o0)=E(—0)UE(+0)={xeR:|x>M]

Se define la distancia entre los numeros reales x e y, como: d(x,y)=|x-y]|

4. LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

4.1. Definiciones
Un punto ae D es un punto de acumulacién de D C R, y escribiremos a < D', si VE"(a) se tiene

que E"(a)nD=Q.

Criterio practico: Siempre que exista un intervalo abierto de centro a contenido en D se tendré que
aeD'.

Definicion intuitiva: Sea f:Dc R —>R una funciéon, a< D' y LeR. Diremos que el limite de
f (x) cuando X —a esL,y escribiremos lim f (x) =L, si para valores de x cada vez mas préximos
X—a

a a (distintos de a), los valores de las imagenes f (X) estan cada vez mas proximas a L.

| Definicion formal: |
Sea f :DcR— R unafuncién, ae D'y L eR. Diremos que el limite de f (x) cuando X —a

es L, y escribiremos lim f (x) =L, si para cada numero real positivo &, existe un nimero real
X—a

positivo 5 (que depende de &), tal que ‘f (x)- L‘ <g,si|x-a/<d.

YA y=f(x) YA
y="f(x)

L+E ......................... .

L ................. g :

L—8 ............ :

s

s, S

a-5 a a+o X a-s a a+s X

(En general, 6, # 6, y setoma § =min{s,,5,} . El que si es simétrico es el intervalo (L—¢,L+¢))

Limites laterales:
El limite por la izquierda es el valor al que tiende la funcién S cuando la variable x se aproxima a a
siendo menor que a. Se denota por:

Iirrlf(x) 0 Iimf(x)
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El limite por la derecha es el valor al que tiende la funcion f (X) cuando la variable x se aproxima a

a siendo mayor que a. Se denota por:
limf(x) o limf(x)

X—a+ X—a
X>a

Esto da lugar a la siguiente:
Caracterizacion:

. 3lim £(x), 3lim (x)
TV it (x) = tim £ (x)

X—>a— X—a+

En cuyo caso lim f (x)=lim f(x)=lim f(x)

X—a-— X—a+

Propiedades de los limites:
1) limk =k dondek e R

X—a

El limite de un numero es el propio nimero.

X—a X—a

2) lim[ f(x)+g(x)]=1im f (x)+limg(x)

El limite de una suma (resta) es igual a la suma (resta) de los limites.
3) i f(x)-9(x)]=lim f (x)-limg (x)

El limite de un producto es igual al producto de los limites.

_f(x) limf(x) _
4) lim = Xx2a siempre que 9(a)#0 y limg(x)=0
)Mg(x) ima () pre que g(a)#0 y limg(x)

El limite de un cociente es igual al cociente de los limites

X . lim g(x) .
5) Iim[f (x)g( )J :[Ilm f (x)}“ﬁ‘g siempre que lim (x)>0

X—a X—a

El limite de una potencia es igual a la potencia de los limites.

6) limy/f (x) =Q/Iim f (x) siempre que f(x)>0y lim f (x)20 cuando N sea par.
El limite de una raiz es la raiz del limite.

7) lim[log,, f(x)]= IogA[Iim f (x)} siempre que f (x)>0y lim f (x)>0
El limite de un logaritmo es igual al logaritmo del limite.

Ejercicio:
154. Halla, si existe, el limite de las siguientes funciones cuando X tiende a cero:
X|—x X% +|x
a) f(x)=—"~ b) 1‘(X)=—X||
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4.2.  Amplicacién: calculo de un limite aplicando la definicion
Demostremos, aplicando la definicion de limite, que Iin; x*=9,
X—>

Dado & >0, tenemos que hallar un s >0 tal que, si |[x—3| <&, entonces ‘XZ —9‘ <eg.
Como un punto proximo a 3 se puede escribir en la forma x =3+h con h=0, Se tiene que
[(3+h)" —9| =[6h-+h?| =|h||6+h| < 7n|
siempre que |h|<1.
Por tanto, tomando |h|<§:5 Si §<1 0 |h|=1=¢5 si §>1, se tiene que ‘(3+ h)2—9‘<g, y como

consecuencia, limx*=9.
X—3

5. LIMITES INFINITOS: ASINTOTAS VERTICALES

Decir que lim f (x) =+ significa que cuando x tiende a a, con x<a, f(x) toma valores mayores
X—a

que cualquier numero real k:
lim f (X) =400 < Vk >0,35 >0 tal que si [x—a|< 5=k < f(X)

X—a

Analogamente, decir que lim f (x)=—w significa que cuando x tiende a a, con x<a, f(x) toma
X—a

valores cada vez mas pequefos:
lim f (Xx)=—0 < Vk>0,35>0tal que si [x—a]<5= f(x)<—k

X—a

Dada la grafica de una funcion, una asintota es una recta a la cual dicha gréafica se aproxima cada vez
mas.

Ahora discutiremos de forma mas detallada los distintos tipos de asintotas de una funcion.
Definicion: |
Larecta Xx=a es una asintota vertical de la funcion f (x) si existe alguno de los siguientes

limites: lim f (x) =0 lim f(x)zJ_roo lim f(X)zioo

X—a X—a+ X—a—
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Observaciones:
(1) Una funcidn puede tener infinitas asintotas verticales.

(2) En las funciones racionales las asintotas verticales se hallan en los valores x que anulan
al denominador.

(3) La gréfica de la funcién no puede cortar a las asintotas verticales.

Ejemplos:
1) Larecta x =2 es una asintota vertical de la funcion f (x)= ! >
(x+2)
! 7
[}
[}
[}
! G
; 5
[ ]
[}
[}
i 4
;
[}
[}
|
|
[}
[}
;
=7 -6 -5 —4 -3 —52 -1 0 1 2 3 4 5
E =2

2) Lafuncion f (X) =19 X tiene infinitas asintotas verticales: x = % +nz conneZ

i i 1 5 i i
1] 1 1 1 1
] 1 1 1 1
1] 1 1 1 1
] 1 ] ] 1
1) ) L) 4 1) 1)
] ) ) 1) )
1 1 ) ) )
|} 1 1 1 1
1 1 1 3 : :
T 1 1
P Ly = =37 P : :
V= 9 it= 9 2 i i
1 a 1 L [} 3 1 ]
1 1 ] ] ]
1] 1 1 1 1
1] 1 1 1 1
1] 1 1 1 1
1 1 1 1 1
) 1 ] ! 1) )
) 1 ] 1) )
) ) ] ) )
1 1 ] ) ) .
R lin a2 T -2 m smha
] 1 1 1 1
1 1 1 1 1 :
1) 1 L) T 1
1 1 ] 1 1
1 1 ] ] 1
1] 1 1 1 1
] 1 1 1 1
[] ] 1 -2 [] 1
] 1 1 1 1
] 1 ] 1) )
1 1 ] 1 :
1 1 1 - 1
1 1 ] = 1 )
|} 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
13 1 1] —4 1] ]
1 1 ] 1 1
1 1 ] 1 1
1 1 ] 1 1
|} 1 ] 1 1
T 1 1 5 1 )

6. LIMITES EN EL INFINITO: ASINTOTAS
HORIZONTALES

130

Departamento de Matematicas Analisis Matematico



IES. Ramon Giraldo Cipri

Decir que lim f (x)=b significa que cuando x se hace tan grande como queramos, la funcion f (x)
X—>+00

toma valores muy préximos a un namero fijo b:
lim f (x)=b < Ve>0,3k >0 tal que si k<x:>‘f (x)—b‘<s

De igual modo, lim f (x)=b significa que f (x) se aproxima a b cuando x se hace cada vez mas
pequefo:
lim f(x)=b<> Ve>0,3k >0 tal que six<—k =|f (x)-b|<&

X—>—00

Definicion: |

Larecta y = k es una asintota horizontal de f (x) si existe alguno de los siguientes limites:

XILrpwf(x)zk 0 X'Lwa(X):k
T y=1tx)
lim £ (x)=b
lmf(x)=b R
Ejemplos:
1) Lafuncion f(x)= X—_i tiene una asintota horizontal, que es larecta y=1.
X+
4
3
2
y=1

2) Lafuncion f (X) = tiene dos asfntotas horizontales; las rectas y =5ey=-5.

X2 +2
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Observaciones:
(1) Una funcion tiene como maximo dos asintotas horizontales.

(2) La grafica de la funcidn puede cortar a las asintotas horizontales.

(3) Para funciones racionales:
e Si en una funcion racional el grado del numerador es menor que el grado del
denominador larecta Y =0 (el eje OX) es una asintota horizontal.

e Sienunafuncion racional el grado del numerador y el del denominador son iguales la
rectay =D sera una asintota horizontal (b indica el cociente entre los coeficientes
lideres del numerador y del denominador).

e Si en una funcion racional el grado del numerador es una unidad mayor que el del
denominador la funcion presenta una asintota oblicua y no hay asintotas horizontales.

e Si en una funcidn racional el grado del numerador es dos 0 mas unidades, mayor que
el del denominador no hay asintota horizontal.

7. LIMITES INFINITOS EN EL INFINITO: ASINTOTAS
OBLICUAS

También puede suceder que lim f (x)zoo, lo que significa que x y f (x) se hacen infinitamente

X—0

grandes a la vez. Por tanto:
lim f (x)=0 < f(X)>k

X—»00

para todo x > p, siendo k 'y p nimeros arbitrariamente grandes.

Definicion: |

Larecta y=mx+n, M =0, es una asintota oblicua de f(x) si Xlim(f(x)—mx—n)zo 0
: _f(x) ,

lim ( (x)-mx—n)=0, en cuyo caso m=lim—="y n=lim(f (x)-mx).

X—>+00 X X—>00
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Observaciones: %
(1) Una funcion puede tener como méaximo dos o {u= s o

asintotas oblicuas.

(2) La grafica de la funcion puede cortar a las
asintotas oblicuas.

(3) Si en una funcién racional el grado del
numerador es dos 0 méas unidades, mayor que el
del denominador, no hay asintota oblicua.

(4) Si f(x):% es una funcién racional y

gradoP (x)—gradoQ(x) =1, entonces la asintota

oblicua y=mx+n de f(X) es el cociente de P(x) entreQ(x).

Ejemplos:
1) Lafuncion f(x)=+/x*-1 tiene dos asintotas oblicuas, que son las rectas y = x ey = —x.

5

S
—
=

B
Z
I
&
A=
+

¢ -3
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Ademas, es un ejemplo de funcién con una asintota vertical, horizontal y oblicua.

8. ALGUNOS LIMITES IMPORTANTES

Vamos a estudiar algunos limites muy sencillos, pero que aparecen muy a menudo y que por tanto es

necesario tenerlos siempre presentes:

ORIGEE

0 g(x):%

@) i(x):%
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.1
lim = 0
X—>—00 ¥
.1
lim —=0
i X—>+0 ¥
3 lim L +
—_— o0
X—0— X4 . 1
= Alim—= =+
! . 1 x—0 X4
lim — =+
4 3 1 0 1 3 4 5 X—>0+ X
(5) En general:
Para n impar: Para n par:
.1 .1
lim—=—=0 lim —=0
X——0 ¥ X—>—00 X
.1
—= lim—=0
XILrPoo X 0 x40 X
lim L +00
—_ = —00 —_
XILr(QX Ali e = 3lim— = +o0
G limt—qoeo| 70X
xII—)rR—F =+ x—0+ X"

lUn par de consideraciones a tener en cuenta al calcular limites:
a) Si P(x)=a,x"+a, X" " +...+aXx+a, es un polinomio, entonces
lim P(x) =0

X—>to0

y el resultado solo depende del monomio a x".

b) Para limites en el infinito de funciones racionales se tiene la siguiente regla practica, donde
P(x)=ax"+a,_x""+..+ax+a, Y Q(x)=b x"+b x""+..+bx+b,

+oo si grado(P) > grado(Q

)
XILTOO% = S—r: si grado(P) =grado(Q)
0 si grado(P)<grado(Q)

9. INDETERMINACIONES

Cuando al calcular el limite de una suma, un producto, un cociente o una potencia de funciones no se
pueden aplicar las propiedades de los limites, es decir, hay que hacer un estudio particular de cada
caso, suele decirse que estos limites presentan una indeterminacién.

Segun el profesor R. Paya en esencia solo hay dos tipos de indeterminaciones, [00—00] y [0'00], que
aparecen al estudiar el comportamiento de sumas y productos, respectivamente, de funciones. La
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0 0 ] )
segunda puede tomar ademas dos aspectos, [6} y {—} que aparecen al estudiar cocientes, y tres
o0

aspectos mas, [OO], [ooo] y [lw], que surgen al estudiar potencias. Se considerard ademas la

«indeterminacion» del tipo [ﬂ conk e (R—{O})u{ioo}.

INDETERMINACION DEL TIPO % CON k&(R—{0})u{to0}
Se calculan los limites laterales: lim f(x), lim f(x)

X—>a-

Si existen ambos limites y coincide su valor, entonces:
Jlim f (X)ZJLT+ f (X):xILT_ f(x)

X—a

Si no existe alguno de los limites laterales o no coincide su valor, entonces, no existe lim f (x)

X—a

. 0
INDETERMINACION DEL TIPO ‘:6}

a) Para funciones racionales

Se descomponen numerador y denominador en factores y se simplifica.

b) Para funciones irracionales

Si se trata de una funcion con raices cuadradas en el numerador (o en el denominador),
multiplicamos numerador y denominador por la expresion conjugada del numerador (o del
denominador).

0]

INDETERMINACION DEL TIPO {f}

a) Para funciones racionales o irracionales: se divide numerador y denominador por la mayor
potencia de X que aparezca en la funcién (basta con dividir por la mayor potencia de X del
denominador).

b) Para funciones exponenciales: se divide numerador y denominador por la exponencial
correspondiente, ya que cuando x — +o0, la exponencial crece més rapidamente que cualquier
potencia positiva de X.

INDETERMINACION DEL TIPO [0 -]

a) La funcidn es diferencia de dos funciones racionales

Se efectla dicha operacion.

b) La funcion es diferencia de funciones irracionales
Multiplicamos y dividimos por la expresion conjugada de la funcion.

INDETERMINACION DEL TIPO [0-]
Transformar esta indeterminacién en una de las anteriores, generalmente efectuando las operaciones.

INDETERMINACION DEL TIPO [1”]
La indeterminacion que nos ocupa se resuelve empleando la siguiente igualdad:
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lim f (X)g(x) _ eliﬂ;g(x)[f(x)_q

X—a

donde aeR U{ioo} .

Demostracion:

1
lim £ (x)") = fim[1+ £ (x)~2] 7001 % Zjim| 14— 2 -

X—a X—a X—a 1
X
_ g _ g C.Q.D.

INDETERMINACION DEL TIPO [00 0’0 ow]

Estos tipos de indeterminaciones se pueden resolver aplicando la siguiente formula:
lim f (X)g(x) _ emg(X)logf(x)

X—a

donde aeRu{ioo} y IOg:In.

Demostracion:
lim £ (x)°) = gL "] _ gm0

X—a (€] (2)

donde en (1) hemos usado la definicion de la funcién exponencial a’ = elog(a ), yen(2)la
siguiente propiedad de los logaritmos: loga® =bloga.

C.Q.D.

Sugerencia:
Antes de lanzarnos a la resolucion de indeterminaciones hay que analizar el limite que queremos

calcular:
|im5=H=|imK=|im1=1
0 x—>0/)( x—0

] : L X
¢Realmente habia que resolver la indeterminacion? La respuesta es que no, ya que — =1y, por tanto
X

lim> = lim1=1

x—=>0 X x—0

¢Qué ha ocurrido? Pues que hemos visto la palabra limite y sin pensarlo hemos sustituido y hemos
resuelto la indeterminacion.

Otro ejemplo maés:
lim 1 =17 |

X—>+w0

¢Y ahora nos ponemos a resolver la indeterminacion? Si tenemos en cuenta que 1* =1 ya tenemos
resuelto el limite que nos pedian:
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lim1l*=1liml=1

Por tanto, la sugerencia es que antes de empezar a calcular el limite, simplifiques todo lo que puedas
la funcion y después hagas los célculos necesarios para calcularlo.

Ejercicios:

155. Calcula los siguientes limites, resolviendo la correspondiente indeterminacion, cuando ésta

se presente:
1) “mx_+5
x>3 X—3

3 tin 28
x>-2 X2 4 X —2
—3x*+2x*-5

5
) X—>+00 4X4 -7

156. Calcula los siguientes limites:

2

1) lim 2=
xos0 x° -1
3 lim X’ —X+6
x40 X2 43X+ 2
5) lim -1
x>0 X2 41
7) jim L
o1 x° -1
9 lim X" —X+6
x>-2 X 4+ 3x% + 2X
11) lim X —5X+6
x-2- X —4x+4
13) lem —

15) lim 2=Y4=X
X

x—0

X
17) lim
)0 V1+Xx—+1-X

157. Calcula los siguientes limites:

2 2
1) “m[x -4 X +4j

-2 x+1 x®-2x

X—>+00

2) lim [\/x +5 (x+2)}

4) lim
X—>—0 X4 _2

6) lim ¢ 43)"
X—>+00 X2_l

2 lim X2 +6x-9
X—3+ X—3
2 lim 2x° +6x-3
0 2x% 4+5x
6) lim 22X —x+3

-1 x> —5x+4

8) lim (M—M)

X—>+0

10) lim

fim (5 x+2
[

X2 +Xx+1— x)

12) lim

X—>+00

X% —x —+[2x? +1)

3x+2
14) lim
)X—)+oo 5X_ J

x-1
16) Iim(xz+1J

-1\ X°+1

X241

(X +2x+1 )L
18) lim| 2 2X*2
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3

3) lim(x-1)=2

X—2

5 lim <\/4x —5—(2x— 3))

X—>+00

7) Im—2x2—2
x-1- X2 — 2x +1

0 1im ViHIX
X—>+°° \/_+1

i
11) lim (—“ X) -
2+X

158. Calcula los siguientes limites, resolviendo la correspondiente indeterminacion, cuando ésta

Se presente:

2 lim*8

x=2 X—2
- X2 +3x° —x-3
) 2x° —2x—4
) lim —xz—x+6
o AR
) (x+2 6x+4
g x—>2 X 2 X _
i x+3 x2 +x 2}

x»l

2><—1

k) Im;(

X3
m) I|m

x—1 X — /X

159. Determina, si existen, las asintotas de cada una de |

b)

d)

n)

lim

X—>+0

X2+ X

(ZXZ +1jm*

\/x +1- \/x—

X~>+w

X—>+00

. XHAIX+2
lim———
x>1 x+1

lim——F—s

LF o

as siguientes funciones:

lim &(m—&)

_ X X2
a) f(x)_xz_1 b) g(x):X+2
x> —4 . 2x3 —4x?
o) h(x)="sr d) '(X):m
. 2x3+3 X2+ x2-2
k(x)=2 "2 —<
e) J(X) X —9X g) (X) X2_3X_4
f 1(x)=xe"
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Ejercicios de Selectividad

Junio de 2008, primer bloque, A, a) Reserva 1 de 2011, propuesta B, 1, a)
Reserva 1 de 2013, propuesta B, 1, b) Junio de 2017, propuesta B, 1, a)
Junio de 2022, 2, b) Junio de 2023, 6, a)

Julio de 2023, 6, a) Julio de 2024, 6, a)
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Unidad 7:

CONTINUIDAD

1. CONCEPTO DE FUNCION CONTINUA
1.1. Definiciones

Definicion:
Una funcion y = f (x), que supondremos definida en un entorno de &, es continuaen a, cuando

VE(f(a)), 3E(a) tal quesi xe E(a)= f(x)eE( f(a)) (definicion topologica)
0 equivalentemente:

f continua en a<> Ve >0,35>0 (que depende de & y de a):si [x—a|<5=|f(x)-f(a)[<e
(definicion métrica o ¢—5).

a—48 @ a+d

Definicién/Caracterizacion: |

Si f esta definida en un intervalo® A, se tiene la siguiente caracterizacion, que también se suele
usar como definicion:

f escontinuaen ac A<= lim f (x)=f(a) (definicion convergente) (1)

Aclaraciones:

e Para que una funcion sea continua en un punto, dicho punto ha de pertenecer a su
dominio de definicién. En otro caso, no tiene sentido hablar de continuidad.

. . . ., 1 .
No tiene sentido decir que la funcion y == no es continua en x =0, por que
X

dicho punto no pertenece a su dominio.

®Si A noes un intervalo, entonces hay que exigir que a< AN A' donde A’ es el conjunto de puntos
de acumulacién de A. (Se vio un criterio practico en el apartado 4 de la unidad anterior).
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e Lacondicion (1) de continuidad implica:
o 3If(a)
o 3dlimf (x)

X—a

o Dichos valores coinciden: lim f (x)= f (a)

X—a

Una funcion es continua cuando lo es en todos los puntos de su dominio de definicion.

Una funcion es continua por la derecha en un punto si existe el limite por la derecha en él y coincide
con el valor que toma la funcion en ese punto:

f continuaenx=a por laderecha < lim f (x)=f(a)

X—a+

Una funcidn es continua por la izquierda en un punto si existe el limite por la izquierda en él y coincide
con el valor que toma la funcién en ese punto:

f continuaenx=a por laizquierda < lim f (x)= f (a)

X—a-

Caracterizacion: |
Una funcion es continua en un punto cuando es continua por la izquierda y por la derecha en ese
punto:

f escontinuaen x=a«< f es continua por la izquierda y por la derechaen X =a

| Definicion: |
Una funcidn es continua en [a,b] cuando:
(1) Sea continua en el intervalo abierto (a,b)

(2) Sea continua por la derecha en a
(3) Sea continua por la izquierda en b

No suele ser tarea facil demostrar que una funcion dada es continua, aunque a nosotros nos lo pueda
parecer. Generalmente, lo que se hace es descomponer la funcion que queremos estudiar en otras mas
sencillas cuya continuidad ya es conocida previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de
operaciones realizadas con funciones continuas conducen a nuevas funciones continuas.

1.2. Amplicacion: estudio de la continuidad usando la definicion —s
(1) Lafuncién f (x)=k con keR, escontinuaen R.

Para acRR se verifica que |f (X)- f (a)|=|x-a]=0<¢ en cualquier entorno de a, por lo que la
funcion constante es continua en R.

(2) Lafuncion f(x)=x escontinuaen R.

Tomando &=, para acRR, i [x—a|<s, entonces | f (X)-f (a)|=[x-a|<5=¢, es decir, f es
continuaen a, va R Y, por tanto, es continuaen R.

(3) Demostremos la continuidad de la funcion f (x)=x? en x =3, usando la definicion métrica.
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En primer lugar, vamos a demostrar, aplicando la definicién de limite, que Iirr; X2 =9,
X—>

Dado &> 0, tenemos que hallar un 5> 0 tal que, si |x—3/< &, entonces ‘XZ —9‘ <eg.
Como un punto proximo a 3 se puede escribir en la forma x =3+h con h=0, Se tiene que

(3+)* 9| = |6 +h?| =|h[|6+ h| < 7]
siempre que |h|<1.
Por tanto, tomando |h|<§:5 Si §<1 0 |h|=1=5 si §>1, se tiene que ‘(3+h)2—9‘<g,ycomo

consecuencia, f (x)=x" es continuaen x =3.

(4) Estudiemos la continuidad de la funcion f (x)=x*enaeR.Si 0<5<1Y |x—a|<&, entonces,
|¥* —a’| =|x—al|x+a| =|x—a||x—a+2a| <|x—a| (2]x] +1)
y tomando

o =min 1,L
)

. 2 2 . . )
se tiene que ‘X -a ‘<5(2|x|+1)<g , siempre que |[x—a| <& Y, como consecuencia, f es continua
en aeR.

1) .
x?sen| = | si x#0
(5) Veamos la continuidad de la funcién f (x)= (x]

0 si x=0

en x=0.

Sea £ >0. Como
| (x)=f(0)|=|f (x)|<x* vxeR
y queremos que sea menor que &, tomamos & =+/¢ . Entonces, |x—0| <& implica x> <8 =¢, y
asi,
x=0|<5=|f(x)-f(0)<e

esto es, f escontinuaen x = 0.

1.3. Amplicacion: continuidad en puntos aislados y en puntos de acumulacion
Se dice que a€ AC R es un punto aislado, si 3¢ >0 tal que (a-5,a+5)NA={a}.

Una funcion f: Ac R — R es continua en todo punto aislado de A.

Demostracion:
Si ae A—A' (a esun punto aislado de A), 35 >0 (por definicion de punto aislado) tal que
(a—s,a+5)nA={a}, luego dado &>0, para cada xe A con |x—a|<ds, Se tiene que

X =a, Y COMO consecuencia, ‘ f(x)-f (a)‘ =0<e¢. Esdecir, f escontinuaena.
C.Q.D.
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Un punto a e A es un punto de acumulacién de AC R, y escribiremos a e A', si VE"(a) se tiene
que E'(a)nD =D .

Criterio practico: siempre que exista un intervalo abierto de centro a contenido en A se tendra que
acA'".

Sea f:AcR—>R unafunciébny ae A~ A'. Son equivalentes:
i) f escontinuaen a

i) lim f (x)=1f(a)

Demostracion:
i) = ii) Basta observar que si {x,} es una sucesion de puntos de A distintos de a, con

{x,} —a, lacontinuidad de f ena nos asegura que {f(x)}—> f(a).

if) = i) Dado & >0, usando (ii) conseguimos un s >0 tal que si xe Ay0<|x—a|<dJ, e
tiene que | f (x)— f ()| < . Ahorabien, si x=a, la tiltima desigualdad es obvia, luego dicha
desigualdad es cierta paratodo x e A que verifique [x—a| <&, y como consecuencia tenemos
la continuidad de f ena.

C.Q.D.
2. OPERACIONES CON FUNCIONES CONTINUAS
Si f yg son funciones continuas en el punto a, entonces:
e Suma/resta: T +g yf—g son continuas en a
En efecto:
Iirr;(f ig)(x)zlin; f (x)ilin;g(x): f(a)tg(a)=(f+g)(a)
e Producto: fg es continuaen a
En efecto:
lim (f9)(x) =lim[ ()9 (x)]=lim(x)limg (x) =  (a)9 (2) =(fg)(2)
e Cociente: E es continua en a, siempre que g(a);tO
En efecto:
([t limf(x) f(a) (fj
lim| — |(x)=2=22 = = — |(a
Ha(gj( ) limg(x) g(a) \g @)
e Composicion: Si f escontinuaen a'y g escontinuaen b= f (a), entonces:
go f escontinuaen a
En efecto:
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Dado &> o0, por la continuidad de g en f (a), existe 0 >0 tal que paratodo ye Dom(g) con
‘y— f (a)‘<p se tiene que ‘g(y)—g( f (a))‘<8. Ahora, por la continuidad de f en a, existe
& >0 tal que paratodo x e Dom( f) con|x—a|<¢5 se tiene que ‘f (x)-f (a)‘<p. Deducimos asi

que ‘g (f(x))-g(f (a))‘ <& paratodo x e Dom( f) con|x—a| <& . Es decir, la funcion compuesta
geo f escontinuaen a.

3. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Llamaremos «funciones elementales» a las funciones obtenidas al realizar sumas, productos,
cocientes y composiciones de logaritmos, exponenciales, potencias y funciones trigonométricas.

e Las funciones polinomicas, f (x) =a,x" +a,,x" " +...+a,x+a,, 0N continuas en todos los
puntos.

. . P(x . - S
e Las funciones racionales, f (x)= % son continuas (en su dominio de definicién).
X
e Lafuncion exponencial,y =e'™, es continua siempre que lo seala f (x).
e La funcion logaritmica, y =log f (x), €s continua en todo punto X, tal que f(x)>0 Yy
f (x)sea continua.

e Las funciones trigonométricas, y =sen x e y =cosx, son siempre continuas. La funcion
. T
y =1g X no es continua cuando x = §+ kz conkeZ.

e Las funciones definidas a trozos seran continuas si lo son en sus intervalos respectivos y en
los puntos de union. En estos puntos habra que ver que la funcion esté definida y que los
limites laterales existan, sean iguales y coincidan con el valor de la funcién en dicho punto.
iCuidado con el dominio!

Ejercicios:
160. Estudia la continuidad de esta funcion segin los valores de a.

2X+a six<1
f(X)= 2 .
X°—ax+2 six>1

X*+ax si x<-1
161. Calculaay b para que sea continua la siguiente funcién: f (x)=1b si —1<x<3
2x+4 si x=3

-X—-4 si x<cC

162. Sea f(x)=1-3 si c<x<0.¢Paraquévalorde c lafuncién f (x) escontinuaen
x*—10x si x>0

X=C?
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| =

O<x<b

163. Consideremos la funcion f (x) = . Determinar el valor de b para que sea

1-=-x b<x

Nl X

continua.

164. Dada la funcion:
ax’+3 si x<-1
f(x)=qbx+a si -l<x<1
xX*-b si x>1
Halla ay b para que sea continuaen R.

165. Dada la funcién:

e*—a si 0<x<2
Halla el valor de a para que la funcion sea continua en [-2,2] .

, .
f(X)z{a—x si —2<x<0

2Xx+5 si x<1

) . .Determina k para que f (x) sea continua en
X“+k si x>1

166. Dada la funcion: f(x):{
x=1.

167. Calculaaybparaque f(x) seacontinuaen x=0yen x=1:

e“+a si x<0
f(x)= ax’+2 si 0<x<1
b

— si x>1
2X

In x si O<x<l1

) . . Determina los valores de ay b para
ax“+b si x>1

168. Se considera la funcion f(x):{

que f(x) seacontinuay f(2)=3.

\/_—_l si x=#1
169. Calcula el valor de k para que la funcién f (x) seacontinua f(x)=4 x_1
k si x=1
170. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
x+2| si x<-1
a) f(x)=9x° si. —1<x<1
2x+1 si x>1
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b) g(x)= —x—l si x#1

k si x=1

171. Calcula a,beR para que la siguiente funcion sea continuaen x =0:

f(x) = log(e+senx) si x<O0
| x®*+ax+b si x>0

donde log es el logaritmo natural.

Ejercicios de selectividad
Reserva 1 de 2003, sequndo bloque, A) Junio de 2005, primer bloque, A)

Reserva 1 de 2011, propuesta A, 1) Septiembre de 2017, propuesta A, 2, a)

El criterio adoptado por la UCLM en la EVAU es el siguiente:

Una funcidn es discontinua en un punto cuando falla alguna de las tres condiciones de la definicion
(convergente) de funcién continua en un punto.

Clasificacion de las discontinuidades: |
Si una funcion y = f (x) presenta una discontinuidad en a ésta puede ser:

)] Evitable
Diremos que f presenta una discontinuidad evitable cuando
Af(a) pero lim f (x)e R
0
lim f (x)= f(a)

X—a

i) No evitable
ii-1) De primera especie
Diremos que f presenta una discontinuidad de salto (finito o infinito) cuando

Zlim f (x) (3lim f(x)=L, 3lim f(x)=L" y L=L"):

x—>a+
Finito, si L,L"'€R. Eneste caso el saltoes |L— L.
L =+ LeR
L'eR ° {L':ioo'

Diremos que f tiene una discontinuidad asintética en a cuando A lim f (x)

X—a

Infinito, si {

porque los limites laterales son infinitos y distintos o lim f (x) =+,

X—a

ii-2) De segunda especie
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Diremos que f presenta una discontinuidad de segunda especie o esencial,
cuando al menos uno de los limites laterales no exista.

Continua
Evitable
. Finito
Funcionq . ) ) .| De salto .
Discontinua . De primera especie Infinito
No evitable o
Asintotica
De segunda especie
Ejemplos:
. . X s x#0 . i - .
(1) La funcion f:R—>R definida por f(x)= L s 0 tiene una discontinuidad evitable en
si x=
x=0, yaque

lim f(x)=lim (x* +1)=2=-1= f (-1).

x—>-1 x—-1
El valor verdaderode f en x=0 es f(0)=0.

x2+1 si x=-1

(2) Lafuncién f:R—R definidapor f (x) ={ . tiene una discontinuidad evitable

si x=-1
en x=—1,yaque lim f (x)=limx=0=1=f (1).
El valor verdaderode f enx=-1esf(-1)=2.
1 si x>0
(3) La funcién «signo de x», f:R—>R definida por f(x)=4 0 si x=0 tiene una
-1 si x<0

discontinuidad de salto finitoen x =0, yaque lim f (x)=—1=1=lim f(x).

Xx—0+

1 si x>0
(4) La funcion f:R—>R definida por f(x)={ 0 si x=0 tiene una discontinuidad de salto
-1 si x<0

finito en x =0, yaque lim f (x)=-1=1= lim f(x).

x—>0+

si x>0

< |~

(5) La funcion f:R—>R definida por f(x)={ 0 si x=0 tiene una discontinuidad de salto
-1 si x<0

infinito en x =0, ya que XILrglf(x)=+wy lim f(x)=-1.

x—0-
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(6) La funcion f (x)= iz tiene una discontinuidad asintéticaen x =0, ya que
X

lim f (x)=+o0=lim f ()

x—0— X—0+

(7) La funcion f (x)= 1 tiene una discontinuidad asint6ticaen x =0, ya que
X

lim f(x)=—c0 y lim f(x)=+o

x—0- X—0+

(8) La funcion f(x)=+/x*—1 (cuyo dominio es (—oo,—1][1,+w0)) tiene discontinuidades de
segunda especie en x =—1Y, en x=1, ya que:
lim vx* -1 limv/x* -1

limx2—1 y limy/x3-1 o
ot A lim X2 -1 e AlimJx2 -1

x——1+ X—1-

(9) La funcion f (x)=sen 1 tiene una discontinuidad esencial en x =0, ya que los limites laterales
X

no existen.

Ejercicios de selectividad

Julio de 2019, propuesta A, 1, a) Septiembre de 2020, 3, b)
Junio de 2021, 7, b) Julio de 2021, 5, b)
Julio de 2022, 2, a) Modelo 1 de 2024, 4, a)

Julio de 2024, 2, a)

S. TEOREMA DE BOLZANO Y DE WEIERSTRASS

Teorema de Bolzano” o Teorema de los ceros de Bolzano: |
Si f (x) es una funcion continua en [a,b] y en los extremos del intervalo toma valores de signo

contrario, entonces 3c e Ja,b[: f (c)=0.

Demostracién:
Sea A={Xe[a,b]2 f(x)<0}. Como acA, Se tiene que A= y ademés estd acotado

superiormente por b, luego tiene supremo:
SupA:=c
que verifica: a<c<b
Por otra parte, en todo intervalo de la forma (c—¢,¢), & >0, tiene que haber puntos en los que f

tome valores negativos, pues en caso contrario C no podria ser el supremo de A.

" Bernhard Bolzano: Fildsofo, l6gico y matematico checo nacido en Praga. Después de ordenarse sacerdote ensefid
filosofia y religién en la Universidad, aunque, en 1820, acusado de racionalista, se le expulso. El teorema que ahora nos
ocupa es de 1817, y como la mayoria de sus resultados fueron redescubiertos a finales del S. XIX.
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Falta demostrar que f (c)=0.
Supongamos que f(c)<0. Entonces, existira un entorno de C, en el que f tomara valores

negativos, lo cual implicara la existencia de puntos a la derecha de ¢ en los que f seria negativa !!

(contradiccidn), ya que C es el supremo de A.
Analogamente, si f (c)>0.

Por tanto, f (c)=0
C.Q.D.

Interpretacion geometrica: Si f (a)>0 y f (b)<0, Y se debe dibujar una curva desde el
punto (a, f (a)) al punto (b, f (b)) sin levantar el lapiz del papel, dicha curva debe cortar,
al menos una vez, al eje OX.

YA

f(a)

Ejemplos:

1. Demostrar que la ecuacion e +2 =X tiene al menos una solucion real.
Lafuncion f (x)=e+2—x escontinuaen R, por ser suma de funciones continuas, y en particular

es continua en [0,3]. Como ademas f (0)=3>0 y f(3)<0, aplicando el Teorema de Bolzano,
Jce(0,3): f(c)=0, esto es, Ice(0,3):e°+2—x=0(es decir, ¢ es una solucion real de la

ecuacion inicial).

2. Demostrar gque existe al menos un namero real X tal que sen X =X.
Consideramos la funcion f (x)=senx—x que es continua en R, por ser suma de funciones

continuas, y en particular es continua en [-z,z]. Como ademas f(-z)=z>0y f(7)=-7<0,
aplicando el Teorema de Bolzano, 3c e (—z,7): f (c)=0, esto es, 3c e (—x,7):sen(c)—c=0(es
decir, ¢ es una solucion real de la ecuacion inicial). Como consecuencia, 3x e (—z,z) (que es C)

tal que senx =X.

3. Como aplicacion del Teorema de Bolzano prueba que las funciones f(x)=logx Yy

g(x)=e se cortan en un punto.
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Consideramos la funcion h(x)= f (x)—g(x)=1logx—e* que es continua en R™, por ser diferencia
de funciones continuas, y en particular es continua en [1,2]. Como ademas f(1)<0 y f(2)>0,
aplicando el Teorema de Bolzano, 3c e(1,2):h(c)=0, esto es, (c, h(c)) es el punto de corte de

ambas funciones.

4, ¢Se puede asegurar, utilizando el teorema de Bolzano, que la funcion f (x)=tgx tiene una

raiz en el intervalo z 37 ?
4’ 4 |

3 3
Aunque f(%}:1>0 y f(%):—ko, como f(x)=tgx No es continua en {%Tﬂ} no

podemos usar el teorema de Bolzano.

5. ¢Tiene la ecuacion X’ —3x =1 alguna solucién comprendida entre 1y 2?
Consideramos la funcion f (x)=x®—3x—1 que es continua en R, por una funcién polinémica, y en

particular es continua en [1,2]. Como ademas f (1)=-3<0Y f(2)=25>0, aplicando el Teorema
de Bolzano, 3c (1,2): f (c)=0, esto es, la ecuacion dada tiene una solucién en el intervalo pedido.

Ejercicios de selectividad

Reserva 1 de 2006, primer bloque, A) Reserva 1 de 2007, primer bloque, A)
Junio de 2009, primer blogue, B) Junio de 2010, propuesta A, 1A).
Junio de 2013, propuesta A, 1, a) y b) Septiembre de 2017, propuesta A, 2, b)

Julio de 2022, 6, b)

Teorema de Weierstrass: |
Si f (x) es una funcion continuaen [a,b], entonces

Jec,d ef[a,b]: f(c)< f(x)<f(d) WVvxe[a,b].

Demostracion:
Sea B = { f(x):xe [a,b]}. Se tiene que B = & Yy acotado superiormente, luego SUpB =« .
Vamos a probar que existe al menos un punto d <[a,b] tal que f(d)=c.

Supongamos que ,Zfd € [a,b] tal que f(d)=«, esdecir, Vx<[a,b] setiene que f(x)=d.Enesta

situacion consideramos la funcion g (X) = , que es continua en [a,b], ya que es cociente de

1
a—f(x)
funciones continuas y el denominador no se anula.
Ahora bien, como a =sup{ f (x):x&[a,b]}, existen nimeros de f (x) tan proximos a & como se
quiera, lo que implica que «— f (x) se puede acercar a cero tanto como se quiera, por lo que
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1 . L, N .
T se puede hacer mas grande que cualquier numero, lo que implica que g no esta acotada
a—f(x

superiormente en [a,b], en contradiccion con el hecho de al ser g continua, g esta acotada en
[a.b]
Por tanto, 3d [a,b] tal que f(d)=c, esdecir, f(d) esel maximo valor de f en [a,b].
De forma analoga se demuestra que 3c <[a,b] tal que f(c)= f (x) Vvxe[a,b].
C.Q.D.

Reformulacion del Teorema de Weierstrass: |
Una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] alcanza su valor maximo y su valor minimo

en dicho intervalo.

N Maximo absoluto

(d, f(d))

\ (e, f(e))

Minimo absoluto

=20
+

¢ d b

Ejemplos:
. . X2 si x<1 - _
1. Consideramos la funcion f (x)= _ y la representamos graficamente:
2x2—2 si x>1

Teniendo en cuenta la representacion grafica, f es continua en
R (se puede comprobar analiticamente) y, por tanto, lo es en
cualquier intervalo cerrado que consideremos, por ejemplo, en
[-11].

of El teorema de Weiertrass afirma
que f tiene, al menos un maximoy

T un minimo absolutos en dicho
intervalo.

T s En nuestro caso, tiene:
Maximos absolutos: (-1,1) y (1,1)

Minimo absoluto: (0,0)

sen(x*)

2. Lafuncion f (x) =———= escontinuaen R — {0}, luego verifica el teorema de Weierstrass
X

en cualquier intervalo cerrado que no contenga al cero. Por ejemplo, en [1,2].
sen(x*)

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, la funcién f (x) =
X

tiene, al menos, un

maximo y un minimo absolutos en el intervalo [1,2].
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Aclaracidn:
Hay que observar que dicho teorema nos dice que dichos extremos absolutos existen, pero no nos
dice nada de donde estan.
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Unidad 8:

DERIVADAS Y APLICACIONES

1. TASA DE VARIACION

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones que relacionan una
variable «dependiente» y con otra variable «independiente» X, lo que suele escribirse en la forma
y = f (x). Si lavariable independiente cambia de un valor inicial a a otro X, la variable y lo hace de

f () af (x). La razén de cambio promedio (o tasa de variacién media) de y = f (x) con respecto a x
en el intervalo [a, x] es:

—f
Razon de cambio promedio = M = Tvm[a, X]

Con frecuencia interesa considerar la razon de cambio en intervalos cada vez méas pequefios. Esto
lleva a definir lo que podemos llamar «razén de cambio puntual (o instantanea) de y = f (x) con

respecto a x en el punto a» como:

IimMvai(a)

x—a X—a

2. CONCEPTO DE DERIVADA

2.1. Derivada de una funcién en un punto

_Definicién: |

Sea f:AcR—RR unafunciony ae AnA'. Entonces

f(a+h)-f(a)

fes derivableen x = a < HLirTg eR
-

0 equivalentemente, si
. f(x)-f(a
3tim 1= 1(@)
X—a X—a
en cuyo dicho limite, caso de existir, se representa® por:
, df (a) df
M= T
f'(a) selee f primaen a (derivada de fena)

8 La notacidn L} f (a) fue introducida por Leibniz (1646-1716), y en ella se entiende que di s un operador, mientras
X

dx

que la notacion f '(a) fue introducida por Lagrange (1736-1813) y la notacion f (@) se suele usar en fisica, ingenieria. ..
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f(a) .
i se lee derivada de f respecto de X en a

Ejemplos:
(1) Calculamos la derivada de f (x)=x*—5x en x =3:

_ 2_ —(9— 2
£(8)=timt G @) _ g, BN) =5G+1)=(0-15) _ o W h gy g
h—0 h h—0 h h—»0 h h—0

(2) Calculamos la derivada de g(X) =% en x— 0:

— 3(h _
9'(0)=Iimg(0+h) 9(0) _jy¥h=0_p, 1 :[1}:%
h—0 h h—-0 | h—0 3/h2

o+

es decir, Z9'(0) y, por tanto, g no es derivable en x 0.

2
Y=<t
1
4 @ 10 ! ? g '
=1
=2
X
1 f =
(3) Calculamos f'(0) para f(x) [
.
f'(0)=1lim f(0+h)—f(0)=“m1+|h| _lim—— =1
h—0 h -0 h h-0 1+|h|
3
2
1=
1 i s |z|

cos(”) cos(h)—sen (sten (h)
h—0 h h—0 h h—0 h

2

{5)- (Fn)-(3).
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sen(h
=lim ( ):1
h—0 h
2
senx
T
—— 3 b L i 2 3 ———
—

2.2. Derivadas laterales
Definicion:

f derivable por la izquierdaen x = a < 3f'(a-)=lim —————= f(x)- ( ) eR

X—a—

X—
f derivable por la derechaen x =a « 3 f (a+)_ lim ———= (X) ( )

X—a+ X —

Caracterizacién: |
fesderivableenx=a < 3f '(a-), f'(a+) Y f'(a—)=f'(a+)

Ejemplos:
(1) Estudiamos la derivabilidad de la funcion f( ):\/x2 +x* en a=0:

f.*(0)=lim f(0+h)-1(0) “hz " (L+h) _I|m M\/_—“m\/]T 1

* h—0+ h ha0+ he0+ h—0+ /]7{ h—0+
) f(0+h)—f(0) ) 1/ 1+h |h|\/
f_(0)= lim = lim =1
h—0— h h—0— h—>0— h—>0—

Por tanto, f no es derivableen a=0.

(2) Estudiamos la derivabilidad de f (X) = x—1+‘4— Xz‘ en a=-2:
En primer lugar, escribimos la funcion, como una funcion definida a trozos:

_ _y2 H 2 .
f(X)=X—1+\4—x2\={X Lra-x s |X|S2—{ X+x+3 i |x|<2

X—1—4+x* si |x|>2_ X*+x-5 si |x]>2
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Ahora, calculamos las derivadas laterales:
2
f (—2+hg— f (—2) i (—2+ h) +(—2+h)—5+3 i (h—3):—3

Im

f+ I(—Z) - hILr(T)‘I— h—0+ h h—0+
2
f-'(—2)=h"fp_ f(—2+hg— f(-2) :h"T__(_ZJrh) +(h—2+h)+3+5 _ l"{,‘_( h+5h) =5

Como consecuencia, f no es derivable en a =—2.

(a) =2 — 14+ |'—1+ ‘r’)|

1 2 3 4

(3) Estudiamos la derivabilidad de f (x)=x*|x| en a=0:

Escribimos la funcion en forma de funcion definida a trozos:
si x<0

2 —x
Fx)=x |X|:{ x> si x>0

Ahora, estudiamos la derivabilidad lateral:

_ 3
0)=lip i e
_ _h3
10)=tip O iy 5 )

Por tanto, f esderivableen a=0y f'(0)=0

4

3

fla) = 22| x|

(4) Estudiamos la derivabilidad de f(X) \/_ en
£.(0)= lim (0+h) fO )—nm ~ fim L = oo
* h—0+ h—0+ h h—0+ hy

Como consecuencia, f no es derivableen a=0.
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) .
(5) Estudiamos la derivabilidad en x =0 de la siguiente funcién: f (x)= {XX +1 s! X Sg
e si x>

Calculamos las derivadas laterales:
- Derivada por la izquierda: f'(x—)=-2x= f'(0-)=0
- Derivada por laderecha: f'(x+)=e*= f'(0+)=¢’=1

Existen las derivadas laterales en x =0 pero no son iguales y, por tanto, f no es derivable en x = 0.

2.3. Funcion derivada
Definicion:
Si B D, diremos que f _es derivable en B cuando f sea derivable en todos los puntos de B.
Sea C={aeD: f esderivable en a}. Definimos la funcién derivada de f por:

f"Co>R

aeCr> f'(a)

Ejemplos:
(1) Calculamos f'(x) f (x)=x>—8x+9:

f(a+h)-f(a) [(a+h)2—8(a+h)+9J—[az—8a+9}

Fla)=fn————=In h -
_“ma2+2ah+h2—8a—8h+9—a2+8a—9_
0 h B
Z_ 2a+h-8
=Iim2ah+h 8h=|im%( il )=2a—8 Vae]R:H"(X)=2x—8
h—0 h h—0 /h/

(2) Calculamos f'(x) para f (x)=x*—x

f(a+h)-f(a)

[(a+h)3—(a+h)}—[x3—x] _

f'(a)=lim =lim
h—0 h h—0 h
3,332 2 R 3a®+3ah+h® -1
~lim2 +3a’h+3ah” +h h:Iim%( ):3a2—1 vaeR= f'(x)=3x*-1
h—0 h h—0 J;{
(3) Calculamos f'(x) para f(x):l_—X
2+ X
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1—(a+h) _1-a
f'(a):limf(a+h)_f(a)=lim2+(a+h) 2+a _
h—0 h h—0 h
_ii (1-a-h)(2+a)—-(1-x)(2+x+h)
_hm h =
_ (2—a—2h—a2—ah)—(2—a+h—a2—ah)
=lim =
h—0 h
. -3h 3 3
=1 =— VaeR= f'(x)=-
hlg(]) h(2+a+h)(2+a) (2+a)2 ack= (X) (2+x)2

2.4. Derivabilidad y continuidad

Propiedad 1: condicién necesaria de derivabilidad |
Siuna funcion f:Dc R — R esderivable en un punto a, entonces es continuaen a.

Demostracion:
Si f esderivable en a, de la igualdad

()=t () (e-a) TR )
se sigue que lim f (x) = f (@), es decir, f escontinuaen a.
C.Q.D.

El reciproco es falso:

Contraejemplo: La funcion f (x)=|x| es continuaen x, =0 pero no es derivable en dicho punto.

Continuidad en x, =0:
lim f (x)=lim|x = lim (-x)=0
X0 oo o0 :>3Iirrg|x|:0 y f(0)=[0]=0, luego f(x) es continua en

lim f(x)=lim|x|=limx=0
X—0+ X—0+ Xx—0+
X, =0.

Derivabilidad en x, =0:
(o) i IO i X

£ (x)-(0) “ = no existe '(0) y, por tanto, y =|x| no es derivable
f'(0+)=lim ————-“=lim==1
X—0+ X—0 x—0+ X

en X, =0.
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vl Resumiendo:
- fescontinuaen 0
- fnoesderivableen 0
- Lagréfica de f no tiene recta tangente en 0

Otro contraejemplo mas: La funcion y = x = X% es continua en x, =0 pero no es derivable en

dicho punto.

Continuidad en x,=0:

lim f (x) = limx* =0=

x—0

f(0), luego f (x) es continuaen x,=0.

Derivabilidad en x, =0:

f(0)=lim )= )

x—0 Xx—=0

derivable en x, =0.

b 1 1
~lim2 O:Iim—:{a}:+oo:>fo'(0),y, por tanto, y:x% no es

y=vz Resumiendo:

- f escontinuaen0
- f noesderivable en 0

 IREAK AmmE - Lagraficade f tiene una recta tangente
vertical en 0

Este resultado también se puede utilizar en sentido negativo:

Propiedad 1’: |

Si f noes continua en

a, entonces no puede ser derivable en dicho punto.

Como consecuencia, siempre que nos pidan estudiar la derivabilidad de una funcién, comenzaremos
por estudiar su continuidad.

Resumen:

f derivable en x, = f continua en x

f NO continua en x, = f NO derivable en x,

Graficamente las situaciones en las que una funcién no es derivable en un punto son:

161

Matematicas 11

Derivadas y aplicaciones



Cipri

f noescontinuaenc =
f no es derivable en ¢

| f es continua en c, pero la
graficade f tiene unarecta
(1) tangente verticalen ¢ = f
| no es derivable en ¢

(f )

f es continua en c, pero la gréficade f

no tiene recta tangente en c (ya que tiene
un pico) = f no es derivable en c

|
|
|
|
|
|
¢

»
|

X

Los puntos en los que la gréfica de la funcion tiene picos se denominan puntos angulosos, y en ellos,
se verifica:

fr(x—)= f'(%+)

2.5. Operaciones con funciones derivables
Suma
La funcion derivada de una suma de funciones derivables es la suma de las funciones derivadas:

(f+9)'(x)=f"(x)+g9'(x)

Demostracion:
(1 + ) (x)=tim T HOEN=(+9)(X)

h—0
pim S0
h—0 h h—0

i f(x+h)+g(x+h)-f (x)—g(x):

h—0 h

g(”“ﬁ‘g(x) ='(x)+9'(x)

=

Producto por un nimero real

La funcion derivada del producto de una constante por una funcién derivable es la constante por la
funcion derivada de la funcion:
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(af)'(X)=a-f'(x)

Demostracion:
(af)(x)= L'LT(} (af)(x+ hg—(af )(x) _lim aof (X+hr3—af (x)

h—0

f(x+h3—f(x):af,(x)

=alim
h—0

Producto de funciones
La funcion derivada de un producto de funciones derivables es igual a la derivada del primer factor
por el segundo sin derivar mas el primer factor si derivar por la derivada del segundo factor:

(f-9)'(x)=f"(x)g(x)+f(x)g'(x)

Demostracion:
(f -g)'(x):lhigg(f -g)(x+hg—(f -g)(x) —lim f(X+h)g(x+h)_ f (X)g(x) _

h—0 h
_lim f(x+h)g(x+h)-f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)-f (x)g(x):
h—0 h
= tim LT i )t S9N 1) (1) g3+ 1 (1))

Funcion reciproca de una funcion
La derivada de la funcion reciproca de una funcién derivable viene dada por:

(o758

Demostracion:

h—0 h _hiLTOI h h—0 h
. f(x)-f(x+h) :”m—(f(x+h)—f(x)) 1
o h(f(x)f(x+h)) o h f (x+h)f(x)
1 —f'(x)

Cociente de funciones

La funcién derivada de un cociente de funciones derivables es igual al cociente de la derivada del
numerador por el denominador sin derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del
denominador, entre el denominador al cuadrado:
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Demostracion:

[i]'(x):[f ij-(x): ¢ I(X)%(X)—I— ¢ (X)—g(x) P f(¥e'(x) _

9

Composicion de funciones: regla de la cadena
Sean f:AcR—>R yg:BcR—>R funciones reales de variable real con f(A)g B.

Supongamos que f es derivable en a 'y que g es derivable en b= f (a). Entonces:

(9°1)'(8)=9'(f())f'(a)

Demostracion:

. h(x)-h(a
Sea h=go f . Hay que probar que iﬂl%a(): g'(b)f'(a).
Por hipdtesis,

- 9()=9(0) . FO)-F@)_ s

I I =g'(b)f

i 22 = im S == g'(0) (@)
La idea es hacer en esta igualdad la sustitucion y = f (x). Definimos

p:B—>R
g(y)-9(®)
o) yb V7
g'(b) y=b

que es una funcion continua.
Se tiene que vxe A con x=a
h(x)-h(a) f(x)-f(a)
=o(f 1
(1 ()= 1
y como f escontinuaen a y ¢ escontinuaen b= f (a), se sigue que @o f escontinuaen a,

por lo que
limo(f(x))=¢(f(a))=¢(b)=g'(b)

X—a

La igualdad [1] nos dice ahora que

3. TABLAS DE DERIVADAS
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A modo de ejemplo calcularemos las funciones derivadas de algunas funciones elementales. A la vez
que practicamos el calculo de derivadas aplicando la definicion, también nos sirve para construir la
conocida tabla de derivadas y que esta no aparezca como por arte de magia.

1)

2)

3)

4)

5)

La funcion f:R — R, f(x)=c es derivable en cualquier punto a<R . Su derivada viene
dada por:

fo(a)=tim =@ i e=e
x—a X—a x>a X —a

La funcion f :R — R, f(x)=x es derivable en cualquier punto a <R Y su derivada es:

() =tim )= 1@ x-2_y
X—a X_a X%ax_a

La funcion f:R - R, f(x)=x" es derivable en cualquier punto a<R . Para calcular su
funcion derivada utilizaremos la formula del binomio de Newton:

(@)= limt BHN=1(@)_pp, (arh) —a'
h—0 h h—0 h

" h° +(nJa”1h+...+[ " jah”1+(njaoh”—a’(
1 n-1 n

=lim =
h—0 h

n n n
na"h+| |a"?h*+..+ ah™ +|  |ah"
_lim 2 n-1 n B

h—0 h

Alna"*t+ " a"h+..+ " ah"?+ n ah"*
2 n-1 n o

=lim =na

h—0 J?f

La funcién f:[0,400) >R, f(x)=vX, es derivable en cualquier ae(0,+w). Su derivada
es:

() tim =@y Ve (X ) (Ve va)
Toxma e () (Vi)
4] L

=lim

_Ha(x_a)(&_\/a)zxﬁaw(\/;h/g) s Jx+Ja  24a

La funcion exponencial f :R — R, f(x)=e*, esderivable en cualquier acR.
_ f(a+h)=f(a) . e*"_eg . e*(e"-1
f'(a)=lim ( )-f( )=|Ime  _lim ( ):ea
h—0 h h—0 h h—0 h

teniendo en cuenta que
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o e"—1
lim
h-0 h

=1 [

Vamos a demostrar [*]:

_e'"—-1 |e"-1=t=h=log(1+t)| t : 1
lim = =lim———=lim—=
>0  h h—0=t—0 0 log(1+t) 0 }Iog (1+1)
t
~ lim— L I

0 Jog (1+t)% B Iog[ltim(1+t)%} ~loge 1

—0

ya que

liml

. K _[pe] _ imisty _ lim
Itﬁrg(lﬂ) _[1 ]_e t =g =g

6) Lafuncion f:R —>R, f(x)=senx, esderivable en cualquier acR.

f(a)tim f(a+h)-f(a) :"msen(a+h)— sena _

-0 h h—0

203 3
2C0S a+E sen —

=lim
h—0

donde hemos tenido en cuenta que

=Cc0sa

XY sen XY

sen X —seny = 2cos Séen

2
y que
h
. SenE
im h =1
2

7) Lafuncion f:R —> R, f(x)=cosx, esderivable en cualquier acRR. Su funcion derivada

. T :
se puede obtener teniendo en cuenta que COSX =Sen (E_ xj VX eR vy aplicando la regla de

la cadena:
f'(a)=—cosa

N tg:R—{kn+£:keZ}—>R _ ) o

8) La funcion 2 es derivable en cualquier punto de su dominio y su
X tg X

derivada viene dada por:

tg,X:(sen x],(x):cosxcosx—sen x(-senx) 1

cos’® X cos’® X
=1+1tg°x =sec’ x

COS X
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log, :(0,4) > R

9) La funcion es derivable en cualquier x, e (0,+). Su funcién derivada

X+ log, x
viene dada por:

(%)= lim f (% +h)—f (%) :”mloga(xo+2)—loga Xy

h—0 h h—0
log, % +h Ioga£1+:j . H
~ lim % _lim 0 :lim—ﬁloga[u—j:
h—0 h h—0 h h—0 h X XO
% %
h h
=Iimiloga 1+£ :iloga lim 1+£ =
h—>0)(0 XO XO h—0 XO
X
h
:iloga lim 1+i :ilogae
Xo h=0 %o X
h
log:(0,+0) >R

En particular la funcion es derivable en cualquier x,  (0,+o0), Yy su

X+ log x=Inx

derivada viene dada por: In'x = 1
X

T T

arcsen:[—l,l]—)[—?a} es derivable en cualquier x,e(-11), y como

10) La funcién

X > arcsen x
y =arcsen x equivale a que x =sen vy, derivando esta Ultima igualdad (aplicando la regla de
la cadena):

1 1 1

l=y'cosy=y'=——= =
cosy \/1—sen2 y N1-%°

arccos:[-11] »[0, 7]

11)La funcion es derivable en cualquier x,e(-11), y como

X b= arccos X
y =arccos x equivale a que x =cosy, derivando esta Gltima igualdad (aplicando la regla de
la cadena):
~l=y'seny=>y'=——= ! i
seny [1-cos?y 1-x?
y arctg:R—{—z,zj ) )
12) La funcion 2 2) es derivable en cualquier x,e R,y como Yy=arctgx
X > arctg x

equivale a que X=1gY, derivando esta Gltima igualdad (aplicando la regla de la cadena):
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1
1+tg’y 1+%°

1:(1+tg2 y)-y:> y'=

Tabla de derivadas (de funciones simples)

Funcion Derivada
y=ceR y'=0
y:X ylzl
y=x" y'=nx""

.1
= X =
y=~/x V=l
: 1
=X y =
y \/_ n an—l
y=a“cona>0 y'=a*lna
y:eX yI:eX
1
y =log, X y'=—log,e
X
1
y=logx=Inx y'==

y =sen X Yy =COS X
y=C0SX y'=-senx
y=1g x y'=1+1g® x =sec’ x=—=

COS” X
, 1
y =arcsen x y'=
1-x?
, -1
y = arccos x y'=
1-x?
y =arctg x V-
1+ x?

Ejemplo de aplicacion:
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. senx
Vamos a calcular lim=—/—=:
x—0

X
Consideramos f (x)=sen x . Se tiene que:

sen X f(x)‘f(o):f'(o)zcosozl

lim =lim

x-0 ¥ x—0 x—0

Ejercicio:

172. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=7x"-2x*+3x*—4

2) f(x)=5x"+3x>+2x-7

3) f(x)=(3x-1)(5%" +3x-2)
4x% +1

» =77

5) f(x):x—§+§/§

6) f(x)=(x—ﬁ)(x+\&)

~(3x-1)(2x+3)

7) f(x)= e

2 2
B) f(x)= (3¢ ~3x+1) o=
9) f(X)=J§+%+Vx_3+\/X?

X

10) f(x):(Bx—l)z_—)E;’SXJrl)
1) 1 (=55
12) f(x)ZSXl_S(sxz_Hz)

13) f(x)=(x"+3x) senx
14) f(x)=3"
X tg X

x+1
(x2 —3x+2) sen x

15) f(x)=

16) f(x)=

l1+tgx

17) f(x)= tgx senx
18) f(x)=cosx tgx

19) f(x)=e*tgx
20) f(x)=2"Inx
21) f(x)=¢e"log,, x

22) f(x)=log, x cos X

sen x

%) 10)="gx
2X

24) 1(x)= In x
X2

26) f (x)= sen xcosx

27) f(x)=senx+e* senx

COS X
Sen X+ COoS X
3" sen x

29) f(x): 2X+e*

30) f (x)=log, x log, x

28) f(x)=

31) f(x)=e" senx

32) f(x)=5"

Aplicando la regla de la cadena, obtenemos la siguiente tabla de derivadas para funciones compuestas:

Tabla de derivadas, para funciones compuestas
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Ejercicios:

Funcion Derivada

y=f(x)" y'=n-f (X)H- f'(x)

I
f'(x

y=3 f(X) y'= .o f((x))n—l

y-e y=t (e
y=|0ga f(X) yI: i'(())(()) Iogae
y=Inf(x) y'= i((xx))
y=senf (x) y'=f'(x)-cos f (x)
y =cos f (x) y'=—1f'(x)-sen f (x)
y=tgf(x) y'=f'(x)-[1+1g°f (x) ]
) S,
y =arcsen f (x) y L (X)2
- (Y
y =arccos f (x) y Lt (X)2
')
y =arctg f (x) y "ot (X)2

173. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=sen (2x*-3x)
2) f(x)=In(3x+1)

3) f(x)=¢e*

4) f(x)=tg (2—3x)

5) f(x)=(x* —5x+2)7

13) f(x)=(x*+1)
14) f(x)=sen’x

15) f(x)=sen (x°)
16) f (x)=sen?xcos® x

_sen (5x+2)
17 f(X)_cos (3x-1)
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6) f(x)=e*" 18) f (x)=e*"*cosx
7) £ (x)=3renxreosx 19) f(x)=log, (3x+1)
8) f(x)=Ilog, (4+senx) 20) f(x)=In(tgx)
9) f(x)=sen’x 21) f(x)=sen(cos(3x))
10) f(x)=tg’x 22) f(x)=~/5%*-3x+2
11) f(x)=3""? senx 23) f(x)= ,3/(3—2x2 )2
12) f(x)= (3x2 - 2)sen (5x) 24) f(x)=x"-3x+1
174. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1) y—xz_3 14) y =sen’
N y =sen® x
2
2) y= (1_—)(}3 15) y =sen x*
1+x
3) y:'n—x 16) y:arctg(x2+1)
X
1
4) y=3"+1 17) y:Iogz(Iog;j
5) y={(5x-3) 18) y =log, Vx
6) Y= e e’ 19) y =sen®x*
e - Y=
7) y=R3x 20) y:cos5(7x2)
8 y_g+x_2 21 tg >
) T ) y=arc 9=
9) y=7e"* 22) y:In(2x—1)
X2
10) y =sen x-cos x 23) Yy =arcsen ?
X2
11) y=—1_ 24) y=tg—
sen x 2
12) y=In(x? +1 25) y = arctg~
) y=In(x*+1) ) y=arctg
7
13)y=(2-\/§—3) 26) Y =4/tgX
175. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
_ 2 _ 2 L
a) y=In(x*-1) ) y=2
b) y = arccos~/2x
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c) y=Invi-x ) y:arcsen—X+1
d  y=e” !

X_
e)  y=(arctgx)’ K y=ytgx’

f) y =log, (7x+2) 1) yzgfx_z
X+2

3
) ol e
y =arctg
: ) V1-x?
h) y=|n[|n;j n) y:5-tg3(3x2+l)

Ejercicio curioso:
Obtencién de la regla de derivacién de un producto (regla de Leibniz), a partir de la derivada de la
funcion logaritmica:

Sabemos que log( fg) =log(f)+log(g). Derivando, resulta:
f 1
[log( fg)]'=(log f)"+(log g)':>_( fz) 1

y multiplicando por fg se obtiene:
(fg)'=g-f+f.g'=f.g+f-g’

Ejemplo:
Calcula el valor de los parametros @,b € R, para que la siguiente funcion sea derivable en x=1
a+bx’ si 0<x<1
f(x)=1 2
1 si. x>1
X

Cada una de las funciones componentes es continua y derivable en su dominio, por ser una funcion
polindmica y una funcién racinal bien definida.

Estudiamos la continuidad en x=1: (;Ixirr; f(x)="f(1)?

: . a+bx* a+b
lim f(X):|II‘P === aip
- o2 2 = =~ =1 paraque f(X) sea continuaen X=1.

lim £ (x)=lim = =1

X—1+ =1+ X

Estudiamos ahora la derivabilidad en x=1:¢3f '(1)?

f (x)=bx £ (1)=b
f#(x):—i = £ (1)=- }:>b=—1

Resolvemos el sistema:
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a+b
2 i=(ab)=(3-)
b=-1

Conclusion: para (a,b)=(3,-1), lafuncion f(x) es derivable (y, por tanto, también continua).

Ejercicios:
176. Calcula los parametros correspondientes, para que las siguientes funciones sean continuas y
derivables:

) f(x)= x?+ax+b si 0<x<2
cx+1 Si 2<x<4

ax+bx? si 0<x<2

2) f(x):{

C++X=1 si 2<x<5

sen X Si xs-Z
ax+b si x<1 2
3) f(x)= 4) f(x)=<msenx+n si —Z<x<Z
) () 14—X si x>1 ) () 2 2
+X
2C0S X Si xz%

177. Calcula a,b,c R para que la siguiente funcion sea continua y derivableen X =0
sen X si x<0

f (X):{(axz +bx+c)e*X si x>0

178. Calcula meR para que la siguiente funcién sea derivable en x=-1:
6—m(x+2)2 si x<-1
f(x)=
( ) 3+L si x>-1
m(x+2)
Ejercicios de selectividad
Junio de 2000, tercer blogque, A) Septiembre de 2000, tercer bloque, A)

Otra propuesta 1, 2000, sequndo blogue, A) Junio de 2001, tercer blogue, A)
Septiembre de 2001, sequndo bloque, A) Otra propuesta 2 de 2001, tercer blogue, A)

Reserva 2 de 2002, cuarto bloque, A) Septiembre de 2003, cuarto boque, A)
Reserva 1 de 2004, primer blogue, A) Septiembre de 2009, sequndo bloque, B)
Junio de 2014, propuesta A, 1, a) Junio de 2021, 6, b)

Si f escontinuaen x,, larectatangente a la grafica de f en el punto P(XO, f (xo)) es:
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)] la recta que pasa por P y tiene pendiente m(xo) :Alim0 f (XO +AZ)Z_ f (XO)

si este limite

existe, es decir, es un namero real.
f (% +4%)— (%)
AX

i) larecta X=X, si lim =00
AX—0

Aclaracién: esta definicion proviene del hecho de que la recta tangente a una funcién en un punto X,

es el limite de la recta secante a la funcion, cuando el otro punto de corte de la recta secante y la
funcion, tiende a x,.

JA 2 .Secantes Sea f:Dc R — R una funcion continuay
(43}
/L'S) P=(a f(a)), Q=(a+h, f(a+h))
f(a+h) y=f(x) dos puntos de su gréafica. Geométricamente se tiene que
! dT.;‘é”g“'F’l f (a+ h)—f (a)
< d:e el?tg?f(;?/v h = tg & = Miantes
f(a) - — - - (triangulo

caracteristico)  que es el valor que mide la pendiente de la recta secante

a ﬁ arh % en los puntos Py Q a la curva.
%

Tomando limites en la igualdad anterior resulta:
f(a+h)-f(a)

lim
h—0

= Ihlgg lga = Ihlgg Meecantes < | T I(a) =tga=m

tangente

es decir, la derivada de una funcion en un punto es igual a la pendiente de la recta tangente a la
funcion en ese punto.

y— fla) = f'(a)(z — a)
P(a, f(a

y = f(z)

Qe mmm——————

W

Como consecuencia:
Ecuacion de la recta tangente alacurva y = f (x) en (a, f (a)):

y—f(a)="f'(a)(x-a)

Ecuacion de la recta normal ala curva y = f (x) en (a, f (a)):

-1 (a)=—(x-a)

f'(a)
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Ejemplo:
Vamos a calcular las rectas tangente y normal a f (x) =x* en el punto de abscisa X =1.

En este caso a=1.
Calculamos los valores que necesitamos:

f(a)="f(1)=1
f'(x)=3x"= f'(1)=3

Asi, la ecuacion de la recta normal a f(x) en x=1 es y—1=3(x-1), y la ecuacion de la recta
normal a f(X) en x=1 es y—1:—%(x—1).

Ejemplo:
Vamos a determinar el &ngulo que forman las tangentes por la derecha y por la izquierda en el punto

(0,0) alafuncion f(x)=vx*+x?.

Sabemos, por un ejemplo anterior, que f '(0)=-1y f, '(0)=1, luego las pendientes en (0,0) de las

rectas tangentes son las pendientes de las bisectrices del primer y segundo cuadrantes,
respectivamente. Por tanto, el angulo que forman es de 90°.

Otra forma de introducir la recta tangente: interpretacion geomeétrica de la derivada

f'(a):limMcﬂimM— f'(a)

2 X-a 2 X-a 0=
i TR CE0ca) o T (@) a)a)

es decir, larecta y= f (a)+ f'(a)(x—a) aproxima muy bien a la funcion f alrededor de a. A

dicha recta la llamaremos recta tangente a la graficade f en a.

Ejercicio:
179. Calcular la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal de las siguientes funciones en
el punto que se indica:

a) f(x)=Inxen x=e

b) f(x)=senx+cosx en x=

) F(X)=(x-1)35-x en x=

N

Ejercicios de selectividad
Junio de 2003, cuarto bloque, A) Junio de 2004, cuarto bloque, A)

Junio de 2007, primer bloque, B) Reserva 2 de 2010, propuesta A, 1)
Reserva 1 de 2013, propuesta A, 1, b) Junio de 2014, propuesta A, 1, b)
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Septiembre de 2014, propuesta A, 1, b) Junio de 2018, propuesta B, 1, c)

5. INTERPRETACION FiSICA DE LA DERIVADA

Si X(t) es la posicion de un movil en el instante de tiempo t, la velocidad media en el intervalo de

tiempo [t,t+h] viene dada por

x(t+h)-x(t)
t,t+h|)=——F-—~=
Vm ([ t+ ]) h
y la velocidad instantanea en el instante t se obtiene tomando limites, cuando h — 0, en la expresion
anterior:
v(t)= L‘fﬂw -x'(t)

Ademas, la derivada de la velocidad es la aceleracion:

a(t)=v'(t)=x"(t)

Si la aceleracion es cero, no hay cambio de velocidad con respecto al tiempo, es decir, la velocidad
es constante. En este caso, la curva de X en funcion de t es una linea recta. Si la aceleracion no es
nula, pero constante, la velocidad varia linealmente con el tiempo y la curva de X en funcion de t es
cuadratica con el tiempo.

En general, la derivada de la funcion y= f(x) es el ritmo de cambio («velocidad») con que varia
la magnitud y respecto de la magnitud X.

6. DERIVADAS SUCESIVAS

Sea | un intervalo y f una funcion derivable en I. Si f' esderivableenacl, a la derivada
(f')'(a) se le llama derivada segunda de f ena y se designa por f"(a).

Si Vxel existe f (X) la funcién x— f "(x) se llama funcién derivada segundade f enl.
f'(x+h)—f'(x)

fr(x)= Ih'LTJ

En general, definidas las funciones f",..., f"?:1 —»R, de tal modo que f* :(fk‘”)', para

k=2,..,n-1, diremos que f* es la funcion derivada k-ésima (o derivada de orden k) de f en1,
_d“f
dx*

fV(x)=lim

h—0

que también se representa por: f*(x)

f"9 (x+h)- " (x)
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Ejercicio de selectividad
Reserva 1 de 2008, primer blogue, B)

7. ESTUDIO GLOBAL Y LOCAL DE FUNCIONES

7.1. Monotonia de una funcion
Recordemos que salvo que expresamente se diga lo contrario, el conjunto D es un intervalo abierto.

Definiciones: |
Una funcion f:DcR —>R es creciente (resp. decreciente) en D cuando para cualesquiera

x,y €D en lasituacion x <y, se verifica que f (x)< f (y) (respectivamente f (x)= f(y)).

Una funcion f:Dc R — R es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente) en D
cuando para cualesquiera x,y €D en la situacion x<y, se verifica que f(x)< f(y)

(respectivamente f (x)> f (y)).

Criterio de la derivada primera: |
Si f:DcR—>R esderivableenD,vy:

(%) >0 VX, € D= f es estrictamente creciente en D
* <0 VX, € D= f es estrictamente decreciente en D

Demostracion:
Si f'(x)>0 V¥xeD,entonces f(X) esderivable en D y, como consecuencia, continuaen D.

Ademas, si X,y €D con x <y, entonces f escontinuaen [X, Y] y derivable en (x,y), luego por el

teorema del valor medio de Lagrange (que veremos mas adelante) HCG(X,y) tal que
fy)-f(x) fly)-f(x)
f'(x)=———"2, f 0, result —
(x) yox 'Y como (x)>0, resulta que yx
tiene que Y —X >0y, por tanto, ha de ser f(y)—f(x)>0, es decir, f(X) es estrictamente creciente

en dicho intervalo.
Anéalogamente se demuestra que si f'(x,)<0 Vxe D, la funcion es estrictamente decreciente en

D.

> 0. Ahora bien, como x <y se

C.Q.D.

| Definiciones: |
Diremos que una funcion es mondtona, cuando sea creciente o decreciente y estrictamente
monotona, cuando sea estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Por tanto, estudiar la monotonia de una funcion es estudiar el signo de f'.

Ejercicio:
180. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:
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X2 X —4
? f(X):xz—l 0 F(x)= X+1
b) f(x):xzx_9 d) f(x)=Invx*+1

7.2. Extremos relativos (extremos locales 0 puntos criticos)
Definicion:
Se dice que f:DcR—R tiene un maximo (resp. minimo) relativo en x, si 3E(X,):
xeE(x)= f(x)< f(x) (resp. f(x)=f(x)).

Las coordenadas del méaximo (resp. minimo) relativo son (x,, f (x,)).

Condicidén necesaria para la existencia de extremos relativos en funciones derivables: |

Sea f:DcR— R unafuncion derivable en x, y supongamos que f tiene un extremo relativo
en x,.Entonces, f'(x,)=0

Demostracion:
Supongamos que f tiene un méaximo relativo en X, (si fuera un minimo relativo, se procederia de

forma similar). Entonces, 35>0 tal que I =(x,—8,%,+5)=D Y f(x)=f(x) vxel. Por
tanto,

x0—§<x<x0:>WZO:>f'(xo)zo
%o

x0<x<x0+5:>MsO:>f'(xo)sO
%
Como consecuencia, f'(x,)=0.
C.Q.D.

Contraejemplo: El reciproco no es cierto.
La funcién f (x)=x> es derivabley f'(0)=0, y sin embargo, no tiene un extremo relativo en el

origen, ya que es siempre creciente.

Como _]de la condicion necesaria de extremo relativo se tiene:
Sea f :[a,b]— R una funcidn continuaen [a,b] Yy derivable en (a,b). Entonces:

i) Teorema de Weierstrass: f alcanza su maximo y su minimo absolutos en [a,b].

ii) Si los extremos absolutos no estan ni en a, ni en b, son ademas extremos relativos (y,
por tanto, la derivada se anula en ellos).

En resumen: los extremos absolutos se encuentran o bien entre los puntos criticos de f o bien en
aoenb.

| Condicion suficiente para gue una funcién derivable posea un extremo relativo en un punto: |
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sea f:DcR—>R unafuncién dos veces derivable en x,. Si f'(X)=0y f"(%)#0, entonces

_ _ maximo relativo si f "(x,) <0
f(X) tiene un extremo relativo en x,, queesun 4 o
minimo relativo si f "(x,) >0

Demostracion:
(% +h)—f'(x)

Sabemos que f"(X)= lim . .y como f'(x)=0, resulta que
f! h f h
(%)= m% Si ademas, f"(X,)>0, entonces (X;’]Jr ) >0 para h suficientemente

pequefio.

A la izquierda de x,, se tiene que h<0 vy, por tanto, f '(X0 +h)<0. Aplicando el criterio de la
derivada primera, f es decreciente a la izquierda de x,.

A la derecha de x,, se tiene que h>0 y, por tanto, f '(X0 + h) > 0. Aplicando el criterio de la derivada
primera, f es creciente a la derecha de X, .

Asi, necesariamente f tiene un minimo relativo o local en x,.

Analogamente se rezonasi f"(X,)<0.
C.Q.D.

Ejercicio:

181. Halla, caso de que los tenga, los extremos relativos de las funciones del ejercicio anterior.

Ejercicio resuelto:

1

-x

+€

Vamos a determinar los extremos relativos de la funcién f (x) =

X

e
Se tiene que:

X —X —
)_—(e —€ )_ - +e”

f(x ; ;
(e +e™)  (e"+e™)

- +1
eX
= 2Xx=0= x=0 (posible extremo relativo)
—e* —e™)(e" +e_x)2 —(-e"+e™)-2-(e"—e™)

=0=-e¥+1=0=e*=1=¢"=

f'(x)=0=>—-e"+e™ :0:>—ex+e%=0:>

fr(x)= (

(e e
f7(0)~ (-1-1)(1+1)? —(—41+1)~2'(1—1) _ 1
(1+2) 2

Asi, f tieneen x=0 un maximo relativo de coordenadas (O, f (0)) :(O,%j.

El criterio anterior nos servird en la mayoria de los casos, pero hay otro mas general que es
importante conocer:
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Criterio general:
Sea f:Dc R — R unafuncion (n-1)-veces derivable en x;. Las condiciones

1) f'(%)=f"(%)=1"(X)=..= f"(x)=0
2) £7(x,)#0

equivalen a que:
iii) si n espar, f (x) posee un extremo relativo en x,, que es un

{méximo relativo si f" (x,) <0

minimo relativo si f ™ (x,) >0

Iv) y si n esimpar, entonces f no tiene un extremo relativo en el punto x,.

Ejemplo:
Vamos a estudiar los extremos relativos de la funcion f (x)= x4,

Como f'(x)=4x%, silafuncion f (x) tiene extremo relativo, lo tiene en x=0 (tnico punto en el
que la derivada primera se anula). Ahora bien:

f"(0)=0 yaque f"(x)=12x*
y

f"(x)=0 yaque f"(x)=24x
Sin embargo, ™ (x)=24>0 (derivada de orden par) y, por tanto, f (x) tiene un minimo relativo
en x=0, de coordenadas (0, f (0))=(0,0).
La representacion grafica de f (x) nos permite visualizar este hecho.

5

[ ]
1
=y
(=]
—_
e
T

7.3. Curvatura de una funcion: puntos de inflexion

7.3.1. Definicién no rigurosa de convexidad

Una figura o regién del plano es convexa si al tomar dos puntos cualesquiera de ella, el segmento que
los une estd completamente incluido en la figura. En caso contrario se dice que la figura o region es
concava.
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Poligono
No CONVexo

Poligono convexo

Definicion: |
Una funcién es convexa® en un intervalo si la tangente a dicha funcion en cualquier punto del
intervalo queda por debajo de la gréafica; si queda por encima se dira que la funcién es cdncava.

Los puntos en los que la tangente a la gréfica atraviesa a la funcién, se llaman puntos de inflexién.

7.3.2. Ampliacidn: definicion de funcidn convexa
Una funcion f :DcR — R esconvexaen D sii Va,beD cona<b se tiene que

f(ta+(1-t)b)< f(t)a+ f(1-t)b  Vte[01]

Una funcién f :DcR —> R esconcavaen D sii —f esconvexaen D.

Ejemplos:

Vamos a demostrar que las funciones f (x)=x* vxeR, g(x)=|x| VxeR Y lasfunciones afines
son convexas.
1) f(x)=x* vxeR
Para vx,ye Ry 0<t<1 setiene:
f(tx+(1-t)y)—tf (x)-(1-t) f (y) =(tx+(1—t)y)2 —tx—(1-t)y? =—t(1-t)(x-y) < 0=
— f (ta+(l—t)b)£ f (t)a+ f (1—t)b vt 6[0,1]:> f es convexaen R
2) g(x)=|x| vxeR
Para vx,y e Ry 0<t <1 se tiene:
g (tx+(1-t) y) =[ox+ (1) y] < [0 +[(1-0) | = [l + L=t} y| = tg (x) + (1-t) g (v) =
= g esconvexaen R

3) h(x)=mx+n VvxeR, YmneR, m=0
Para vx,ye Ry 0<t<1 setiene:
h(tx+(1—t)y):m((tx+(1—t)y))+n:t(mx+n)+(1—t)(my+n):th(x)+(1—t)h(y):>
= h esconvexaen R

% ijOjo!! Al consultar la bibliografia es posible encontrar libros donde llaman funcién concava a lo que nosotros llamamos
funcién convexa. Lo importante es su significado, no el nombre que se le de.
También se utiliza la nomenclatura «concava hacia arriba» y «concava hacia abajo».
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7.3.3. Criterio de la derivada sequnda
Criterio para estudiar la curvatura de una funcién:
Sea f : D < R — Runa funcién dos veces derivable en D.

S'f"( ) >0 Vx,eD=f esconvexaenD
[
% <0 Vx,eD=f esconcavaenD

Definicion:

Los puntos en los que una funcién pasa de concava a convexa o de convexa a concava se llaman
puntos de inflexidn.

Si X, es un punto de inflexion de f , las coordenadas de dicho punto de inflexion son (XO, f (XO)).

Condicién necesaria:

Si f esdos veces derivable en x, y x, es un punto de inflexion, entonces f "(XO) =0,

Condicion suficiente:
Sea f una funcion tres veces derivable en x,. Si f"(x,)=0 y f"(x,)#0, entonces f tiene un
punto de inflexion en X, .

Por tanto, estudiar la curvatura de una funcion es estudiar el signo de la derivada segunda, f

Ejercicio:

182. Estudia la curvatura de las funciones del ejercicio 174.

GeoGebra
Estudio de funciones a partir de sus derivadas
Autor: Juan Ojeda Garcia
Tema: Derivada, Funciones
https://www.geogebra.org/m/fv26j9Tf

Ejercicios de selectividad

Septiembre de 2003, tercer bloque, A) Septiembre de 2005, segundo blogue, A)
Septiembre de 2006, primer bloque, B) Reserva 2 de 2007, primer blogue, B)
Junio de 2008, primer bloque, B) Septiembre de 2008, primer bloque, B)
Reserva 2 de 2008, primer blogue, B) Reserva 2 de 2010, propuesta B, 1)
Septiembre de 2011, propuesta A, 1) Septiembre de 2012, propuesta B, 1)
Junio de 2014, propuesta B, 1) Septiembre de 2014, propuesta B, 1)

8. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES
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Para representar graficamente una funcidn seguiremos los siguientes pasos:

19 DOMINIO Y RECORRIDO
Dom ( f) = {nGmeros x para los que f (X) tiene sentido}

Img (f)={y:3x deformaque y=f(x)}

2°) SIMETRIAS
a) Funcion par: f(—X)=f(x)< f(X) es simétrica respecto del eje OY

b) FEuncion impar: f(—X)Z—f (X)<:> f(X) es simétrica respecto del origen, es decir, si
giramos 180° la grafica obtenemos la misma funcién.

3°) PERIODICIDAD
y = f(X) es periédica de periodo T < f(x+T)=f(T)y T es el menor de los niimeros
que cumplen dicha condicion.

4°) PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES
a) Corte(s) con el eje OX: Yy=0= f(x)=0 > Ninguno, uno o mas puntos

b) Corte con el eje OY: X=0= f(0)=Yy > Ninguno o un punto

5% REGIONES DE EXISTENCIA
a) Intervalos de positividad

f(x)>0= grafica por encima del eje OX
b) Intervalos de negatividad
f(x)<0= grafica por debajo del eje OX

Para determinar las regiones de existencia de la funcion y = f (X) hay que estudiar el signo de f (X)

6°) ASINTOTAS
a) Asintotas verticales

Larecta x=a es una asintota vertical de y = f (X) si existe alguno de los siguientes limites:
lim f (X) =100 lim f (x) =0 lim f (x)=+e0

X—a X—a+ X—a-—

Observaciones:
(1) Una funcion puede tener infinitas asintotas verticales.
(2) La grafica de la funcion no puede cortar a las asintotas verticales.

b) Asintotas horizontales
Larecta y =k es unaasintota horizontal de f (X) si existe alguno de los siguientes limites:

lim f(x)=k lim f(x)=k

X—>—00 X—>+0

Observaciones:
(1) Una funcién tiene como méaximo dos asintotas horizontales.
(2) La gréafica de la funcion puede cortar a las asintotas horizontales.
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c) Asintotas oblicuas
Larecta y=mx+n, m=0, es una asintota oblicua de f(X), si existe alguno de los
siguientes limites:

XIirﬂo(f(x)—mx—n):o XIirpm(f(x)—mx—n):o
en cuyo caso mzlm%)() y nzlilpo(f(x)—mx)

Observaciones:

(1) Una funcién puede tener como méximo dos asintotas oblicuas.

(2) Si una funcidn tiene asintota oblicua no tiene asintota horizontal y reciprocamente.

(3) La gréfica de la funcion puede cortar a las asintotas oblicuas en uno o varios puntos.

7°) PUNTOS DE DISCONTINUIDAD
f(x) es continua en x=aeDom(f) cuando limf(x)=f(a), y por tanto, la funcién

y=f (X) presenta una discontinuidad en un punto cuando la funcion no sea continua en él.

8°) MONOTONIA
a) Intervalos de crecimiento: f (X) >0 para todos los x del intervalo

b) Intervalos de decrecimiento: f (X) <0 para todos los x del intervalo

¢) Puntos criticos: extremos relativos
Se buscan entre los puntos que anulan a la derivada primera: f '(a) =0

x=a es un posible maximo o minimo relativo de f (x)
si f"(a)>0 entonces f () tieneen (a, f(a)) un minimo relativo
si f"(a)<0 entonces f(x) tieneen (a, f(a)) un méaximo relativo

Para determinar la monotonia de la funcién hay que estudiar el signo de f (X) :

9°) CURVATURA
a) Intervalos de convexidad: f "(a) >0 para todos los x del intervalo

b) Intervalos de concavidad: f "(@)< 0 para todos los x del intervalo

c) Puntos de inflexion:
Se buscan entre los puntos que anulan a la derivada segunda f "(a)=0:

Xx=a es un posible punto de inflexion de f (x)

si f"(a)>0, entonces f(X) tiene en x=a un punto de inflexién concavo-convexo, de

coordenadas (a, f (a))

si f"(a)<0, entonces f(X) tiene en x=a un punto de inflexion convexo-concavo, de

coordenadas (a, f (a))
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Para determinar la curvatura de la funcion hay que estudiar el signo de f (X) :

9. OPTIMIZACION DE FUNCIONES

Optimizar una funcidn es obtener el valor o valores de la variable independiente que maximizan o
minimizan la funcién objeto de estudio.

9.1. Problemas resueltos de optimizacion de funciones
1. Halla dos numeros que sumados den 20 y que su producto sea maximo.

Sean x e y los numeros buscados. El problema a resolver es el siguiente:
X+y=20
{xy maximo
Llamamos p al producto de los dos numeros, esto es, p=xy [*]
Como x+y=20=y=20-x Y sustituyendo en [*] resulta:
p=x(20—x) = 20x — x?
Vamos a calcular el (o los) maximo(s) de la funcién p(x):
p'(x) =20 — 2x
p(x)=020-2x=0x=10

prr(x) — _2
p"(10) < 0 = x = 10 es un maximo
Por tanto, los nimeros buscados son:

x=10
y=20-10=10

2. Halla dos numeros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro sea méaximo, si la
suma de dichos numeros es 40.

Sean x e y los nimeros buscados. El problema a resolver es el siguiente:
X+y=40
X’y maximo
Llamamos p =x’y. Como x+y =40 se tiene que y =40—x Y, por tanto:
p=x%2(40 — x) = 40x?% — x3
Vamos a maximizar la funcion p(x):
p'(x) = 80x — 3x?
x=0
'(x)=0<80x—-3x*=0< x(80-3x)=0=
p( ) ( ) 80—3x:0:>x=?
p"(x) =80 — 6x
p”(0) =80 > 0 = x = 0 es un maximo (no nos interesa)

p(@j =-80<0=x =% es un minimo relativo

Los nimeros buscados son:
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80
X e
3
y=40- 80 = 40
3 3
3. Cuales son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m? de superficie, para poderlo

cercar con una valla de longitud minima.
Por la formula del area del rectangulo se tiene:

xy = 3600
Por otro lado, la superficie que tenemos que vallar es 2x+ 2y
3600m” y Asi, el problema a resolver es:
xy = 3600
{2x+ 2y minima
X 3600

Como xy =3600=y
3600 2x% +7200

Llamando f =2x-+2y Y sustituyendo y = i}?o obtenemos: f(X)=2x+2

X X
Vamos a minimizar f:
, 4x* —2x*—=7200 2x*-7200
f (X): 2 = 2
X X
f'(x)=0< 2x*—7200=0 <> x =160
" 14400
f (X) - X
f"(-60)<0= x=-60 es un maximo (no nos interesa)
f"(60)>0= x=60 es un minimo
X=60m
Por tanto, las dimensiones del campo son: 3600 60m
4, Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en una

circunferencia de radio 5 cm.
A= xy maxima

r=oum Por el teorema de Pitagoras:
© x* +y? =107
QL
y > Y | dedonde
X X y =100 x?

La funcién a maximizar es: f(x)=xv100- x?

() = 1005 = b (100-¢°) - V200" = (100" - ')
1 200X — 4x°

fi(x)= E(100x2 —x“)_; (200x—4x*) = T
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x=0

' — _ 3 — — 2y —
fix) =0 & 200x — 4x° = 0 & x(200 — 4x°) 0=>{200—4x2=0=>x=i\/%

El Gnico posible extremo que nos interesa es x = /50
f '(X) _ 100-2x2
7100 — x?
—X
~4xy/100 X" —(100 - sz)m —4x(m)2 +(100-2x*) x

(m )2 ~ (200-x2)v100- 2

f"(x)=

—300x +2x°
(100— xz)\/loo X2

f "(\/%)<0:> X =+/50 es un maximo

Calculamos el valor de y: y = 100—(\/%)2 =50

x=~/50 cm
y=+/50 cm

Por tanto, las dimensiones del rectangulo para que el area sea maxima son: {

5. Con 1 m? de cartén como construirias una caja del mayor volumen posible.

Teniendo en cuenta el dibujo, tenemos que maximizar la funcion
2
V(X)=(1-2x)" x=4x’ —4x* + X
Calculamos las derivadas:

1-2x v'(x)=12x* -8x+1
8+4 12 1
X + + T4 2
v'(x):o:x:S—\/Ezs—“: 24 24 2
24 24 8-4_4 1
X 24 24 6
v'(x)=24x-8
v”G) =12-8>0=>x= ; es un minimo (no nos interesa)
v”(l) =4-8< 0= x=2esun Maximo
6 6
Por tanto, como 1-2x=1— 21 :1—1 = Z las dimensiones de la caja son: 2><g><1(m)
6 3 3 3 3 6
6. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes superior e inferior

deben ser de 2 cm y los laterales de 1 cm. ¢ Cuales deben ser las dimensiones para que resulten hojas
con un coste minimo?
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2cm

Teniendo en cuenta el dibujo, la funcién a minimizar es:
(x+2)(y+4)
Y| 18em’ Por otra parte, teniendo en cuenta la formula del area de un rectangulo, se tiene

que:
X len Xy = 18

2cm Asi, tenemos que resolver el siguiente problema:

L cm

{xy:18
(x+2)(y+4)

Como xy =18 se tiene que Y =% y sustituyendo

2 2
S(x):(x+2) §+4 :4x +18x+8x+36:4x +26x+36:4x+26+§
X X X X

Vamos a minimizar S(x):
. 36 4x*-36
S (X):4—?: X2

S'(X)=0=4x"-36=0=x= ,/37:3 =3 (posible minimo)

oo BXxP—(4X*=36)-2X g8x_8x+72x T2
S (X) = N = N = N
$"(3)>0=>x=3 es un minimo

Asi las dimensiones de la zona que contiene el texto impreso son:

X=3 cm

18
=—=06 cm
y 3

y las dimensiones de la hoja de papel son: 5x10cm.

1. Un agricultor sabe que si vende hoy su cosecha podra recoger 50 000 kg, que le pagaran al
precio de 20 céntimos por kg. Por cada dia que espere, la cosecha disminuira en 800 kg, pero el precio
aumentara en 3 céntimos por kg. ¢Cuantos dias debera esperar para obtener el mayor beneficio?

Sea x = numero de dias que espera el agricultor.
Recoge una cosecha de 50000 — 800x (kg), que vende al precio de 20+ 3x cent/kg. La ganancia

que obtiene es: (kilos producidos) - (precio por kg)
g(x)=(50 000-800x)(20+3x)

que es la funcion que tenemos que maximizar:
g'(x)=-800-(20+3x)+(50000-800x)-3 = -4800x +134000

9'(x) =0« —4800x+134000=0 < x = 134000 _ 335
4800 12
g"(x)=-4800
o 335 335 "
0" — |<0= X=—— esun maximo
12 12
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Por tanto, el agricultor debera esperar % = 27,917 = 28 dias para que su ganancia sea maxima.

8. Un vendedor de boligrafos ha observado que, si vende sus boligrafos a 15 céntimos, es capaz
de vender 1 000 unidades diarias, pero que por cada céntimo que aumente el precio, disminuye en
100 unidades la venta diaria de boligrafos. Por otra parte, a él le cuesta 7,5 céntimos fabricar un
boligrafo. Averiguar qué precio ha de poner para obtener el méximo beneficio.

Sea x el precio de cada boligrafo. EI nimero de boligrafos vendidos al dia es n=1000—-100x, y en
cada boligrafo obtiene un beneficio igual a x—5.

El beneficio total es: b(x)=(1000-100x)(x—5)

que es la funcion que tenemos que maximizar:
b'(x)=-100(x—5)+(2000-100x) = —100x + 500+ 2000 —100x = —200x + 2500

~ 2500

b'(x) =0=>-200x+ 2500 =0=> x =~~~ =125

b"(x)=-200
b"(12,5) <0=>x=12,5 es un maximo para b(x)
Por tanto, el precio del boligrafo para que el beneficio sea maximo es de 12,5 céntimos.

9. Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. EI metro lineal
de tramo horizontal cuesta 20 euros y el tramo vertical 30 euros.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.

b) Determinar el coste del marco.

Xy =6

El problema a resolver es:
M =2x-20+2y-30=40x+60y

Como xy=6=1y =g y sustituyendo en la expresion de M:

2
M :40x+60§:M:
X X

y 6m Calculamos M'(x) e igualamos a cero:

.. 80x-x—(40x*+360)-1 80x2-40x*—360 40x*—360
M (X)= NG = NG = 2

M (x)

M'(x):0<:>40x2—360:0<:>x2=@:9<:>x:i3
40

X
Comprobamos que la solucion positiva que es la que tiene sentido
corresponde a un minimo:
_ 80x-X* —(40x* ~360)-2x  80x® 80X’ +720x _720x 720

4 4 4 3

M "
(X) X X X X

M"(3)=73—i0>03x=3 es un minimo

X=3m
y=2m
Asi, el coste del marco es: 40-3+60-2=120+120 =240 €.

Por tanto, las dimensiones del marco son: {
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10. En una oficina de correos sélo admiten paquetes con forma de paralelepipedo rectangular,
tales que la anchura sea igual a la altura y, ademas, la suma de sus tres dimensiones debe ser de 72
cm. Halla las dimensiones del paralelepipedo para que el volumen sea maximo.

El problema a resolver es:
| X+X+y=72
- {vExzy méaximo
Como 2x+y=72=>y=72-2x Y sustituyendo en la
y expresion de v:
v=x*(72-2x)=72x" - 2X° =v(x)

—_ - - = =

Maximizamos V(X)
v'(x) =144x-6x’
x=0 (No vale)
V'(x)=0<x(144-6x)=0<= 144
X=— =
6

24

v"(x) = 144 — 12x
v"(24) = —144 < 0 = x = 24 €5 un maximo
Por tanto, las dimensiones de la caja son: 24 x 24 x 24 (cm).

11.  Queremos disefiar un envase cuya forma sea un prisma regular de base cuadrada y capacidad
80 cm?. Para la tapa y la superficie lateral usamos un determinado material; pero para la base debemos
emplear un material un 50 % mas caro. Halla las dimensiones de este envase (longitud del lado de la
base y altura) para que su precio sea el menor posible.

Si suponemaos que el precio del material para latapay los laterales es de una unidad

por cm?, el precio para 1 cm? de la base sera de 1.5 unidades. El precio del envase,
que es la funcion que debemos minimizar, es:
y p =x%+4xy + 1,5x% = 2,5x% + 4xy
Esta funcidn depende de dos variables, pero como sabemos que el volumen es de
80 cm?3, se tiene:
V =x’y=80= y:@
X
X Sustituyendo en la funcién:
p=25x +4x$ =2,5x* +@: p(x)
X X
Derivamos e igualamos a cero:
, 320
p'(x)=>5x —

p(x)=05x3-320=0x3=64< x=4cm
Para comprobar que se trata del precio minimo, calculamos la derivada segunda y sustituimos:
" 640
p (X) =5+ ?
p"(4) > 0 = x = 4 es un minimo
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El envase de precio minimo tiene una base cuadrada de 4 cm de lado y una altura de 5 cm.

12. Halla las dimensiones del rectangulo de 4rea méaxima que puede inscribirse en un triangulo
isdsceles cuya base es el lado desigual y mide 36 cm vy la altura correspondiente mide 12 cm. Supon
que un lado del rectangulo esta en la base del triangulo.

C
12
P
y
A M N Np
X

36

La funcion que debemos hacer maxima es el area del rectangulo: A= xy
Como esta funcion depende de dos variables, debemos buscar una relacion entre ellas.
Los triangulos CMB y PNB son semejantes, por tanto:

18- %
MB _BN 18 " 2 . 3y_36-x
CM PN 12y
=>x=36—7y2

Sustituimos en la funcion a maximizar:
A =36y —3y*=A(y)

Derivamos e igualamos a cero:

A'(y) =36 — 6y

A =0e36-6y=0=y=6
Sustituimos en la derivada segunda:

A"(6) = —6 < 0 =y = 6es un maximo
y=6cm

Por tanto, las dimensiones del rectangulo son:
Xx=18 cm

13.  Un hilo de 100 cm se divide en dos trozos de longitudes x e y; con el primero se forma un
cuadrado y con el segundo un circulo. Razonadamente:

a) Halla x e y para que la suma de las areas del cuadrado y del circulo sea maxima.

b) Halla x e y para que la suma de las areas del cuadrado y del circulo sea minima.

La longitud de la circunferenciaes 2 r =y, y por tanto

| | 100cm
| | | el radioes r=2>.
X y 2
La funcion que tenemos que maximizar y minimizar es
X la suma de las areas:
= | = y 2 2 2 2
X° X
4 g=X Iy X ¥

16 477 16 4x
Ademas, sabemos que x+ Yy =100, es decir, y =100 — x Sustituyendo:
2 (100-x)’
g%, (100—x)" _ S(x)
16 4r
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Derivamos e igualamos a cero:

e

5'(x)=0e X -107X g 97 x=800-8x > x(27+8) =800 = x= 20~ 400
8 2 2r+8 rm+4

Calculamos la derivada segunda y sustituimos:

S"(x):l+i>0:>x:ﬂ es un minimo

27 T+4
-~ . 400
Por tanto, el valor hallado corresponde a un minimo. Es decir, cuando x:—4
T+
4 1 , .
y =100—ﬂ = 007 la suma de las areas es minima.
T+4 rn+4

El area sera maxima en uno de los extremos del intervalo [0,100] en el que toma valores la variable
X.

Si x=0 e y=100, el radio del circuloes r = 120—0 , el &rea del cuadrado es O y el area del circulo es:
T

A= ﬂ.1002 ~ 10000
irculo 472_2 Ar
Si x=100 e y=0, el lado del cuadrado es 25 cm y el &rea del cuadrado es:
'A\:uadrado = 252 = 625 sz

Asi, la funcion se hace maxima cuando x=0, es decir, cuando todo el hilo se utiliza en hacer un
circulo.

~795.8 cm?

14.  Un jardinero quiere hacer un parterre!® en forma de sector circular y que tenga de perimetro
20 m. Se pregunta acerca del radio que debe tomar para lograr que el area del parterre sea maxima.
a) Expresa el area del parterre, S, como funcion del radio r.
b) Determina el valor del radio que maximiza S.
c) ¢Cual es la amplitud de este sector de maxima superficie?
d) ¢Qué criterio se utilizara para garantizar que la solucion encontrada corresponde ciertamente
a un maximo?

Consideramos un sector circular de radio r, arco ay angulo« .
Deducimos la férmula del area de dicho sector a partir de la formula del
area de circulo y de la longitud de la circunferencia.

r
A=m-r2 y L=2-m-r
Si llamamos S al area del sector circular, se tiene:
<) 2.7t m-r? z-r’-a ra
= =S= =—
a S 2.1 2

a) Para expresar el area S en funcién del radio utilizamos la relacion que proporciona el perimetro del
parterre, 2r +a =20, de donde:

a=20-2r
Sustituimos en la formula de S:

10 Jardin o parte de él con césped, flores y anchos paseos.
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S :—r(ZO 2r) =10r-r?=5(r)
b) Derivamos e igualamos a cero:

S'(r)=10-2r

Sr)=010—-2r=07r =>5m
Calculamos la derivada segunda y sustituimos:

S"(r) =—-2<0=r =>5esun maximo
c) Para calcular el valor de la amplitud, «, correspondiente a esta solucién, calculamos primero el
valor de a:

a=20-2-5=10m

y el &ngulo correspondiente a este arco (expresado en radianes) se obtiene mediante una regla de tres:

2-r-r 2w 207z 10 )
=— =€=2 radianes

S a=

10 a 2-7-r
d) Para garantizar que la solucién corresponde a un maximo, hemos calculado la derivada segunda y
hemos visto que tiene signo negativo.

15.  Elvalor de un rubi es proporcional al cuadrado de su peso. Divide un rubi de 2 gramos en dos
partes de x gramos y de 2—x gramos, de forma que los dos rubies formados sea minima.

El valor de dos rubies serd, en funcion del peso de uno de ellos:
V(x) =k(x?+ (x —2)?) = k(2x? — 4x + 4)

Calculamos la deriva e igualamos a cero:

V'(x) =k(4x — 4)

V'x)=0ok(4x—-4)=0ox=1
Calculamos la derivada segunda y sustituimos:

V'"(x) = 4x

V"(1) =4 > 0= x =1esunminimo
Asi, ambos rubies deben pesar 1 gramo cada uno.

16.  Se quieren construir depdsitos cilindricos como el de la figura, con la condicion de que la
altura y el perimetro de la circunferencia sumen 100 m.

Comprueba que el volumen de los depositos viene dado por la expresion:
V(r) =100m - r? — 2m%r3
y determina las dimensiones del que tiene volumen maximo.
La funcion que queremos hacer maxima es el volumen del cilindro:
i V =x-r*h
~ La condicion dada en el enunciado relaciona las dos variables que aparecen en la
formula del volumen:
h+27z-r=100=h=100—-27-r
Sustituyendo en V:
Vir) =m-r?(100 — 2w -r) = 1007 - %2 — 2m?7r3
~—_ " Derivamose igualamos a cero:
V'(r) = 200w - r — 6m?r?

0
V'(r)=0< 2007 -r—67°r* =0 < r=14100

37
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La solucion r =0 corresponde a un cilindro degenerado de volumen 0. Estudiamos la solucién no

nula, y para ello calculamos la derivada segunda:

V"(r) =200 — 12w?r

\Y (@j =200z —-1272 100 =2007-4007 <0=r= gﬂ es un maximo

3z 3z

T
100

El cilindro de volumen méximo tiene por dimensiones r = g my h==—m.
7T

Ejercicios de selectividad
Septiembre de 2001, primer bloque, A)

Junio de 2002, sequndo bloque, A)

Junio de 2003, primer bloque, A)

Reserva 2 de 2004, sequndo Blogue, A)

Septiembre de 2004, tercer Blogue, A)

Reserva 2 de 2005, primer Blogue, A)
Junio de 2005, seqgundo Bloque, A)
Reserva 1 de 2006, primer Blogue, B)

Septiembre de 2007, primer Bloque, A)

Junio de 2009, primer bloque, A)

3

Otra propuesta 1 de 2001, primer blogue, A)

Septiembre de 2002, primer bloque, A)

Septiembre de 2003, primer bloque, A)
Reserva 1 de 2004, tercer Bloque, A)

Junio de 2004, sequndo Bloque, A)

Septiembre de 2005, primer Bloque, A)

Reserva 2 de 2006, primer Blogue, A)

Reserva 1 de 2007, primer Blogue, B)

Reserva 1 de 2009, primer Blogue, A)

Septiembre de 2009, primer Bloque, A)
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Unidad 9:

PROPIEDADES DE LAS
FUNCIONES DERIVABLES

1. TEOREMA DE ROLLE

Los resultados mas utiles del calculo diferencial se refieren a funciones derivables en todos los puntos
de un intervalo y en esta categoria entran los teoremas que aparecen en esta unidad.

Michel Rolle (1652 - 1719) fue miembro de la Académie des Sciences y en 1691, estudiando un
método para resolver ecuaciones, establecio, sin demostrar, el teorema que ahora lleva su nombre que
es esencialmente equivalente al teorema del valor medio. Dicho teorema aparece en un texto de
geometria y algebra llamado “Démonstration d’'une Méthode pour resoudre les Egalitez de tous les
degrez (Demostracion de un método para resolver las Igualdades de todos los grados)!'”, publicado
en 1691. Como curiosidad decir que Michel Rolle estaba en contra de los métodos infinitesimales
defendidos entre otros por L’Hopital y de hecho estaba enzarzado en un acalorado debate sobre los
fundamentos de dichos métodos, y sostenia que esos métodos conducian a paralogismos. Ademas de
por L’Hopital fue refutado también por John Bernouilli, quien mantuvo que Rolle no entendia el
Calculo.

El teorema del valor medio es frecuentemente atribuido a Joseph Louis Lagrange; no obstante, fue
publicado por vez primera en 1806 por el fisico André Marie Ampére que justificaba el resultado
usando ideas de Lagrange y suponiendo que la funcion derivada era continua; lo cual, como se vera
enseguida, es innecesario. Quince afios mas tarde Augustin Cauchy volvio a probar el teorema con
las mismas hipdtesis. También es digno de mencion que en ese mismo articulo Ampere alegd haber
demostrado un resultado que hoy se sabe que es falso, a saber, que una funcion continua es derivable
excepto, posiblemente, en un nimero de puntos excepcionales.

El Teorema del VValor Medio relaciona los valores de la funcion en los extremos de un intervalo con
el valor de la derivada en un punto intermedio del mismo y su demostracion se basa en aplicar el
Teorema de Rolle a una funcién adecuada. Ademas de una sencilla prueba, este teorema se interpreta
geométricamente de una forma facil, como se vera a continuacion.

Teorema de Rolle: |
Si f (x) esuna funcion continuaen [a,b], derivable en (a,b) y tal que f(a)= f (b), entonces

Ice(ab): f'(c)=0

Demostracion:
si f(x)=f(a) Vxe[ab],esdecir,si f esconstante, entonces f'=0 en [a,b], y la conclusién
es trivial.

11 En lenguaje moderno: «Demostracion de un método de andlisis numérico para obtener las raices (reales) de polinomios
de cualquier grado»
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Supongamos que X, €[ab] tal que f(x)=f(a)=f(b) y consideremos que
f(x)>f(a)="f(b).

Como f es continua en [a,b], aplicando el teorema de Weierstrass, 3% e[a,b] tal que
f(x)<f(x) Vxe[ab], luegoen particular f(a)=f(b)<f(x)<f(x).

Asi, f(a)=Tf(b)< f(x)y, portanto, x, =ayx =b, luego X €(a,b).

Tomando X, =c, se tiene que f'(C)=0 (yaque f tieneen x, un maximo).

Analogamente, si f(x;)< f(a)=f(b). C.Q.D.

Ejemplo:
La funcion f(X)=x"+X+2 verifica las hiptesis del teorema de Rolle en [-2,1] pues es continua

y derivable en R (por ser una funcion polinémica), luego en particular es continua en [—2,1] y
derivable en (-2,1) . Ademas, f(-2)=4=f(1).

Como consecuencia, 3¢ € (-2,1) tal que f'(c)=0.

Ahora bien, como f'(x)=2x+1y f'(x)=0, se tiene que x:—%, luego c:—%e(—z,l) es el

valor cuya existencia asegura el teorema.

Ejemplo:

Vamos a ver que no podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcion
1+2x si x<0
f(x)=<1 si. x=0
1-2x si x>0
en el intervalo [-11].

Cada una de las ramas de la funcion es continua en su dominio, por ser funciones polinémicas y
constante, luego tenemos que ver si es continuaen x=0:

{XILT f(x)=lim (1+2x) :1}

x—0—

lim f (x)=lim(1-2x)=1

X—>0+ x—0+

lim f (x) =3limf(x)=1y limf(x)=1=f(0)

x—0 x—0

y, por tanto, f escontinuaen R, luego en particular, en [-1,1].

Cada una de las ramas de la funcién es derivable en su dominio, por ser funciones polinémicas y
constante, luego tenemos que ver si es derivable en x=0:

f'(o){f;(x)zzzf;(o):z }:sz'(O)

f'(x)=—2=f'(0)=-2
y, por tanto, f no es derivable en x=0, luego no es derivable en (—1, 1) :

Ya sabemos que no podemos aplicar el teorema de Rolle, ya que la funcidn no es deivable en (—1,1)-
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Interpretacion _geométrica: Este teorema afirma la existencia de, al menos un punto
cde (a,b), tal que la recta tangente a f (X) en (C, f (C)) sea paralela al eje OX.

YA

Aplicando de forma conjunta los teoremas de Bolzano y de Rolle se pueden determinar intervalos
donde la ecuacién f(x)=0, tiene, a lo sumo, una solucién.

Para ello hay que tener en cuenta el siguiente teorema:
«Entre cada dos raices de una funcién derivable, existe al menos una raiz de la funcion derivada».

Combinando los teoremas de Bolzano y Rolle, obtenemos el siguiente resultado, que es muy util para
demostrar la unicidad de la solucion,

Teorema: |

Si f'(x)=0 en (a,b), entonces la ecuacion f (x)=0 tiene, como mucho, una Unica solucion en
el intervalo [a,b].

Demostracion:
Supongamos que f (x)=0 tiene dos soluciones distintas en [a,b], que llamaremos X, y X,. Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que X, < X,.
Como f'(x)=0 en (a,b), entonces f'(x)>0 en (a,b) o f'(x)<0 en (a,b).

Supongamos que f'(X)>0 en (a,b). Entonces, f es estrictamente creciente en (a,b), y como
f(x,)=0= f(x,), entonces necesariamente X, = X,, lo que contradice nuestra hipétesis inicial.
Analogamente se demuestrasi f'(x)<0 en (a,b).

C.Q.D.

Ejemplo:

Vamos a ver que la ecuacion cos x = 2x tiene una unica soluciénen R .
Consideramos la funcion f (X) =C0SX—2X que es continua y derivable en IR, luego en particular lo

esen [0,1] y (0,1) respectivamente.
Como ademas f(0)=1>0y f(1)=cos1-2<0, aplicando el teorema de Bolzano 3¢ < (0,1) tal

que f (C) = 0, esto es, COS(C) =2C.
Vamos a demostrar que dicha solucion es Gnica. Supongamos que d es otra solucion. Entonces,
f(d)=0=f(c),yaplicando el teoremade Rollea f en [c,d]si d >c,o0en [d,c]si d <c, se tiene

que EIEE(C,d) tal que f'(e)=0.
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Ahora bien, f'(x)=-senx-2<0 V¥xeR, lo que es contradictorio con que f'(e)=0 y, como
consecuencia, la ecuacion solo tiene una solucion real.

Ejemplo:
Vamos a ver que la ecuacién e = x tiene una Unica solucién en R .
a) Existencia (teorema de Bolzano): f (x)=e™ —x

f es continua en [0,1] y derivable en (0,1)
f(0)=e"-0=1>0 = Por el teorema de Bolzano, 3c € (0,1): f (¢c)=0
f(1)=e"-1<0

b) Unicidad (teorema de Rolle)
f'(x)=—-e*-1<0= f es estrictamente decreciente y, por el teorema de Rolle, tiene como

maximo una unica raiz.

Ejercicios de Selectividad
Septiembre de 2011, propuesta B, 1) Septiembre de 2012, propuesta A, 1)

Junio de 2016, propuesta B, 1) Junio de 2018, propuesta A, 1)
Junio de 2023, 2)

2. TEOREMA DEL VALOR MEDIO (LAGRANGE)

El teorema del valor medio es uno de los resultados mas Utiles del Céalculo. Su utilidad se debe
principalmente a que dicho teorema permite acotar el incremento de una funcion cuando se conoce
una cota de su derivada.

Teorema del valor medio (de Lagrange): |

Si f (X) es una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces IC € (a,b) tal que:
f (b)_ f (a) —_f '(C)
b-a
(igualdad que puede escribirse en la forma:
f(b)-f(a)=f(c)(b-a)

y que se conoce con el nombre de formula de los incrementos finitos).

Demostracion:
Considermos la funcion f menos la recta que pasa por (a, f (a)) y (b, f (b)) esto es,

o= 10~ Ty 1)

Es inmediato que g cumple las hipétesis del teorema de Rolle, luego 3C € (a,b) tal que g'(C)=O.
Ahora bien,
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y, COMO consecuencia,

0=g'(c)=f -(C)_M:> f'(c)= f(b)-f(a)
C.Q.D.

Ejemplo:
La funcion f (X) =x*-6X es continua y derivable en R (por ser una funcion polinémica), luego en

particular en [—2,1] y, por tanto, 3¢ e (-2,1) tal que M: f'(c).

1-(-2)

=3x* -6 =-3=3x* -6 = x=*1. El valor que cumple el teorema es ¢ =—1.

1-(-2)

Ejemplo:

Vamos a comprobar si la funcion f (x)=</x" verifica el teorema del valor medio de Lagrange en el

En efecto,

intervalo [-1,1]. En caso afirmativo, vamos a determinar, de forma razonada, el punto (o puntos)
cuya existencia afirma dicho teorema.

Se tiene que:
e f escontinuaen R (por ser composicion de funciones continuas) = f continua en [-1,1]

o f esderivableen R (por ser composicion de funciones derivables) = f derivable en (-1,1)
Asi, por el teorema del valor medio de Lagrange, 3c €(—1,1) tal que

R T I e (ST
1-(-1) 2

. 4 .
Ahora bien, como f (x) =§x% se anulaen x=0, se tiene que c=0.

Interpretacion geométrica: Si se cumplen las hipotesis del teorema en el intervalo [a,b],

existe al menos un punto CE(a,b) en el que su recta tangente es paralela al segmento

determinado por los puntos A(a, f (a)) y B(b, f (b)).
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Interpretacion fisica: Si x representa el tiempoy f (X) la posicién de un movil sobre una

f(b)-f(a)

recta, entonces representa la velocidad media en el intervalo de tiempo [a,b],

y f (C) la velocidad instantanea en el instante c. El teorema afirma que la velocidad media
es alcanzada al menos en un instante del tiempo transcurrido entre a y b .

Ejemplo:
¢Verifica la funcion f (X) =x*—2X las hipdtesis del teorema de Lagrange en el intervalo [0,6]? En

caso afirmativo, hallar el punto en el que la recta tangente a la graficade f es paralela a la recta que
pasa por los puntos A(0,0) y B(6,24).

Como f es una funcion polinémica, es derivable en R, luego es continua en [0,6] y derivable en
(0, 6), por lo que, aplicando el teorema de Lagrange,
f(6)-f(0
Jce(0,6) tal que f'(c) = %0()
£(6)-f(0) 24

Ahora bien, f'(c):20—2y T:E:L luego 20—2:4:>C:3€(0,6).

Asi, el punto buscado es C(3, f (3))=(3,3).

Ejercicios de Selectividad
Reserva 2 de 2007, primer blogue, A) Reseva 1 de 2008, primer bloque, A)

Reserva 1 de 2012, propuesta A, 1) Reserva 2 de 2013, propuesta B, 1)

Consecuencias:
(1) Caracterizacion de las funciones constantes

Si f(X) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b), y 3ce(ab) tal que
f'(c)=0 Vce(a,b), entonces la funcion y = f (X) es constante en [a,b].

Demostracion:

Sea xe[a,b]. Como f'(c)=0 Vce(a,b), aplicando el TVM a f(x) en el intervalo
[a,X], setieneque f(x)—f(a)=f'(c)(x—a) con ce(a,x), perocomo f'(c)=0, resulta
que f(x)=f(a) para cualquier x e[a,b]. Como consecuencia, la funcion es constante en
el intervalo [a,b]. C.Q.D.

(2) Diferencia de dos funciones con igual derivada
si f(x)yg(x) son funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b), tales que

f'(X)=g'(X) VXE(a,b), entonces las funciones f(X) yg(x) se diferencian en una

constante, esto es: f (X)=g(x)+cte
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Demostracion:
Consideramos la funcién h(x)= f (x)—g(x), que es continua en [a,b], derivable en (a,b)
y tal que
h'(x)=f'(x)-g'(x)=0 Vxe(ab)
Aplicando la consecuencia (1), se tiene que
h (X) =celR

Yy, COMO consecuencia,

h(x)=f(x)-g(x)=c C.Q.D.

3. TEOREMA DE CAUCHY

El teorema de Cauchy del valor medio generalizado aparece en su «Cours d’Analyse» (1821) vy,
permite, entre otros, demostrar la regla de L"Hbpital, que usaremos para resolver indeterminaciones
en el célculo de limites.

Teorema de Cauchy (0 del valor medio generalizado): |

si f(x) yg(x) son funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b), entonces Jc < (a,b) tal

que:
g'(c)[ f(b)-f(a)]=F"(c)[g(b)-9(a)]

Demostracion:
Consideramos la funcion h:[a,b] >R definida por

1 f(x) g(x)
h(x)=L f(a) g(a)
1 f(b) g(b)
que verifica:
v) h es continua en [a,b] y derivable en (a,b).

vi) h(a)=h(b)=0
Entonces, por el teorema de Rolle, 3C € (a, b) tal que h (C) =0,y como

h'(c)=(f (b)- f (a))g'(c)-(g(b)-g(a)) F(c) =0

Resulta que

C.Q.D.

Ejemplo:
¢ Verifican las funciones f (X)=x*+2x+1y g(x)=x’-2x-1 el teorema de Cauchy en el intervalo

[—2,1] ? En caso afirmativo, determinar el punto en el que se verifica.
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Las funciones f y g son derivables en R, luego son continuas en [—2,1] y derivables en (—2,1).
Ademas, g (—2) #0 (1) , luego por el teorema de Cauchy,

Ice(a,b) tal que g'(c)[ f (b)-f(a)]=f"(c)[g(b)-g(a)]
Vamos a determinar C:
f'(x)=2x+2—> f'(c)=2c+2
9'(x)=3x*-2—->g'(c)=3c*-2

9'(c)[f(b)=f(a)]=T(c) 9 (b)-9(a)]

f()=4yf(-2)=1 = que escribimos en la forma =
KA '(c)_1(b)-1(a)
o=zl 5(©) 9(b)-9(a)
=>_24__(i5)=32C(:2+_22:>3c2—2c—4:0:>c:¥, pero la Unica solucion que estd en el
intervalo dado es ¢ = 1_3\/5 e(-2,1)

En este apartado aplicaremos el teorema del valor medio generalizado de Cauchy para dar un método
muy poderoso para calcular limites indeterminados conocido como «Regla de L’Hopital».
Guillaume Francois Antoine de L’Hdopital (1661-1704), public6 andnimamente en 1696 el primer
libro de texto sobre calculo diferencial, el cual tuvo gran éxito e influencia durante el siglo XVII1I. En
él aparecen los resultados que hoy llevan su nombre, que permiten resolver en muchos casos
indeterminaciones de la forma 0:0 0 o0: 00, que se presentan frecuentemente al estudiar el limite de
un cociente de dos funciones. Si bien L’Hopital era un escritor excepcionalmente claro y eficaz, las
Ilamadas «reglas de L’Hopital» no se deben a él sino a su maestro Jean Bernouilli (1667-1748) quien
las incluyé en el primer texto de Célculo Diferencial que se conoce (impreso en 1724). Sin embargo,
L’Hopital ya las habia publicado en su «Analyse des infiniment petits», publicado por €l en Paris en
1696.

REGLA DE L’HOPITAL PARA %;

Sean f (X) Y9 (X) dos funciones derivables en un entorno E de a y tales que:

1) f(a)=g(a)=0
2) g' noseanulaen E
o o f(X) : o (%) .
Si existe el limite finito lim——=, entonces existe también lim——-, y, ademas:
x-a (X) x—>a g(x)

Demostracion:
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Como f(a)=g(a)=0, podemos elegir xeE y escribir, F)_f(x)-f(a) , por lo que
g(x) 9(x)-g(a)

podemos aplicar el teorema de Cauchy al intervalo [a,x] (o al [x,a], segiin se tome x). Como en

particular g(X)— g (a) #0, ya que si no g(X) = g(a) , y por el teorema de Rolle, g' se anularia en

algn punto de (a, X) , en contra de las hipoétesis de la regla de L’Hopital.

Asi, 3¢, €(a,X) tal que

(0)_T0-t@_fe)
9(x) 9(x)-g(a) g'(c,)
Ahora bien, por hipoétesis, 3lim——= f (X) =L. f(x) =L.
=a g'(X) =a g(x)
En efecto, para cualquier £ >0, 35 >0 tal que Vx:|x—a| <0, se verifica que
f.(x) “U<e 2]
g'(x)

Como C, e(a,X), siempre que |x—a|<5, se tiene que |Cx—a|<5, y teniendo en cuenta [2], se

verifica que [X—a| <& y, por tanto,

f'(cx)—L <&
9'(c,)
f'(c)
Lo que prueba que 3lim . (c ) = L. Asi, teniendo en cuenta [1], resulta que
im0 _ i £ i 100 C.Q.D.
X—a g(X) X—a g (CX) X—a g (X)
Ejemplos:
0 “msenx:[g}: i cosx:}:1
x->0 X 0 x->0 ] 1

2) lim

> — = =5
H_%2tg X+5tgx+3 |0

3tg? X +tgx—2 —{ﬂ—lim 6tgx(1+tg° x)+1+tg°x  _10
- _H_g4tgx(1+tgzx)+5(l+tgzx) 2

Otras formas de la regla de L’HOpital:
El esquema

es valido para x »a, x—a+, X—>a—, X —> -+ Yy X ——o0, tanto si la indeterminacion es del tipo

0 como si es de la forma E, e independientemente de que el limite sea finito o infinito.
o0

Ejemplos:
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1) lim—> _X{f}:nm X lim Xz_xz[ 2 }F}o
Xx—>+0 @% 4 @ o0 Xx—>+0 @" —@ x—+0 @7 4 @ +00+0 o0

2) lim L:{f}: lim l: lim x=+o0 (log es el logarimo natural)
X—>+00 |0g X 00 x>t Lo xote
X
2
9) fim X = |- fim 2~ tim 2| 2|0
X—>+0 e o0 X—>+00 e X—>+0 e o0
1
. logx {0} : X 1
4) lim =|—[=lim = =2
x—1 X—\/; 0 x—>11_ 1 1_1
24/x 2
Indeterminacion [0-«] : para transformarla en una de la forma % 0 2 tendremos en cuenta
o0
que:
. . F(x
Ilm[f(x)g(x)]:llm(—)
9(x)
Ejemplos:
. . 1 . 1-cosx . senx O
lim(1—cos x)cotg x =[0-o0] =lim(1-cos x)—=lim =lim———=-=
x—0 x—0 tgx 0 tgx x—0 ]__|_tg X 1
1
. B o logx
fip xlogx=[0-ee] = fity === filp —f = i x=0
X X2

Indeterminacién [0 —o]: puede resolverse utilizando la regla de L’ Hépital; para ello, se

suelen realizar las operaciones indicadas, obteniéndose indeterminaciones de la forma n 0

818

) 1 1 .o Xx—e*+1 |0 . 1-¢* 0 . —e* 1
lim| ——-=|=[0o—0]=liM—F—5=| = |=limM———=| = |=lim————=-=
x>0\ ¥ -1 X X0 x(eX —1) 0| =oxe*+e*—1 | 0| x0xe*+2e 2

Indeterminaciones [ooo, 0°y 1°°]: para aplicar la regla de L’Hopital, las transformamos en

la forma 0-oo teniendo en cuenta que:
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lim £ (x)*") = lim 9100 _ ot

X—a X—a

donde log representa el logaritmo natural.

Ejemplos:
2Xx
L X244
1 1 o ) In(x2+4 xllﬂ.looT
(@A) o] fim g0 _ glma) _ i S 5] L
1) lim(x“+4)rx =] |=Ilime =e =e =e" =e =
X—>+00 X—>+00
- 2x? © . 4x
— eXLITwX2+4 — e|:°°:| — exlalrpwﬂ — e2
1
. Inx SX
. « 0 lim Inx" lim xInx* (0] xTE"T {f} xllrg*_iz Xi”&(’” 0
2) limx :[0}:eﬁ° =e° =e" =g X =e"=e X =e =e =1
x—0"
. . Iim+xlogx )
lim x* =[0° | = lime"*®* ==~ =¢° =1 (donde hemos usado que lim xlog =0)
x—0" x—0" x—0+
-1
ra
1 1
In| 1+= =
n( +X) lim l+— lim 1

3) lim

X—>+00

. 1) . 1 1 0 X400
1 X lim In 1+7) lim X|I’](1+7] - X 2 [{} - +T
(1+— I O B SO I S T

Ejemplos: (Limites que no se puede resolver por L "Hopital)

a) El siguiente limite no puede resolverse aplicando la regla de L’Hopital:

A1+ X

lim

X—>+0 X

2X

1+ : . N . X
lim -|Z = (aplicando L'Hopital) = lim 21X _ iy —|Z|=
X—>+00 X 0 X—>+00 1 X—>+0 [1_}_ X2 00

[ 2
= (aplicando L'Hopital) = lim 2—1)(= lim 1+x

X—>+00 X—>+00 X

241+ X2

que es el limite que queriamos resolver.
Sin embargo, este limite se calcula como sigue:

Vi+x —[w}:lim X fim 22X i [ L 1= yO1=1

lim

X—>+0 X

00 X—>+0 X X—>+30 X2 X+ \[ X

X

b) Este otro limite tampoco puede resolverse aplicando la regla de L’Hopital:
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9 1

X“sen —

lim X
X—>+00 |Og X

Este limite presenta una indeterminacién del tipo {—} pero la utilizacion de la regla de L’Hopital
0.0]

no la resuelve (jjlnténtalo!!). Sin embargo, su resolucion no es dificil:
2
~ x'sen . 1\ «
lim —=2=1lim| xsen= | lim —— =+
X—>+00 |og X X—>+00 X | x>+ |og X
. 1 . X
yaque lim|xsen=|=1y lim —— =400,
X—>+00 X X—3+00 |0g X

. e*+senx
C) Calcular lim ————
x>+ 0% 4 C0S X

. L, : 0 . .
Se presenta una inderteminacion del tipo {—] pero aplicando la regla de L’Hopital se entra en un
o0

bucle infinito. Sin embargo, dividiendo numerador y denominador por e* obtenemos:

e’ +sen x sen X
e* +sen x X I+
lim—="=lim—%& = lim—& =1
x>+0 @X 4 COSX x>+ €° 4 CO0S X oy COS X
e " e*
. senx . COSX
yaque lim ——=0= lim ——.
X—>+o @ X—+0 @

. 1
d) Para calcular IIrrg Xsen (—j no se puede aplicar L’Hopital, y sin embargo, dicho limite no es
X—> X

o)

lim xsen (lj =0
x—0 X

dificil de calcular, ya que lerrg Xx=0y <1 (es una funcion acotada), luego

Ejemplo:
" - ., 2xe*
Calculamos las asintotas de la siguiente funcion: f (x)= 1

Asintotas verticales:
o 2% [O} 2e* + 2xe”* e’ (2+2x)

5 =lim————=lim =lim(2+2x)=2 = f notiene A.V.

x—0 e x—0 e* x—0

x—0 g% _1

Asintotas horizontales:
2xe* [ _2e*+2xe* . e(2+2x)
= =lim——=lim ——~

x = lim (2+2x)=+00 = f notiene A.H. en +o0

X X—>+a0 e X—>+00 e X—>+0

x>+ @* 1 o0
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2X
lim 2xe = 0 — lim &~ =£=0:>f tiene una A.H. en —o, quees y=0
xoeeX=1 [0 »=e'-1 -1
Asintotas oblicuas:
2xe*
. F(x . e _ ) X ) X
a) m=lim o) _ lim £=1 = im Ee ={f}= lim 26; =2
X—>+00 X X—>+00 X X+ @ _1 o0 X—>+0 @
X 2e* —2x(e* -1 X _ 9yaX
n=lim (f (x)-mx) = lim | 25—~ 2x | = lim (1Y) | iy (202" 20
X—>+00 X—>+00 ex -1 X—>+00 eX -1 X—>+0 ex -1

Por tanto, la recta y =2Xx es una A.O.

2xe"
f(x) -1 . 26"

b) m=Ilim ——==Ilim=—==1lim ——=0
x>0 X X—>—0 X x——0 @ —1
2
n = lim 2X¢ :{9}2 ime_ -2 _g
0] »=e=1 -1
Por tanto, larecta Yy =0 es una A.H. en —o0.

Ejercicio:
183. Calcula el valor de los parametros para que las siguientes funciones sean continuas en x =0
, Y para dichos valores, estudia su derivabilidad en dicho punto:
XCOS X —asen X
a) f(x)= x°

bcos x.1 si x>0

si x<0
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sen x —xe* S x%0
b) f(X)=4x*-2cosx+2
a si x=0

Ejercicios de Selectividad de las reglas de L’Hopital

Junio de 2003, sequndo bloque, A) Junio de 2005, segundo bloque, B)
Junio de 2008, primer bloque, A, b) Reserva 1 de 2011, propuesta B, 1, b)
Septiembre de 2015, propuesta A, 1) Junio de 2017, propuesta B, 1, b)
Junio de 2019, propuesta B, 1) Julio de 2020, 3, b)

Septiembre de 2020, 3, a) Junio de 2021, 7, a)

Julio de 2021, 5, a) Junio de 2024, 4, a)

Ejercicios de Selectividad de continuidad (uso de las reglas de L’Hépital)

Reserva 2 de 2003, tercer bloque, A) Septiembre de 2006, primer bloque, A)
Junio de 2007, primer bloque, A) Septiembre de 2010, propuesta A, 1)
Septiembre de 2013, propuesta A, 1a) Julio de 2020, 3)

Curiosidad:

d
Vesfera (r) = %ﬂ-rs i)v 'esfera (r) = 23721"2 = 47[r2 = '%sfera (r)

d
A:irculo (r) = ﬂ-rz % AIcirculo (r) = 27[r = Lcircunferencia (r)

Mates Mike: ¢Por qué la derivada del volumen de una esfera es su area?
https://www.youtube.com/watch?v=5Ri2vx4MVQc
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Unidad 10:

PRIMITIVAS E INTEGRALES INDEFINIDAS

1. CONCEPTO DE PRIMITIVA

PRIMITIVAS
Definicion:
Sean f:D—>RyF:D—R funciones reales de variable real. Se dice que F es una primitiva
de f cuando

F'(x)=f(x) V¥xeD.

Ejemplos:
1) F(x)=>5x esunaprimitivade f(x)=5,yaque, F'(x)=5=f(x)
2

2) F(x)z% es una primitiva de f (x)=x, ya que, F'(x)=%2x=x= f (x)

Ejercicios:

184. Comprueba, en cada caso, que F es una primitiva de f:

1) F(x)=4/x"—2-287 (%)=

3

2) F(x)zxiﬂﬂn(xiﬂj f(x):(li;)zz
3) F(x)=@ f(x):2x(x2+l)5

185. Calcula una primitiva de las siguientes funciones:

1) y=x 5) y=sen x
2) y=x° 6) y=e”
3) y=x’ ny=+
X
4) y=5x*-2 8) y=-—cosx

186. Halla la primitiva de f (X) =e” que valga e para x=0.

Notese que si una funcion f tiene una primitiva F también F +k (siendo k € R ) es una primitiva
de f.

Al conjunto de todas las primitivas de una funcion dada f , lo representaremos por

209
Matematicas Il Primitivas e integrales




Cipri

J'f(x)dxz{F :F esuna primitivadef}:{F F'(x)= f(x)}

y se lee: integral indefinida de f.

[ £ (x)dx=F(x) significa que F'(x)=f (x)

El signo j (S de «suma») fue propuesto por Leibniz en una carta a Henry | . GEdeas i

‘ﬁl dx. fit o

Oldenburg, secretario de la Royal Society, escrita en 1675. «Sera Util, sugeria I.Y ad ;f uﬁ '%@”:A s

Leibniz, escribir dicho S|gno en lugar de omn, que se usaba hasta entonces |« -"F;_J : 'F‘”%
g Ax Afdx & do

ara indicar la integracion»: " FEt il
p 9 s oo Wi W‘Zfé‘fﬂ
omn x® = J' X“ dx g : #

~‘-uss y
A“ =%

Posteriormente, en 1690, Jacques Bernoulli (Jacques 1) sugirio el nombre de 4, & el IR I
«integral» a Leibniz. iz %”f*’w S g
Ejercicio resuelto:

Halla una funcion f sabiendo que

If(X)dlenﬂ-FK

(x-1)°

>+ K es una primitiva de f (X) Yy, por tanto,

Lo que nos estan diciendo es que F(x)=In

(x+2)
F'(x)=f(x):
f(x){m(x_l)?’m},: 1 (x+8)(x=1)° _(x+2)'(x+8)(x-1)° _ x«8
(x+2)° (x-1)°  (x+2) (x=1)* (x+2)’ (x—1)(x+2)

(x+ 2)2
Esta derivada también se puede calcular aplicando las propiedades de los logaritmos:

f(x)_[ln (X‘l)i +K]-_[|n(x_1)3_|n(x+z)2+ K |'=[3In(x-1)-2mn(x+2)+K] =

(x+2)

1 1 3(x+2)-2(x-1)  x+8

:3x—1_ X+2 (x-1)(x+2) _(x—l)(x+2)

Propiedades inmediatas:

@[ [ F(x)dx]=1(x)

La derivada de la integral indefinida es la funcion integrando, esto es, la derivada y la
integral indefinida son operaciones inversas.

) j(f(x) ))dx = j dx+jg

La integral de una suma es igual a la suma de las integrales de los sumandos.
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En efecto:

Si F yG son primitivas de f yg, respectivamente, entonces F'=f yG'=g, y
como (F+G)'=F+G", resulta que
I(f(x)+g(x))dx:(F +G)(x)+k =F (x)+k +G(x)+k, :I f (x)dx+jg(x)dx
(3) _[c- f (x)dx:c-_[ f(x)dx con ceR
La integral de un nimero real por una funcién es igual al nimero real por la integral

de la funcion.

En efecto:

Si F esuna primitivade f, se tiene que F'=f,ycomo (C-f)'=c- ', resulta que
Ic-f(x)dx:(cF(x))+k:cF(x)+k:c(F(x)+kl):c-If(x)dx con ceR

donde ck, =K.

2. TABLAS DE INTEGRALES

La siguiente tabla de integrales inmediatas se obtiene calculando la correspondiente primitiva de la
funcién, por lo que es muy importante no perder nunca de vista de donde han salido esas integrales,
esto es, el concepto de primitiva de una funcion. Ahora bien, como se suelen usar mucho y son la
base para calcular otras integrales mas complejas es conveniente memorizar dicha tabla.

Funciones simples

Forma simple
Potencial jx”dx— X" ik
n#-1 T n+l
I 1
Logaritmico J.;dx =In|x|+ k
Jexdx =e" +k
Exponencial a*
Iaxdx = +k
Ina
Seno Jcos xdx =sen X + k
Coseno J' sen xdx =—cosx + k
J'secz xdx = tg X +k
2 —
Tangente J.(1+ tg°x)dx = tg x+k
J. —adx=tg x+Kk
COs“ X

211

Matematicas 11

Primitivas e integrales



Cipri

Cotangente

J. cosec’xdx = —cotg X +k

I (1+ cosec?x Jdx = —cotg x +k

-[senzx dx = —cotg x+k

Arco seno
= —arco coseno

j ! dx =arcsen x +k

1-x°

Arco tangente
=—Arco

1
dx =arctg x + k
J.1+x2 g

cotangente J' . ! ~dx = iarctg§+ k
a’ + X a a
Funciones compuestas
Forma compuesta
Potencial ' ; f(x)™
N1 If(x)f(x) dx = r(1+)1 +k
Logaritmico _f () dx =In|f (x)[+k
f(x)
J.ef(x)f '(x)dx=e'™ +k
Exponencial £(x)
[a'f (x)dx=S—+k
Ina
Seno J'cosf(x) f'(x)dx=senf (x)+k
Coseno jsenf(x) f'(x)dx=—cos f (x)+k
J.sec2 f(x)- f'(x)dx=tgf(x)+k
Tangente (x)
dx=tgf k
-[cos2 f(x) x=1gT(x)+
jcosecz f(x)- f'(x)dx=—cotg f (x)+k
2 ' —
Cotangente [ (1+cosec? f (x)) f*(x)dx = ~cotg  (x)+k
f(x)
jsenz—f(x)dx = —COtg f (X)+ k
Arco seno | ) e arcsent (x)+k
= arco coseno h—t (X)2
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J' (%) dx =arctg f (x)+k

2

Arco tangente 1+ f (x)

=—-Arco '

cotangente J‘ f'(x) dx:larctg f(x)+k
a’+f (x) a a

_l’_
1 1 a
dx = arctg| ,[—x |+k
Arcotangente I ax’+c Jac g(\/ c ]

ax? +bx+c irreducible

1
,[2— dx = arcotangente +k
ax” +bx+c

Arcotangente ax? +bx+c irreducible

.. . 2
El objetivo es expresar el denominador en la forma (mx+n)” +1

J‘ Mx+ N

Neperiano + Arco ax +bx+e
M %0, ax®+bx+c irreducible

dx = neperiano + arco tangente + k

tangente o - _ _
El objetivo es utilizar el término Mx para obtener una expresion
semejante a la derivada del denominador.
Ejercicio:
187. Calcula las siguientes integrales inmediatas:
1 x* +2x-1)dx 12
) J- ( ) ) I 6+6x
2) _[zdx 13) j
X 9x° +9
1 X 6
3) J'Ee dx 14) Iﬁdx
4) [(x+1)dx 15) [¥/x2dx
5) jidx 16) j—dx
X3
6) | L i 17) j—dx
24 2x°

J~x3+5x2+x—4

" dx 18) I —dx

8) [10%dx 19) [¥/5xdx

1 1 1 7
9 + dx 20 —+—-8
) J‘(coszx senzx) ) I(x X2
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10)](2 —xz)dx 21) Iﬂdx
11) jl_s:nzx dx 22) jg— dx
Ejemplos (de tipo arco)'
1) I3x21+3 ——I dx——arctgx+C
IGX +3_Ia 2+3 3I6 2 __I[\[ ]2 a3 I(\/_x) +1=—Tarctg(«/_x)+c_
3 3 3X +1

=%arctg(\/§x)+c

4) .[ 3X2dx:3j%dx:ﬁj X dx:éarctg[x?]+c

1 1
°) Ix2—4x+13:I(x 2)° +9dX I(X—jﬂdx
3

3dx 3dx 3 dx 3 dx

6) J. 2 2 :J- 2 = —2 —2_
Ax"=2x"+1 7 (2x-1)"+4 4 (2x—1) 1 4 (X_lj 1

2

X—— 1-—
2 4

1 dx dx 1 dx
" Ix25X+110|X=I( 5)2{1 25) J( 5)2 19=Ej 5) i

_4 ?arctg[zx_5J+C

19 J19

214
Departamento de Matematicas Analisis Matematico




IES. Ramon Giraldo Cipri

(2x-5)+(5+7 —
8) f 22x+7 —I X— + )dx:J‘ 22x 5 dx+j 2 12
X*—5x+11 X’ —5x+11 X*—5x+11 X*—5x+11
:In‘xz—5x+1ﬂ+1221/€§—9arctg(2j1;95j+c

5 2
5 3
9) | ——0dx=|—==—dx
) [ o=l “ 2
9 \/ ?

3. METODOS DE INTEGRACION

5 3 xj
=—— arcsen +C
3 2 3

3.1. Integracién por cambio de variable

Integracién por cambio de variable: |

Siempre que en un integrando reconozcamos una expresion del tipo g'( f (X ) f (X) el cambio de

t="f(x
variable proporcionara buenos resultados. EI cambio que hay que hacer es: ( )
dt=f'(x)dx
Ejemplos:
2
loa( X2 t=log(x*)
1) Ide: ) zljtdtzitzzllogz(xzﬁc,donde log=1In
X dt = = dx 2 2 2
X
2 t = X3 +l

X
dx = dt== | tl==1 C
2) Ix3+1 X dt:3x2dx:>%dt:x2d -[ OQH og‘x Hh

t=3"
3 | = I — oy
1-9~ =3"log3dx = 3*dx = 1—t2 IogB IogB 1—t2

1
= L arcsent = ——arcsen3* +C

dt =

log3 log 3
t =log x 5 2
I I
J-Iog(logx)dX: :J-Iogtdtzlog t _log (0gx)+k
xlog x dt ==dx t 2 2
X
Ejercicio:
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188. Calcula las siguientes integrales, por cambio de variable:

1) j §/5x* ~10x - (10x—~10) dx 12) f—z
x +4
2) I\/x2+1-x dx )
13) [ ———— dx

3) [tgxdx (¢ _1)2

4) jx\/1+3x2 dx

5) [x’” dx

dx

2

14) Ie'”x Lax
X

15) [e"dx
6) J'(5x+1)4 dx
16) _[xz sen x°dx

7) I(ex +1)3 e*dx
17) j

8)I X dx 1+ x*

(x2 +1)2

9) jxsen(xz +4)dx

18) j—dx
l+(x+l)

sen \/_

11) | \/117dx 20) j

3.2. Integracion por partes

Teorema (férmula de integracién por partes): |

Sean Dc R unintervaloy f yg dos funciones con derivadas continuas en D . Entonces:
[fo'=fg—[f'g

Demostracion:
Partiendo de la férmula de la derivada de un producto,

(fg)'=f'g+fg’
e integrando ambos miembros, se obtiene que:
.[(fg)':.[f'g+jfg': fg=jf'g+.[fg':>

y despejando:
[fg'=fg—[f'g
C.Q.D.
Sin embargo, la formula de integracion por partes se suele escribir como sigue:
Formula de integracion por partes:
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En los célculos se procede como sigue:
u=f(x)

dv=g"(x)dx

derivando

— 2 5 du=f'(x)dx
integrando

—Ee 5 v=g(x)

Iu-dv:u-v—.[v-du

Férmula de integracion por partes

A: arco

L: logaritmos

P: polinomios

E: exponenciales
S: seno, coseno, ...

Para tomar la funcion u seguiremos la siguiente regla ordenada (=): ALPES

Ejemplos:

derivando 1

sdu =

1) Ilog(x+1)dx: u=log(x+1)

integrando

X dx=

X
—xl _
xlog(x+1) ~

X+1

dv=dx—/—=2 sy =X

= xlog|x+l|—j dx+I X—+1dx =xlog|x+1|— x+log|x+1|+C

u:logxwdu:idx . . . A .
2) Ix3logxdx= X4 =X—Iogx——J' x“—dx:x—logx——j x3dx =
3 integrando X 4 4 X 4 4

dv = x*dx —2 5y =

4

:X—Iogx—ix“+c

4 16
u=logx — du—ldx
B Ty 3 3

u=X

dx =
4 I cos? X dv =

cos” X
= xtgx—log|cos x|+ C

) Ilog Iogx [tzlogxzx:et

xlog x dx =e'dt

3
dv=+/xdx — v:j.\/;dx:Z\/X—
:—\/—Iogx——jxydx— Jx¢ -log

dx—>vj

}:Iﬂ(loget

:—\/_ log x— \/x_3+C

— du=dx

=xtg x—jtg Xdx =

dx=tgx
cos® X

logt

;,/dt_jlogtdt_l
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u:logt—>du:}dt loat
| = t :Iogtlogt—j—gdtzlogzt—l =
1 t
dv:fdt—w:logt

=2l =log*t+C, = | :%Iogzu%:

log(log x) 1, ,
———~dx==log“(logx)+C
:I xlog x 2 g( J )
1
u=logx — du==dx
In x X 1 -1 dx logx 1
6) |—dx= =(logx)| —— |- | ——=-——"F—-—+Kk
) J‘x?’ 1 (log )( 2X2j 2x% X NN

dv=x7dx —> v=-—
2X

Ejercicio resuelto:

Halla una funcion f:R—R tal que f"(x)=xcosx y cuya grafica pase por los puntos (0%) y

(7,27).

Aplicando la propiedad (1) a f (X) se tiene que:

fr(x)=]f "(X)dX=J.XCOSde:{

=—-XsenXx—cosx+C,

u=x = du=dx
=xsenx—jsenxdx=
dv=cosxdx — v=senx

Aplicamos otra vez la propiedad (1) a f (X) resulta:
f (x)=_[ f '(x)dx=I(xsenx—cos+C1)dx=Ixsen xdx—jcosxdx+C1Idx=
=—-XCcosX+senx+senx+C,x+C, =—xcosx+2senXx+Cx+C,
donde

=—xcosx+J'cosxdx=

u=Xx = du=dx
jxsenxdx=
dv=senxdx = V=-C0SX

=—-XCosX+sen x+C,
Imponemos ahora que f (0) :% yque f(r)=2x:

f(0):Zsen0+03=0+C3=%:>03:%

T
2r———-1
f(7)=-mcosz+2senz+aC g2 1

1 2 1 n 2

Como consecuencia:

f (x):—xcosx+23enx+%x+%
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Ejercicio:
189. Calcula las siguientes integrales, aplicando la férmula de integracién por partes:
1) jxcosxdx 8) jxln xdx
2) jxexdx 9) Ixz In xdx
3) szexdx 10) J. arctg xdx
4) I x* sen xdx 11) J' arcsen xdx
5) sz cos xdx 12) .[ arccos xdx
6) jex sen xdx 13) I x+/1+ xdx
7) jln xdx

3.3. Integraciéon de funciones racionales

Integracién de funciones racionales: |
Integrales del tipo

I P(X) dx
Q(x)
donde P y Q son funciones polinomicas.
Supondremos que gradoP < gradoQ, pues si no lo fuese, hariamos la division enterade P y Q,
y podriamos escribir:

con gradoR < gradoQ .

Caso 1: El polinomio Q(X)tiene solo raices reales simples:

dx

Calculaj 71
X" —

1) Descomponemos el denominador, obteniendo sus raices:
x*—1=0=x==+1

2) Descomponemos la funcion en suma de fracciones que tienen por numerador

x? -1

una constante y por denominador cada uno de los factores:
4 A B

X -1 x-1 @ x+1
3) Determinamos los valores de Ay B operando, igualando los numeradores y dando
valoresa X:
4=A(x+1)+B(x-1) quepara x=1 es A=2 ypara x=—1 es B=-2
4) Integramos:

219

Matematicas Il Primitivas e integrales



Cipri

[

Caso 2: Que el polinomio Q(X) tenga una raiz real maltiple

4x° —3x+2

X
—-3x*+3x-1
1) Factorizamos el denominador, obteniendo sus raices:

x® —3x? +3x—1=(x—1)3
4x* —3x+2
x° —3x* +3x-1
una constante y por denominador x—1 elevadoal, 2y 3:
AX* —3X+2 A B C
3 2 = + z T 3
X*—=3x"+3x-1 x-1 (x—l) (x—l)
3) Determinamos los valores de las constantes A, By C:
4x* —3x+2=A(x-1)" +B(x-1)+C
Para x =1 obtenemos C =3
Derivando: 8x—3=2A(x-1)+B que para x =1 resulta B=5

Volvemos a derivar: 8=2A= A=4
4) Integramos:

4x* —3x+2 4 5 3
J.x3—3x2+3x—1 X Ix—l X+-[(x_1)2 X+J.(X_1)3 X

=4In|x— JJ— 3 +C
x—1 2(x— 1)

Xx-1 x+1

_J'(—+—jdx:2In|x—]4—2|n|x+]4+C

Calcula j

2) Descomponemos en suma de tres fracciones que tienen por numerador

Caso 3: Que el polinomio Q(X) tenga raices reales simples y multiples
Se trata de combinar lo visto en los casos 1y 2.

Calcula Ide

X+1
1) Factorizamos el denominador, obteniendo sus raices:

x> —x° —x+1=(x+1)(x—1)2
3X+7 . .
2) Descomponemos T a1 en suma de tres fracciones que tienen por numerador una
X7 =X" =X+
constante y por denominador x+1yx—1 elevadoalya2:
3x+7 A B C

3 o2 - + + 2

X*=Xx"=x+1 x+1 x-1 (x—l)

3) Determinamos los valores de las constantes A, By C:
X+7 = A(x—l)2 +B(x+1)(x-1)+C(x+1)
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x=1-2C=10->C=5
x=-1->4A=4-A=1

Xx=0->B=A+C-7->B=-1
4) Integramos:

3x+7 A B C
J‘#dx=j + + 2 dX=
X=X —x+1 Xx+1 x-1 (x—l)

=j t 1,5 - dx:ln|x+]4—ln|x—]4—i+c
x+1 x-1 (x-1) x+1

Caso 4: Que el polinomio Q(X) tenga raices complejas conjugadas

Calcula J'de

x>+ 2x* +5x
1) Factorizamos el denominador, obteniendo sus raices:

x3+2x2+5x=x(x2+2x+5)

2) Descomponemos la fraccion en suma de dos fracciones. La primera con numerador A 'y
denominador X, y la segunda con numerador Mx+ N Yy denominador el polinomio
irreducible (en R) x*+2x+5:

2x+1 A Mx+N

x(x2+2x+5)_;+xz+2x+5

3) Determinamos las constantes A, M y N :

2x+l:A(x2+2x+5)+(Mx+N)x:> A:%, M :—%, N :g
4) Integramos:
l 8
2x+1 5 X—8
dx=|=dx+ ——I — =" dx=
Ix ¥ +2x% +5x -[ J.x +2x+5 | -[x2+2x+5 X
=—In|x|——ln‘x +2x+5‘——arctg(x+1]+c
5 2
Ejercicio:
190. Calcula las siguientes integrales racionales:
4x° +7x+2 X
11) dx
D [Pt f )
2 4
2) IZX +3x? —2x+3d
X2+ X—2
x? +1
3 dx 3x+2
) J‘x3—4x2+5x—2 13)IX —x
2x-1
4 1
) J.X _7x+10 14) J‘mdx
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5) IX _;X: 19 | (x+2 (Xx;i3x+2)dx
0 [ 10 [ 0™
D =n

E D a5z
9 I3 xj1+§<+3)dx 19” BX(Xl—l)dX
10)jx o

3.4. Inteqgraciéon de funciones circulares
Ejemplos:

(20)
1) Sabiendo que sen(2x)=2sen xcosx, calcula: I—dx
1+cos® x
sen(2x)
I _JZSenxcosx dx = —log|L+cos® x|+ C
1+cos x 1+cos® x

ya que el numerador es la derivada del denominador, menos el signo.

sen(2x)+cos x i
COS X

2) Sabiendo que sen(2x)=2sen xcos x, calcula: j

Jsen(ZX)+COSXdX IZSen XCOSX ICOSX

dx=2jsen xdx+f1dx=—2005x+x+C
COS X COS X COS X

3) Calcula Icos3 xsen xdx (El cambio de variable t =cos x te puede resultar Util).

t = cos X
Icossxsen xdx = :—It3dt:—£t4 =—lcos4x+c
dt = —sen xdx 4 4
1-cos(2x
4) Sabiendo que senzx:#, calcula Isenzxdx:
1-cos(2x
Isen Xdx = j#dx:%x—%sen(mﬁc

5) Itg2 xdx :J.(tg2 x+1—1)dx:.[(tg2 x+1)dx—j1dx:tg X—X+C
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) Il+senxd _J-(1+senx)(1+senx) X=J-(1+senx)2 dX:J-1+sen2x+25enx

= dx =
1-senx (1-senx)(1+senx) 1—sen’ X 1-sen’x §

:I1+sen2x+25ende:I 1 dx J'sen X i 2Isen

2
> > dx=tgxX+tgX—x+———=
COS” X COS” X cos” X

cos’ COS X

=219 x—x+i+C
COS X

Integracién de funciones circulares: |
Las primitivas del tipo J'senmxcosn xdx conm,neZ, se resuelven dependiendo de la paridad

de los exponentesm y n.
e Sim esimpary n es par, hacemos el cambio cosx =t.
e Sim espary n esimpar, hacemos el cambio sen x =t.
e Sim y n sonimpares, hacemos el cambio cosx =t o bien senx =t.

e Si m y n son pares, hacemos el cambio tgX=t, con el que se obtienen las siguientes
relaciones:

dt
cost = dx

t 1
V1+t2 V1+t? 1+t

Para calcular la primitiva Isen”‘x cos” xdx y antes de hacer el cambio correspondiente, utilizaremos

Sen X =

las siguientes formulas, para transformarla en otra mas sencilla:

2 2
sen® Xx+cos“ x=1 1
cos® x = E(1+ C0S 2X)

sen’x = %(1—cos 2x) SENn X COoS X = %sen 2X
Ejemplos:
1) j sen x cos® xdx
tgx=t=dx= dtz
IsenxcosP’xdx— 1+t —_[ ¢ ( ! j ! dt =
sen x = —\ A COSX= Vi+t? (V12 ) 1+t
1412 1412
N t oy L 1 I S S
(1+t2) 4(1+t2) 4(1+tg x)
2) f sen® xcos* xdx
cos X =t
_[sen xsen? x cos* xdx = J' sen x(l—cos2 x)cos4 Xdx = -
—sen xdx =dt
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t° t’ 5 7
=

+C

3) j sen” xcos® xdx

2
Isen“ X C0S® xdx = _[sen“ X C0s* X cos xdx = J.sen4 x(l—sen2 x) cos xdx =
[senx=t
| cos xdx = dt
5 2t" t° sen®*x 2sen’ x sen’Xx
=—-—+—+C= - +
5 7 9 5 7 9

}=It4(l—t2)z dt = [t (1-2t2 + t* ) dt =[ (t* - 2t° +£*)dt =

+C

4) jsens x cos® xdx

senx =t
Isens X COS® X COS Xdx = jsenS X(:|.—Sel']2 X)COS xdx ={ :| =

cos xdx = dt

:fts(l—tz)dt=f(t5_t7)dt=%—§+c - Ser(‘: X—Se?:xm

Cuando en el integrando aparezcan funciones trigonomeétricas genéricas, realizaremos el cambio

X . . : - :
t=tg R A partir de él se obtienen las siguientes relaciones:

2t 1-t? 2dt
sen x = > COS X = > X = >
1+t 1+t 1+t
Ejemplo:
X _2
tg—=t-—>CosX= -
| dx _| "2 ] ! 22dt2=j 22 2dt=fzdt=t+C=tg§+C
1+cosx dx = 2dt 1-t° 1+t 1+t°+1-t 2 2
C14t? 1+t?

3.5. Integracion de funciones irracionales

Integracién de funciones irracionales: |
Las primitivas del tipo IR(X,{‘/X”‘ e A XO )dx, se resuelven haciendo el cambio de variable

x=t", donde M = m.c.m.(n,..., p). Con este cambio nos aseguramos que desaparezcan las
raices de la integral.

Ejemplo:
4 :t4 4
| gy [ = t24t3dt=4j U=
1++/x dx = 4t3dt 1+t 1+t
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3

4/\,3
:4I(t2—1+11t2)dt:4{%—t+arctgt}:4{ X —i‘/§+arctg<‘/;}+c
+

3

Integracion de funciones irracionales: |

m q
Las primitivas del tipo J.RLX’R/(aHb] i/[aXer) ]dx , Se resuelven haciendo el cambio

cx+d cx+d

de variable ax+b =t", donde M = m.c.m.(n,..., p). Con este cambio nos aseguramos que

cx+d
desaparezcan las raices de la integral.

Ejercicios de Selectividad

Otra propuesta 2 de 2000 — Sequndo Bloque, A) Otra propuesta 1 de 2000 — Cuarto Blogue, A)

Septiembre de 2000 — Cuarto Blogue — A) Junio de 2000 — Seqgundo Bloque — A)

Otra propuesta 2 de 2001 — Sequndo Bloque, A) Septiembre de 2001 — Cuarto Blogue — A)

Junio de 2001 — Sequndo Bloque — A) Reserva 1 de 2002 — Primer Blogue — A)

Septiembre de 2002 — Sequndo Bloque — A) Reserva 1 de 2003 — Tercer Bloque — A)

Septiembre de 2005 — Sequndo Blogue — B) Septiembre de 2006 — Seqgundo Bloque — A)

Junio de 2006 — Segundo Blogue — A) Reserva 2 de 2007 — Segundo Bloque — B)

Septiembre de 2007 — Sequndo Bloque — A) Junio de 2007 — Sequndo Blogue — A)

Reserva 2 de 2008 — Sequndo Blogue — B) Reserva 1 de 2008 — Seqgundo Blogue — B)
Junio de 2008 — Sequndo Bloque — A) Reserva 2 de 2009 — Sequndo Blogue — A)
Reserva 1 de 2009 — Sequndo Blogue — A) Septiembre de 2009 — Segundo Blogue — A)

Junio de 2009, Sequndo Bloque, A)

La integral indefinida nos permite hallar una funcion f (X) conocida su derivada f (X) pues
f (x):j f'(x)dx=F(x)+c
Pero f (X) queda indefinida, pues la constante ¢ no se conoce. Para determinar ¢ es necesario dar un

dato adicional; por ejemplo, el punto (a, f (a)) de la funcion. A este dato se le Ilama valor inicial.
Por lo dicho, de f(a)=F(a)+c se obtiene que

c="f(a)-F(a).

225

Matematicas Il Primitivas e integrales



Cipri

Ejercicios de Selectividad
Reserva 2 de 2012, Propuesta A, 2A) Junio de 2015, Propuesta B, 2B, b)

Septiembre de 2016, Propuesta A, 2A)
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Unidad 11:

INTEGRAL DEFINIDA'Y APLICACIONES

1. INTEGRAL DEFINIDA

El problema geométrico de la determinacion del area de ciertas superficies planas es el origen y la
base del Calculo Integral. Se atribuye a Eudoxo (ca. 370 a.C.) la invencion del método de exhaucién,
una técnica para calcular el area de una region aproximandola por una sucesion de poligonos de forma
que en cada paso se mejora la aproximacion anterior. Arquimedes (287-212 A.C.) perfeccioné este
método y, entre otros resultados, calcul6 el area de un segmento de parabola y el volumen de un
segmento de paraboloide, asi como el area y el volumen de una esfera.

Las ideas expuestas por Arquimedes (en carta a Dositeo) son fundamentalmente las siguientes: se
desea medir el &rea encerrada por el siguiente segmento parabdlico (entre 0y 1), que representaremos

por S:

A f(x)=x2

, (x)

1

oizﬁl s
4 2 4

11211 19 .1 2 1(3Y 1,
== += = +=| =] +=1
2\2) "327 31671 4\ 4) "4

7

—<S<—©0 22<S5<0,47
32 32

\
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1, 1(1V 1(1Y 1(3) 1(1) 1(5) 1(3) 1(7Y
—0°+=|=| +=|=| +=|=| +=|=| +=|=| +=| = | +=| = | <S<
8 8ls) 8la) 8ls) 8l2) 8ls) 8la) 8ls
1(1)2 1(1}2 1(3)2 1(1}2 1(5)2 1[3)2 1(7)2 1,
e [ e e I e B I ] IRl I e B B e B e R
s\8) 8l4a) 8ls) 8l2) 8ls) 8la) 8l8) 8

£<S<E<:>O 27<S5<0,40

128 128
Haciendo cada vez rectdngulos de base mas pequefia y aplicando la férmula para sumar los primeros
n cuadrados??, se tiene que:

n(n- )2n—1 n(n+1)(2n+1)
1 —26 <S<1 62
n n n
2n®+3n%+n 2n®+3n%+n
6n 6n
. 2n3+3n2+n 2n3+3n2+n
n—o 6n n o 6n
1 1 1

—<S<—=S5=—
3 3 3

Como consecuencia de lo anterior, podemos dar la siguiente definicion:

| Definicion: |

Representaremos por I dx el area del recinto limitado por la funcién positiva Y = f (X ( ) y

las rectas verticales x=a y x=h. Se lee «integral definida de f (X) entre a 'y b». La funcion

y=f (X) se denomina integrando, el intervalo [a,b] se denomina intervalo de integracion y los
valores a y b se llaman limites de integracién (a se denomina limite inferiory b limite superior,

de la integral). Ademas, la notacmnj dx (debida a Leibniz) también indica el valor f( )

que toma la funcion f en un punto genérico X € [a,b] y dx indica la variable de integracion, que

como puede ser cualquier letra, se denomina variable muda.

Si dejamos a fijo y hacemos que b sea variable, la expresion I dt para un x dado representa el

area limitada por la funcion, la recta vertical t =a y la vertical que pasa por x. Es, por tanto, una
funcién de x que Ilamaremos funcién area.

Cuando existe la integral J. dt se dice que la funcion f( ) es (Riemann) integrable en el

intervalo [a,b].

n(n+1)(2n+1)

12| a férmula para sumar los n primeros cuadrados es:
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Geogebra
Integral and Riemann sums
Autor: Daniel Mentrard
Tema: Calculo, Integral Definida, Funciones, Grafica de Funciones, Célculo integral
https://www.geogebra.org/m/gbgqdtxvg?s=08

2. PROPIEDADES INMEDIATAS
(1) j x)dx =0
Es Io mismo que decir que un segmento tiene area cero.
) j x)dx = - j
Para nosotros va a ser un simple convenio.
(3) I:f(x)dx:j: dx+I x)dx paraa<c<b

Si dividimos el area a calcular en dos trozos, el area total serd igual a la suma de las areas de
cada uno de los trozos.

A(H)=["f (x)ax+ [ f (x)ax

(4) J':(f(x)+g(x))dx=_|‘: f (x)dx+.|-:g(x)dx

La situacion es la misma que en la propiedad 3, aunque un poco mas delicada.

N ACT)=]"f (x)ax A Q_

g (x)dx A(f+9) j[f +9(x)Jdx

(5) j cf (x)dx=c- J.
La dlferenC|a entre Ias graficas de f y c-f, es que cambiamos la escala de altura (en la
segunda) en un factor c, vy, por tanto, el area también debe variar en dicho factor.
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A A .
: c-f
f g T §

a b> a | b>

3. TEOREMAS IMPORTANTES

Teorema Fundamental del Calculo (TFC): |

Si f(x) es una funcion continuaen [a,b] y F(x):jx f (t)dt, entonces:
1) F(x) esderivable
2) F'(x)="f(x) Vvxe[ab]

Demostracion:

= Iim“Tz f(%) VxeD

h—0

pues si h— 0 la altura tiende a ser f (Xo). C.Q.D.

Ejercicio resuelto:

XF (X
Dada la funcion F:R — R definida por F( J sen dt calcular lim ( 2) :
X0 sen(x )

- F(x) [} I|mF( )+ XF( .[sen dt+xsen(x)_
HOsen(xz) 0] x>0 2xcos(x ) ()HO 2xcos(x’) @

—

:"msen(x2)+sen(x2)+2xzsen(x2)="m (2+2x*)sen(x*) 0,
=0 2cos(x*)—4xsen(x*) +>0 2¢0s(X* ) —4xsen(x*) 2

donde en (1) se ha tenido en cuenta que la derivada y la integral indefinida son operaciones inversas
(teorema fundamental del Calculo) y en (2) se ha usado la regla de L Hépital.

Regla de Barrow (2° TFC): |
Si f (X) es una funcion continua en [a,b] y F (X) es una primitiva de f (X) entonces

[" 1 (x)ax=[F(x)] =F (b)-F ()
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Demostracion:
Si F(X) es una primitiva de f () se verifica que F'(x):%j: f(t)dt=f(x)

Supongamos que G(X) es otra primitiva de f (X). Entonces: F(x)=G(x)+k
Vamos a determinar k :

}:G(a)+k=0:>k=—G(a)

T
—~
QD
~
Il

G(a)+k
Por otro lado

luego

de donde se deduce que

b
[ f(1)dt=G(b)-G(a) C.Q.D.
Limites
. i Teorema A
Derivadas “«— — —  Fondamentaldel — _ Integrales
Calculo
Recta tangente a Area bajo una
una curva curva
4
3 /\
I - 0 i 2 4
Ejemplos:

1) Calculamos Le L ix
X

J'eldx: In|x||e =Ine-In1=1-0=1
1 X 1
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2) Calculamos J‘O” cos xdx
joﬂcosxdx=sen xg =senz—-sen0=0-0=0

2) Calculamos J'; cos® xdx
2

V4

z 1+cos(2x

V.4 1 T 1 T 1
cos? xdx = )dx:— 1dx+=] cos(2x)dx==x| +=sen(2x)| =
L% L% 2 2L% 2L% (2x) 21y, ( )%
=1(7r—£j+1 SEﬂ(Zﬂ)—SQﬂ(sz =z
2 2 4 2 4
2) Calcul jl "
—dx
) Calculamos g% 15
L e t=e"+5 1a1. 1 1 '
[ —dx= 1 = ~dt="loglt| = ~log|e” +5| =
0”45 dt:4e4xdx:>zdt:e“dx 41t 4 4 0

4
:%[Iog(e“+5)—Iog6]=%log(e 55]

> log(log x) d

€
2) Vamos a calcular ahora I
e X

En primer lugar, calculamos una primitiva:

t =log x 1
log (I = =7
j og(ogx)dx= 1 =Ilogtdt= u=logt = du tdt =t|ogt—jt}dt=tlogt—t=
X dt =—dx q t
X v=dt = v=t

=log x-log(log x)—log x+C

Ahora, aplicando la regla de Barrow:
e log(log x)
L=

e

dx = log x- log (log x) - log x|§2 -

=loge®-log(loge)-loge’ —[Ioge-log(loge)—loge]=2Iog2—2—(0—1)=2|og2—1

iCuidado!

3

R CUS

—2+1

.[3 ! dx=_|'ix*2dx= X

1y 241

¢Donde esta el error?
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. : 1 :
El error esta en que no podemos aplicar la regla de Barrow, ya que f (x)=—; es continuaen
X

R —{0} y, por tanto, presenta una discontinuidad en [—1,3]. Como consecuencia:

Zf ji% dx

Teorema del Valor Medio para integrales: |

tal que

[ (x)dx=1(c)(b-a)

Si f(x) esuna funcién continuaen un intervalo cerrado [a,b], entonces, existe un punto ¢ € (a,b)

Demostracion:

Sea G(x)zLX f (t)dt. Se tiene que G es continua en [a,b] y derivable en (a,b), luego por

el teorema del valor medio para derivadas, 3c € (a,b) tal que
G(b)-G(a)=G'(c)(b-a)
es decir, J': f (x)dx=f (c)(b—a)

Interpretacion geométrica:

C.Q.D.

El &rea limitada por la gréafica de la funcion, el eje OX y las rectas verticales x=a y x=b
coincide con el area del rectangulo de base la longitud del intervalo, b—a, y altura f (c),

donde c es el punto cuya existencia asegura el teorema.

4

3

r=1

/_\ f(:?,)

=13

—(r—2)"+3

4

3

-1 0

/

_1‘

Ejemplos:

‘ 5 6 7

(1) Determina el punto c, cuya existencia asegura el TVM para integrales, de la funcion

f(x)=—(x-2)"+3, enel intervalo [13].

Por una parte, f(x) escontinuaen [1,3], por ser una funcién polinémica, y

Y, por otra,

f f(x)dx= J‘f[—(x—Z)2 +3}dx

x> 4x?
S+ 2 X
3 2

:E u2
3

1
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, 3
%: f(c)—(3—1):>%=(—(c—2)2+3)-2:>c= 2 %
3

y ambos puntos estan en (1,3)

(2) Sabiendo que el &rea que encierra la funcion f (x)=2x+1 con el eje OX, en el intervalo [1,4]

es de 18 u”, vamos a determinar el punto ¢ e(1,4) cuya existencia garantiza el teorema del

valor medio para integrales.
Que el area que encierra la funcion con el eje OX, en el intervalo [1,4] quiere decir que

4 _ 2
L (2x+1)dx=18u

y como la base del rectangulo es 4—1=3, se tiene que f (c)=6 (para que el area de dicho
rectangulo sea 18), y asi:

f(c):6:>2c+1:6:c:ge(1,4)

Ejercicios de Selectividad

Septiembre de 2003, Segundo Bloque — A) Reserva 2 de 2005, Primer Blogue, B)
Reserva 1 de 2006, Segundo Bloque, A) Reserva 1 de 2008, Segundo Bloque, A)
Septiembre de 2008, Segundo Bloque, A) Junio de 2009, Segundo Bloque, B)
Junio de 2014, Propuesta A, 2A) Junio de 2016, Propuesta A, 2A)

Junio de 2018, Propuesta A, 2A, a) Julio de 2018, Propuesta A, 2A, b)
Julio de 2018, Propuesta B, 2B, b) Julio de 2019, Propuesta B, 2B, a)

4. AREAS DE RECINTOS PLANOS

4.1. Recinto Limitado por lacurva Y = f (X) eleje OXylasrectas x=ayx=b

a) Si f (X) >0 en todo el intervalo [a, b]

S:_[:f(x)dx

vh S
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b) Si f(X)<0 en todo el intervalo [a, b]
S=—[ " (x)dx="f(x)dx

Y A

a h

Q-

c) Si f(X) cortaal eje OX en el punto C €[a, b]

S=5,+5,=[ f(x)ax~]  f(x)d

c
a

El punto c se halla resolviendo la ecuacion f (X) =0.

VA

4.2. Recinto limitado por dos curvas, Y = f (X) ey=g (X) en el intervalo [a, b]
a) Si f(X)>9g(x) entodo [a, b]

S=[(f(x)-g(x))dx

Para poder aplicar esta formula no es necesario que las funciones sean positivas. Se puede aplicar en
cualquier caso.

y=9(x)

o

IS

w

ra

\y: f(x)
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b)si f(x)>g(x)y, f(X)yg(x) secortan en el intervalo [a, b] cuando x = ¢

S=5,+8, :I:( f (x)—g(x))dx+jcb(g(x)— f (x))dx

El valor ¢ del punto de corte se halla resolviendo el sistema
y="f(x)
y=9(x)
También hay que determinar qué funcion esta por encima en cada trozo.

4.3. Ejercicios resueltos de calculo de areas por integracion

1. Calcular el area encerrada por la funcién: f(x) = XT_3 ,eleje OX,ylasrectasx=3yx=9

Se trata de un triangulo de base 6 y altura f(9)=3
- 1
El area sombreada es = jg—dx 3 X = —I g(i—ﬂdx: 63 =9 u?
3 2 2J3

5
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2. Calcular el area encerrada por la funcion: f (x) = XT_?’ ,eleje OX,ylasrectasx=5yx=9

Es un trapecio de bases: f(5)=1y f(9)=3,y de altura 4 unidades

9y — 1+3)-4
Es el éreasombreada:J X23dx=( 2) =8 u?
5

5

o

1 -

-1 0 1 2 3 4 i 7 B 10 11 12

3. Calcular el area encerrada por la funcion: f(x) =x*—3x+4, el eje OX, y lasrectas x =2y x=A4.

4 X X )
Es el éreasombreada:_[ (x2—3x+4)dx:——3—+4x =§ u?
2 3 2 , 3
1 8

T

4 =2 r=4

7}

4

3 8

2 %
y = f(x)

1

2 1 1] 1 3 I 8 i}
-1
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4. Calcular el area encerrada por la funcion:  f(x) =x*—3x+4, eleje OX,y lasrectas x=-1y
X =4,

A:j4(x2—3x+4)dx: S5
-1 3 6
3 2 1 0 1 ? 3 1 ]
. iy x> —6X+5 _
5. Calcular el area encerrada por la funcion: f(x) = — elejeOX,ylasrectasx= -1y
x=0.
° X? —6x+5 25
A= J T dx=—u?
a 2 6
i}
5
4
xr=10
2
1
r=—1
3 -2 1 0
-1
-2
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2
. X°—6X+5 :
6. Calcular el area encerrada por la funcion: f(Xx) = el eje OX, y lasrectas x= -1y

X=2.
2_ 2_
A J‘lX 6X+5dX J'ZX 6X+5 32 ( 5) 37 2

dx
-1 2 1 2 3

7. Dada la funcion
x2-1 si x<2
f(x)=1 6

— Si x>2
X

Se pide: Area del recinto cerrado que delimita la grafica de f (X) y el eje OX.

1
(%]

Los limites de integracion son los puntos donde la funcion corta al eje OX. En nuestro caso:
X2 —1=0=x2=1=x=+1==1

6 .
(ten en cuenta que — = 0 ya que una fraccion es cero solo cuando el numerador lo es)
X
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El area pedida es®®:

8. Dada la funcion

> | W
|
w

f(x)=42x+1 si _—SSX<O

x?+1 si x>0

Se pide, calcular el area del recinto plano limitado por la grafica de f (X) el eje OX, el eje OY y la

recta x=2.
La representacion grafica del recinto al que hay que calcularle el area es:

5

ka2

=
|
o

Calculamos los limites de integracion. Uno es x=0 (ya que el area esta limitada por el eje OY) y el

otro es x =3 (recta dada). Por tanto, el area pedida vendra dada por la siguiente integral:
2

A:J.S(x2+l)dx:%3+x} =

0
3 3

_2 13- (20| Y
3 3 3

Asi, el area buscada es de g ul.

9. Dada la funcion:

13 L a integral lleva signo negativo, por que el area pedida esta por debajo del eje X.
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2 si x<-3
f(x)=1 |x+1] si —3<x<0
2x° —4x+3  si x>0
Se pide: Calcular el area de la region del plano limitada por la grafica de f (X) el eje OX, el eje OY
y larecta x=3.

-6 5 4 43 ) 40 1 2 4

Los limites de integracion son x =0 (ya que el area pedida esta limitada por el eje OY) y x=3
(recta dada), y por tanto, el area pedida vale:

3 NG M -
A=j (2x2 —4x+3)dx=2——4—+3x =22 42 413.3=-18-18+9=9 12
0 3 2 , 3 2

10. Determina el valor de a para que el area comprendida por la grafica de la funcidn
f(X)=aX2+2,eI eje OXy lasrectas x=-1 y x=2 sea 21 unidades de érea.

En este caso, los limites de integracion nos vienen dados por lasrectas x=—-1 y x=2. Asi, tenemos
la siguiente integral:

=2l a§+4—[—al—2j: 2l

. 3 3

6 63-18 45

2

2 3
A= (ax*+2)dx= 21©a—+2x}
+25 +2=21e9a+18=63 a- sa=Deas

8a 12

3
Por tanto, la funcion es f (X) =5x*+2

|x+1| si x<0
11. Dada la funcion f(x)={-x*+1 si 0<x<2 .
-2 Si x>2
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Se pide: Calcula el &rea del recinto cerrado que delimita la grafica de la funcion con el eje OX.
3

]
(%]

-3
Los limites de integracion son los puntos de corte de la funcién con el eje OX:
X+]=0=x+1=0=x=-1

x> —1=0=>x?=1=>x=+/1=+1 (solo nos vale x=1, yaque x =—1 esta fuera del dominio)
—2=0 nunca

Asi, los limites de integracion son x=-1y x=1

El area pedida es:

A:J.i|x+]4dx+_|.ol(—x2 +1)dx:

N |-
+
w|nN
Il
Il
w|l o
c

12. Dada la funcion

—i Si x<0
X

f(x)= x?+1 si 0<x<2

Xx+1 si X>2

Se pide: Area del recinto limitado por la grafica de f (X) , los ejes de coordenadas y larecta x=2.

i /
] #
p
J y
y
y
1] I AE—'YE
j / y=[flx)
[ | "
| F
¥ &
| &1 b
|
J
/
4 1
e !
B T e B
T i} a 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 A
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Los limites de integracién son x =0 (ya que el &rea pedida esta limitada por el eje OY) y x=2 (recta
dada), y, por tanto, el area pedida es:

3 2
A:jz(x2+1)dx:x—+x :§+2—(9+0j=E u’
0 3 ], 3 "3 3

13. Dada la funcion

L si 0<x<1
X+1

f(x): X si 1<x<3
6—X si 3<x<4

Calcula el area del recinto limitado por el eje OX, la graficade f ylasrectas x=2 y x=4.

En este caso, los limites de integracién nos vienen dados por las rectas x=2 y x=4. La gréfica de
la funcién es:
4

y = [(x)

N

-1 0 1 p 3 i il

[P}

-1

Ojo, aunque los limites de integracion son x=2 y x=4, en ese intervalo hay dos funciones que
estan por encima, luego hay que calcular el punto de corte de ambas funciones (s6lo nos interesa la
coordenada x), para dividir el intervalo en dos intervalos:

x:6—x:>2x=6:>x=g=3
Por tanto, tenemos que calcular dos integrales:
12) Integral de la funcion f,(X)=X en el intervalo [2, 3]
2%) Integral de la funcion f,(X)=6-X en el intervalo [3, 4]

El area pedida vale:

273 274
A= x| (6-x)a =2 | vox—2 | =225 B (15 ) 1 55y
2 3 2 2|, 2 2 2 2)” 2

2

14. Dada la funcién f(x)= ‘—g x* +3. Calcula el &rea del recinto limitado por el eje OX, la gréfica

de f ylarecta x=2.
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Calculamos los limites de integracion (puntos de corte con el eje OX):
f (X) =‘—§x2 +3

=O:>—%x2+3=0:>—%x2=—3:>x2=_—i=9:>x=i«/§=w:3

3
Por tanto, el limite inferior de integracion es x =—3 y el limite superior es x =2, que es la recta que

nos dan.
3 2
A=J‘2(—lx2+3jdx=—lx—+3x _100
<3 33 |, 9

El area pedida es:
15. Consider la funcién f : R —R definida por f (x)=x|x—1]. Calcula el area del recinto limitado
por la grafica de dicha funcidn y su recta tangente en el punto de abscisa x=0.

Se tiene que:
) =xe-1-|

y, la ecuacion de la recta tangentea f en x=0 es:
y—f(a)="f'(a)(x-a)=y-0=1(x-0)= y=x
Los limites de integracion son:

x(x-1) si le_{xz—x si x>1

x(—x+1) sio x<1l |=x®+x si x<1

X +x=X=>-x*=0=x=0
2 _ 2 _ _ _ 0
XZ—X=X=X —2x_0:>x(x—2)_0:>x— )

El area pedida es:
A= Jj[x —(—x2 + x)} dx + J':[x—(x2 - x)} dx = _[:xzdx + f(—xz + 2x)dx =

" YA
S (A
3 2 )

X3

1.2 4y
3 3
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[

05

Ejercicios:
191. Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de la funcion f (x)=x>—4x*+3x, el eje
de abscisas y las rectas x=-1y x=3.

192. Calcula el &rea del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x)=4x-x*y

g(x):%x—z, en el intervalo [0,4].

193. Calcula el area del recinto limitado por las gréficas de las funciones f (x)=-x"+4x*y
g(x)=-x*+4 enel intervalo [-2,2].

1

N1+ 2x

194. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x)= , el eje de

abscisas y lasrectas x=0y x=6.

195. Calcula el area del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x)=senx y

g(x)=cosx en el intervalo [0%}

196. Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las funciones y=x, y=x’e y = % XZ.

197. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion
x+2)°—4 si x<0
(9= 72
—(x-2)"+4 si x>0

el eje de abscisas y las rectas x=—-4y x=4.
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Ejercicios de Selectividad

Otra propuesta 2 de 2000, Tercer Bloque, A)

Otra propuesta 1 de 2000, Tercer Bloque, A)

Septiembre de 2000, Primer Bloque, A)

Otra propuesta 2 de 2001, Primer Bloque, A)

Junio de 2000, Cuarto Bloque, A)

Otra propuesta 1 de 2001, Cuarto Bloque, A)

Junio de 2001, Primer Blogue, A)

Reserva 2 de 2002, Tercer Bloque, A)

Reserva 1 de 2003, Primer Bloque, A)

Septiembre de 2004, Sequndo Blogue, A)

Reserva 1 de 2005, Seqgundo Blogue, B)

Reserva 1 de 2006, Seqgundo Blogue, B)

Junio de 2006, Segundo Blogue, B)

Septiembre de 2007, Segundo Blogue, B)

Reserva 2 de 2008, Sequndo Blogue, A)

Reserva 2 de 2009, Segundo Blogue, B)

Reserva 1 de 2010, Propuesta A, 2A)

Septiembre de 2002, Cuarto Blogue, A)

Junio de 2002, Tercer Bloque, A)

Junio de 2003, Tercer Blogue, A)

Reserva 2 de 2005, Segundo Blogue, B)

Reserva 2 de 2006, Sequndo Blogue, A)

Septiembre de 2006, Sequndo Bloque, B)

Reserva 2 de 2007, Seqgundo Blogue, A)

Junio de 2007, Sequndo Bloque, B)

Septiembre de 2008, Sequndo Bloque, B)

Reserva 2 de 2010, Propuesta A, 2A)

Junio de 2010, Propuesta A, 2A)

5. VOLUMEN Y AREA DE UN CUERPO DE REVOLUCION

eje de
rotacion

El volumen del cuerpo de revolucion engendrado al girar un arco de curva continua, y = f ( )

a<x<b, alrededor del eje OX es:

Vzﬂj:f(X)de

Ejemplos:
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1) Calcula el volumen del sélido de revolucion engendrado al girar, alrededor del eje OX , la
curva y=x,entre x=0y x=1.

=t — 110
“ 05

2) Calcula el volumen del sélido de revolucion engendrado al girar, alrededor del eje OX, la
curva y=senx, entre Xx=0y Xx=r.

V = EI:SGHZ xdx = %Lﬁ(l—COS(ZX))dX =

T

2
T
:—u3
2

:%(x—%sen(ZX))

0

2
T . X
3) Calcular el volumen del cuerpo de revolucién limitado por la elipse 2—5+ y? =1 al dar una

vuelta completa alrededor del eje OX .

2
) 2 2
% i _ V=7rf -2 dx=2[ [1=2 |dx =
e 00 y
‘ -05
-5 ‘ - . 74 e j‘»l i

-5

4 . - -
4) Lacurva y= a’ los ejes de coordenadas y la recta x =4 limitan una superficie. Calcular
X+

el volumen del cuerpo de revolucién engendrado al girar dicha superficie alrededor del eje
OX.
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El volumen del cuerpo de revolucion que se obtiene al girar la superficie comprendida entre dos
curvas continuas, Y= f(X) e y= g(X), alrededor del eje OX , en el intervalo a<x<b es:

v =7z‘.[:(f2(x)—g2(x))dx‘

Ejemplo:

Calculamos el volumen generado por la superficie comprendida entre las siguientes funciones cuando
giran alrededor del eje OX :

f(x):g y g(x):—§+4

Calculamos los limites de integracion:

2
f(x)= g(x):>§:_§+4:> X —8x+12=0= x={6
X
El volumen pedido es:

V= 72'“:[ f2(x)-9g° (x)]dx‘ =r J.:((gjz —(—§+4)2de

3 6
_38 X 0x _16x
12

=T =
X2

2
j6(§—x—+4x—1ejdx
2 4

128| |16x

— = |48 = |28 @
SRE

X

2

Ejercicio de Selectividad
Modelo 2 de 2024, 5a)

El area del cuerpo de revolucion engendrado al girar un arco de curva con derivada primera
continua, Y = f (X) a<x<Db, alrededor del eje OX es:

A=27["f (x) 1+ '(x)] dx

Ejemplos:
1) Calcula el area del cuerpo de revolucion obtenido al girar la curva y = 2/x , alrededor del
eje OX,entre 1<x<2.
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1Y
2\& 1+(—J dx =
A=2zf" Jx

r 3 =47rLZde:

| 2 2

2| =47r§(x+1)3 =8?”(3\/§—2\/§) u?

[ 1

2) Calcula el area del cuerpo de revolucion obtenido al girar la circunferencia x*+y* =1
alrededor del eje OX .

X4yl =1my=l-X¥ = y'=-—X -
1-x

1 1 -1 s
A=2r[ \1-%° /1_X2dX(T)4ﬂIO dx = 47X, =47 u

(donde en (1) hemos tenido en cuenta que la
—«ceeoncin - circunferencia es simétrica respecto del eje OX).

3) Calcula el 4rea del cuerpo de revolucion obtenido al girar la curva y = x°, alrededor del eje
OX, enel intervalo 0<x<1.

A=2r j:XBx/1—9x4dx -

{ t =1+9x* x:0:>t:1}

dt=36x%dx x=1=t=10

10

= %(10@—1) u’

: 27T 10 b
a— =22 [T dt ==
" 36 Il \[ 18

N w| Fiw

o e, P70
00 05

GeoGebra
Integral calculus for volume of solids of rotation
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Author: Daniel Mentrard
Topic: Calculus, Rotation, Solids or 3D Shapes, Volume
https://www.geogebra.org/m/z9gyatka?s=03

6*. LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA

A través de la historia de las matematicas, grandes pensadores consideraron imposible calcular la
longitud de un arco irregular. Aungue Arquimedes habia descubierto una aproximacion rectangular
para calcular el &rea bajo una curva con un método de agotamiento (método de exhaucion), pocos
creyeron que fuese posible que una curva tuviese una longitud definida, como las lineas rectas. Las
primeras mediciones se hicieron usando aproximaciones: los matematicos de la época trazaban un
poligono dentro de la curva, y calculaban la longitud de los lados de éste para obtener un valor
aproximado de la longitud de la curva. Al aumentar el nimero de segmentos, disminuyendo la
longitud de cada uno, se obtenia una aproximacion cada vez mejor.

En el siglo XVI1, el método de exhauscion llevo a la rectificacion por métodos geométricos de muchas
curvas: la espiral logaritmica por Torricelli en 1645 (algunos piensan que fue John Wallis en 1650),
la cicloide por Christopher Wren en 1658, la catenaria por Gottfried Leibniz en 1691...

Longitud de un arco de curva
Dado un arco de curva en el espacio, definido por sus ecuaciones paramétricas:

=x(t), y=y(t), z=z(t) conte[a,b]
la longitud del arco viene dada por:

L= _[ \/x ) +y'( (t)zdt

Si la curva viene dada en forma explicita, ¥ = f (X) , entonces:

sz: 1+ f '(x)zdx

L

GeoGebra
Longitud de arco
Autor: Instituto GeoGebra de Celaya
Tema: Integral Definida
https://www.geogebra.org/m/CfStT8bR
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Longitud de arco
Autor: Ana Belem Gutiérrez Rosas
https://www.geogebra.org/m/NR2US28H

7. GEOGEBRA

(1) Matemaéticas I, 2° bachillerato
Autor: José M. Melian
Tema: Matematica
https://www.geogebra.org/m/hk8zhfnx

(2) Derivadas
Autor: Aula MatemaTICa, tu blog de aula
Tema: Derivada
https://www.geogebra.org/m/VS79P8bZ

(3) Calculo grafico de derivadas

Autor: Luisa Garcia

Tema: Célculo, Derivada
https://www.geogebra.org/m/Me6gQAQ2

(4) Tres problemas de optimizacion

Autor: Ignacio Larrosa Cariestro

Tema: Problemas de Optimizacion
https://www.geogebra.org/m/vs539RDT

(5) Extremos Relativos de una Funcion
Autor: Javier Diaz Ugalde
https://www.geogebra.org/m/DGaAkrtn

(6) Puntos de inflexion
Autor: Lucas Castro
Tema: Derivada
https://www.geogebra.org/m/JAXNCQeG

(7) Calculo integral

Autor: Miguel Angel Fresno Martinez

Tema: Célculo, Calculo integral
https://www.geogebra.org/m/fTkpUM4E

8.* EL LOGARITMO NATURAL

La funcion logarimo natural se puede definir por
log:R" > R

logx = J.lx%dt
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https://www.geogebra.org/m/vs539RDT
https://www.geogebra.org/m/DGaAkrtn
https://www.geogebra.org/m/JdXNCQeG
https://www.geogebra.org/m/fTkpUM4E
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Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo sabemos que es una funcion derivable y, por tanto,

continua, con

1
(logx)'==
X
esto es, es una funcién estrictamente creciente. Como ademas
1
logx)"=——
(logx)"=-=;

se tiene que log es una funcion céncava.

Interpretacion geométrica de los logaritmos:
log x es el area limitada por la funcién y = : el eje de abscisas y las rectas verticales t=1y t=X.

N\
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Unidad 12:

PROBABILIDAD

1. INTRODUCCION

La Teoria de la Probabilidad se interesa por el andlisis de la nocién intuitiva de «azar» o
«aleatoriedad», la cual como todas las nociones se origina en la experiencia. La idea cuantitativa de
azar tomo forma primero con las tablas de juegos y comenzd con Pascal y Fermat (1645) como
teoria de los juegos de azar. Desde entonces, la palabra probabilidad aparece en nuestro lenguaje
ordinario en multitud de ocasiones. Asi, afirmaciones del tipo de que la probabilidad de obtener dos
seises al lanzar dos dados no cargados es uno entre 36, de que hay una probabilidad ligeramente
inferior a un medio de que un bebé recién nacido sea varon y de que en los proximos dos afios la
probabilidad de que se pueda curar el cancer es pequefia, puede decirse que expresan juicios de
probabilidad. Sin embargo, cada uno de los ejemplos anteriores se refiere a un tipo diferente de juicio
de probabilidad. EI primero se refiere a un juicio de probabilidad que podriamos denominar clasico,
en el que los posibles resultados son equiprobables (todos tienen la misma probabilidad de ocurrir).
El segundo es una afirmaciéon de tipo frecuentista y se refiere a la frecuencia relativa con la que cierta
propiedad aparece entre los miembros de una clase determinada, y el tercero constituye un ejemplo
de lo que podriamos llamar un juicio de credibilidad y es una medida del grado de confianza que
tenemos en la verdad de una cierta proposicion o en el acaecimiento de un suceso determinado.

2. EXPERIMENTOS

En general, llamaremos experimento a cualquier procedimiento especificado o conjunto de
operaciones que proporcionan unos determinados resultados.

Llamaremos experimento determinista a aquel en el que se cumplen las siguientes dos condiciones:
a) se conocen todos los posibles resultados de la experiencia.
b) se sabe con certeza el resultado que se va a obtener al repetir la experiencia en condiciones
prefijadas, quedando el fenomeno determinado por ellas.

Ejemplos:

1. Tirar una piedra desde un edificio (sabemos que se va hacia abajo, y se puede calcular el tiempo
que tardard en llegar al suelo...).

2. Calentar un cazo de agua (sabemos que la temperatura aumenta).

3. Golpear una pelota (sabemos que se va a mover, e incluso conociendo las fuerzas que actlan,
podemos conocer precisamente donde caera)

Llamaremos experimento aleatorio, probabilista o estocastico a aquel en el que se cumplen las
siguientes dos condiciones:
a) se conocen todos los posibles resultados de la experiencia.
b) repetido en igualdad de condiciones puede presentar resultados distintos en cada experiencia
particular y al repetir la experiencia en condiciones fijadas no puede predecirse el resultado
que se va a obtener.
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Ejemplos:

1. Imaginemos que lanzamos un dado al aire (normal, de 6 caras y no trucado). ¢Podemos
predecir el resultado que vamos a obtener? Evidentemente no.

2. Tirar una moneda al aire y observar qué cara cae hacia arriba.

3. Rellenar una quiniela de futbol,

4. Jugar una partida de poker y, en general, cualquier juego en el que intervenga el azar.

La Teoria de la Probabilidad se ocupa de asignar un cierto nimero a cada posible resultado que pueda
ocurrir en un experimento aleatorio, con el fin de cuantificar dichos resultados y saber si un suceso
tiene mas posibilidades de ocurrir que otro o relaciones parecidas. Con este fin, introduciremos
algunas definiciones.

3. ESPACIO MUESTRAL. SUCESOS. ESPACIO DE
SUCESOS

Definiciones:
Se llama suceso elemental a cada uno de los posibles resultados indescomponibles que pueden
obtenerse al realizar un experimento aleatorio.

Denominamos espacio muestral al conjunto de resultados posibles que se obtienen al realizar un
experimento aleatorio y lo denotaremos por Q (aunque también se suele denotar por E).

Llamaremos suceso a cualquier subconjunto del espacio muestral, es decir, un suceso es un conjunto
de puntos muestrales con alguna propiedad.

Denominamos espacio de sucesos al conjunto de todos los sucesos de un experimento aleatorio, y se
designa por go(Q), donde Q es el espacio muestral asociado al experimento aleatorio.

En todo experimento aleatorio siempre hay, al menos, dos sucesos:
Llamamos suceso imposible al suceso que no contiene ningun suceso y lo representaremos por

e SO(Q), y llamamos suceso sequro al suceso )€ @(Q), ya que contiene a todos los sucesos
elementales del experimento.

Ejercicios:

198. Obtener el espacio muestral de los puntos obtenidos al tirar un dado.
199. .Y en el caso del lanzamiento de una moneda?

200. Describir el espacio muestral del experimento consistente en extraer una bola de una bolsa
en la que hay 3 rojas (R), 2 blancas (B) y 4 verdes (V).

201. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de sacar una carta de entre las diez del
palo de copas de una baraja espafiola.

Operaciones con sucesos:
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Definimos la union de los sucesos AyB, AuB, como el suceso formado por los sucesos

elementales que pertenecen a alguno de los sucesos A o B. Este suceso ocurre cuando ocurre A 0
cuando ocurre B.

Definimos el suceso interseccion de los sucesos Ay B, AnB, como el suceso que ocurre siempre
que ocurren A 'y B, es decir, estd formado por los sucesos elementales que pertenecena Ay a B.

Diremos que los sucesos Ay B son:

a) Compatibles cuando AnB = <.
b) Incompatibles cuando AnB=g.

Definimos el suceso complementario de A, A=A°=A", como el suceso formado por los sucesos
elementales que estan en Q y que no estdn en A, es decir, si A no se realiza se realiza siempre A.

Definimos la diferencia de los sucesos Ay B, A—B, como el suceso que se presenta cuando lo hace
A pero no B, esto es: A—B=ANB.

Ejercicios:
202. Sean los sucesos: A = {ser oyente de Cadena Dial}, B = {ser oyente de la Europa FM}y C =
={ser oyente de KISS FM}. Expresa mediante las operaciones de sucesos:

1.Ser oyente de, al menos, una emisora.

2.Ser oyente de Cadena Dial, pero no de Europa FM ni de KISS FM.

3.0ir solo dos emisoras.

4.0ir alguna emisora, pero no las tres.

203. Enun sorteo de loteria nos fijamos en la cifra en que termina el «gordo».
1. ¢Cual es el espacio muestral?
2. Describe los sucesos A = «menor que », B = «par» y C = «mayor que 4», escribiendo todos sus
elementos.

3. Halla los sucesos AUB, BNC, AnB y AuC

Las leyes de DE MORGAN v otras propiedades:
1) Leyes de De Morgan

(AUB)=AnB y (AnB)=AUB

2) Conmutativas
AuB=BUA y AnB=BnA

3) Asociativas
Au(BUC)=(AUB)UC y ANn(BNC)=(AnB)nC

4) Distributivas
AU(BNC)=(AuB)n(AUC)
An(BUC)=(ANB)U(ANC)

5) (A-B)U(AnB)U(B-A)=AUB
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Ejercicios:
204. Aplicando las leyes de De Morgan, expresar el suceso (HUC)", donde H es el suceso ser
hombre y C estar casado.

205. Consideremos entre los habitantes de un municipio, los sucesos A = {ser socio del casino}, B =
={ser socio del club de fatbol local} y C = {ser socio de alguna asociacion juvenil}. Expresa en funcion
de A, By C las siguientes situaciones:

1.Ser socio de alguna de esas asociaciones.

2.Ser socio de las tres asociaciones.

3.Ser socio, sdlo, del casino.

4.Ser socio de, como maximo, una o dos asociaciones.

5.No ser socio de ninguna de las tres.

6.Ser socio de una sola asociacion.

4. EXPERIMENTOS COMPUESTOS. ESPACIO
PRODUCTO

Llamaremos experimento compuesto al formado por varios experimentos simples. El espacio
muestral asociado a un experimento compuesto se denomina espacio compuesto 0 espacio producto.
Si Q, es el espacio muestral asociado al primer experimento y Q, el asociado al segundo

experimento, entonces el espacio muestral compuesto es Q =Q, xQ, .

206. Halla los espacios muestrales (producto) de los siguientes experimentos:
a) Tirar dos monedas y apuntar el resultado de su cara superior.
b) Tirar un dado y una moneda.
c) Tirar tres monedas.
d) Tirar dos dados.

207. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de diferentes colores
y observar la pareja de nimeros que se obtiene.

208. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de diferentes colores
y sumar los nimeros que se obtienen.

209. Consideremos los sucesos del experimento de lanzar dos monedas:
A = {sacar una caray una cruz}
B = {al menos una cruz}

Calcular: AUB, AnB, AnB y A-B.
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S. FRECUENCIAS DE UN SUCESO

Repetimos un experimento aleatorio n — veces y sea A un suceso cualquiera asociado a dicho
experimento.

Se Ilama frecuencia absoluta de A al nUmero
f, (A) = n°de veces que se verifica el suceso A

Se llama frecuencia relativa de A al nUmero

f(A)=

fa(A)

Propiedades de la frecuencia relativa:
1) 0<f (A)<1
2) La suma de las frecuencias relativas de todos los sucesos elementales de un experimento
aleatorio es igual a 1.

3) La frecuencia relativa de un suceso es igual a la suma de las frecuencias relativas de los
sucesos elementales que lo componen.

4) fr(Q):l y fr(@):O
5) Si A y B son sucesos incompatibles, entonces:
f (AUB)=1 (A)+f,(B)
6) Si A y B son sucesos compatibles, entonces:
f (AUB)=f,(A)+f,(B)-f,(AnB)
7) La suma de las frecuencias relativas de dos sucesos contrarios es igual a 1:
f(A)+f,(A)=1

Ejercicio:
210. Se ha lanzado un dado 100 veces y se han obtenido los siguientes resultados:
Cara 1 2 3 4 5 6

f, 13 | 15| 17 | 16 | 20 | 19

Calcular las frecuencias relativas de los sucesos siguientes:
a) A = salir par b) B = salir impar
c)C=salir2o04 d AUA° y ANB*

6. DEFINICION FRECUENTISTA: VON MISES

Ley de reqularidad de las frecuencias relativas
La frecuencia relativa de un suceso se acerca mas y mas a un valor fijo llamado probabilidad,
conforme mas veces se repite un experimento aleatorio, esto es:

lim f, (A)=P(A)

n—oo

257

Matematicas 11 Probabilidad



Cipri

Para VVon Mises, la probabilidad de un suceso en relacion con un experimento aleatorio sélo se puede
conocer a través de la experiencia, es decir, la medida de la incertidumbre que nos representa la
probabilidad del suceso, queda determinada al realizar un gran nimero de pruebas del experimento y
examinar la frecuencia relativa del suceso en cuestion.

Esta concepcion de la probabilidad tiene, dentro de la concepcion axiomatica (que veremos a
continuacion), una caracterizacion matematica resultado de las llamadas leyes de los grandes
nameros, que establecen la convergencia de la frecuencia relativa de un suceso a su probabilidad.

1.0 1.0

" . Frecuencia |

recuencia ;

relativa relativa

o del

niimero | nimero |y,

de caras #I de cruces .
).5

W m,
Vi, D
i TR
N

1Y, ) SO - — -
0 100 200 300 400 500 600 70D

Niimero de tiradas Nimero de tiradas

800 900 1000 Ol 200 a0 40 500 &0 700 S0 900 1000

7. DEFINICION CLASICA: LAPLACE

Esta basada en el concepto de resultados igualmente verosimiles y motivado por el Principio de la
razon insuficiente, el cual postula que, si no existe un fundamento para preferir una entre varias
posibilidades, todas deben ser consideradas equiprobables.

Ejemplos

1) Asi, en el lanzamiento de una moneda perfecta la probabilidad de cara debe ser igual a la de
cruz y, por tanto, ambas iguales a %.

2) De la misma manera, la probabilidad de cada uno de los seis sucesos elementales asociados al
lanzamiento de un dado debe ser igual a 1/6.

Regla de LAPLACE

Si los sucesos elementales del espacio muestral son equiprobables (es decir, tienen la misma
probabilidad), entonces la probabilidad de un suceso cualquiera A viene dada por el cociente entre
el nimero de casos favorables de que ocurra A y el nimero de casos posibles, esto es:

P(A)= N° de casos favorables
N° de casos posibles

Propiedades de la probabilidad:
1) 0<P(A)<1
2) La suma de las probabilidades de todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio

esigual a 1.
3) La probabilidad de un suceso es igual a la suma de las probabilidades de los sucesos

elementales que lo componen.
4) P(Q)=1y P(2)=0
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5) Si A 'y B son sucesos incompatibles, entonces:
P(Au B)= P(A)+ P(B)

6) Si Ay B son sucesos compatibles, entonces:

P(Au B): P(A)+ P(B)— P(Am B)
7) La suma de las probabilidades de dos sucesos contrarios es igual a 1, es decir,

P(A)+P(A)=1

8) Otra propiedad importantes es:

P(AnB)=P(A)-P(ANB)

Problemas:

211. Se considera un experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado. Se pide la probabilidad
de obtener:

a) Numero impar

b) Numero primo

c) Mudltiplo de 3

d) Mdltiplode5

212. Se realiza un experimento aleatorio que consiste en la extraccion de una carta de una baraja
espafiola. Se pide hallar las siguientes probabilidades:

a) Obtener un oro

b) Obtener un as

213. Consideremos el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos dados y anotar la suma de
los puntos de las caras superiores. Hallar la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) Obtener sumaigual a 8

b) Obtener suma menor o igual a 4

214. Una urna contiene dos bolas blancas y dos rojas. Se hacen cuatro extracciones con
reemplazamiento. Encuentra: los sucesos A = {sdlo ha salido una bola roja} y B = {la segunda

extraccion es bola roja} y calcula, P(A), P(B), P(AnB), y P(AUB)

215. Se haencargado la impresion de una encuesta. El impresor informa que cada millar de folios
la maquina estropea 12 folios. Hallar la probabilidad de que elegido al azar un folio de la encuesta:
a) Esté mal impreso
b) Esté correctamente impreso

216. Hallar la probabilidad de que al lanzar tres monedas se obtenga al menos una cara.

8. DEFINICION AXIOMATICA: KOLMOGOROV

Definicion:

Se Ilama medida de probabilidad a cualquier funcion que asocie a cada suceso A, del espacio de
sucesos (finito), un numero real de [0,1] que llamamos probabilidad de A y representamos por

P(A) , que cumple los siguientes axiomas:
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1) La probabilidad de un suceso cualquiera es mayor o igual que cero: P(A) >0

2) La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad: P(Q)=1

3) La probabilidad de dos sucesos incompatibles es igual a la suma de las probabilidades de
cada uno de ellos, es decir, si A y B son incompatibles, entonces:

P(Au B): P(A)+ P(B)

Propiedades:
Las mismas que en el apartado anterior.

Problemas:

217. Se lanzan dos dados ctbicos. Hallar la probabilidad de que los resultados de cada dado sean
distintos.

218. Un jugador de futbol, especialista en lanzar penaltis, mete 4 de cada 5 que tira. Para los
proximos tres penaltis que tire, se consideran los siguientes sucesos: A = {mete solo uno de ellos}, B =

{mete dos de los tres} y C = {mete el primero}. Halla la probabilidad de los sucesos AuB, AnC y
BNC.

219. En una joyeria hay dos alarmas. La probabilidad de que se active la primera es % de que se

. . 1 , -
active la segunda es % y de que se activen las dos a la vez es TR ¢ Cudl es la probabilidad de que se

active alguna de las dos? ¢Y de que no se active ninguna de ellas?

9. PROBABILIDAD CONDICIONADA

Sea A un suceso con P(A)>0. Para cualquier otro suceso B se define la probabilidad de B

condicionada a A por:
A B
P(YA) =

Como consecuencia;
P(ANB)= (%)

Otras propiedades de la probabilidad condicionada que es necesario conocer:

o (34)-+-P(o4

Demostracion:

=/\ P[A-(AnB)] P(A)-P(ANB) P(AmB
P(%)E P(AY  P(A) - P78

donde en [1] se ha tenido en cuenta que ANB= A—(Am B).
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2) Si B, y B, son sucesos incompatibles, entonces:

B UB,/) (B B
P ) =P ()P ()
Demostracion:

P(BluB%)z P[(Bl:(iz))mAjz P(BlmAgErAIf; (B,nA) (B/ijP(B/A)

Problemas:

220. Dos sucesos tienen la misma probabilidad igual a 0.5. La probabilidad de que ocurra uno de
los sucesos sabiendo que ha ocurrido el otro es igual a 0.3. ¢ Cual es la probabilidad de que no curra
ninguno de los dos sucesos?

221. A unalumno le lleva en coche a la facultad el 80 % de los dias un amigo. Cuando le lleva en
coche llega tarde el 20 % de los dias. Cuando el amigo no le lleva, el alumno llega temprano a clase
el 10 % de los dias. Determinar:
a) La probabilidad de que llegue pronto a clase y le haya llevado el amigo.
b) La probabilidad de que llegue tarde a clase.
c) Sihallegado pronto a clase calculese, ¢ Cuél es la probabilidad de que no le haya llevado
el amigo?

222. Sean A y B dos sucesos con P(A)=0.5, P(B)=0.3y P(AnB)=0.1. Calcular las
siguientes probabilidades:

P(AUB), P(A%) P(¥ane) Y P(Paus)

10. INDEPENDENCIA DE SUCESOS

Se dice que un suceso A _es independiente de otro suceso B Si

o(5%)- Pl

es decir, la presencia de B no influye en la probabilidad de que A ocurra o no.

Caracterizacion:
A es independiente de B < P(%): P(A)= P(AnB)=P(A)P(B)

Como consecuencia, la independencia de sucesos es una propiedad reciproca, es decir, si A es
independiente de B, entonces B es independiente de A, y por tanto, diremos que A y B son
independientes.

Propiedad: Si A y B son independientes, entonces también lo son:
a) Ay B
b) Ay B
c)AyB

Propiedad: Si A, B y C son independientes, entonces:
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P(Am BmC): P(A) P(B)P(C)
El reciproco no es cierto.

Problemas:
223. Calcular la probabilidad de obtener tres cuatros al lanzar tres dados.

224. Calcular la probabilidad de «ningun seis» al lanzar cuatro dados.

225. Calcular la probabilidad de «algin seis» al lanzar cuatro dados. («Algun seis» es el suceso
contrario de «Ningun seis»)

226. En una clase infantil hay 6 nifias y 10 nifios. Si se escoge a 3 alumnos al azar, halla la
probabilidad de:

a) Seleccionar tres nifios.

b) Seleccionar 2 nifios y una nifia.

c) Seleccionar, al menos, un nifio.

227. Setienen dos sucesos Ay B. Si las probabilidades
P(A)=0.7, P(B)=06yP(AuUB)=0.58

a) ¢Son independientes Ay B?
b) Halla la probabilidad de que no se cumpla ni A ni B.

228. Un circuito eléctrico dispone de cuatro interruptores A, B, C y D, cuyas probabilidades de
estar cerrados se muestran en la figura:

B

— o —

P A 0,90

O O O (94
0,75 0.95 0,85

_Q_o_

C
¢ Cual es la probabilidad de que en un momento dado pase corriente de P a Q?

¢ O

229. Enun IES hay organizadas actividades extraescolares de caracter deportivo. De los alumnos
de 2° de Bachillerato, participan en esas actividades 14 chicas 'y 22 chicos. En ese curso hay un
total de 51 chicos 'y 44 chicas. Si se escoge un alumno al azar, calcula la probabilidad de que:

a) Sea chicoy no participe en dichas actividades.

b) Participe en las actividades sabiendo que es chica.

c) Sea chica, sabiendo que participa.

230. En cierta poblacion laboral, un 80 % son peones sin cualificar (suceso P) y un 50 % son
mujeres (suceso M). Se sabe, ademas, que el 40 % son peones femeninos y que un 45 % de los
trabajadores cuyos padres tienen estudios (suceso PE), son mujeres. Di si son independientes los
sucesos:

a) PyM

b) PEyM

c) PyM
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11. PROBABILIDAD TOTAL. FORMULA DE BAYES

Férmula de la probabilidad compuesta:
Si A,..., A son n sucesos ordenados, entonces:

P(a0om) =P YA Vaca) - Vhan.)

Se dice que los sucesos A,..., A, forman una particion del espacio muestral cuando
1) AnA =0 Viz]

2) QA=Q

Teorema de la Probabilidad Total:
Sea A,..., A, una particion del espacio muestral tal que P(A) >0,y sea B otro suceso. Entonces:

P(8)-2P(A)P( %, |

Demostracion:

n

Escribimos B =BNQ. Se tiene que B=Bm(UAj:U BNA) v, por tanto,
i=1 i=1

P(B)= P[g BN A } ZP BAA)= (Aj

donde en (1) hemos usado la formula de la probabllldad compuesta. C.Q.D.

Formula de BAYES:
Sea A,..., A una particion del espacio muestral tal que P (A ) >0, ysea B otro suceso. Entonces:

(%) ZPE’?AP(E/;S)

Demostracion:
Se tiene que

*(%)- P(A m)B) P(E/;zj

C.Q.D.
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Las probabilidades P(A )se Ilaman probabilidades a priori por formularse antes de la presencia

del suceso B, las probabilidades P(%) se llaman verosimilitudes y las probabilidades P(%J

se llaman probabilidades a posteriori, pues su célculo se realiza después de contar con una
informacion adicional suministrada por el suceso B.

Problemas:

231. De los créditos concedidos por un banco, un 42 % lo son para clientes nacionales, un 33 %,
para clientes de la Unién Europea y un 25 % para clientes del resto del mundo. De esos créditos, son
destinados a vivienda un 30 %, un 24 % y un 14 %, segln sean nacionales, de la UE o del resto del
mundo. Elegido un cliente al azar, ¢qué probabilidad hay de que el crédito concedido no sea para
vivienda?

232. ** Una urna contiene 4 bolas (blancas y negras). Se introduce una bola blanca y a
continuacion se extrae otra bola. ¢ Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

233. En cierta empresa se producen dos bienes Ay B en la proporcion 3 a 4. La probabilidad
de que un bien de tipo A tenga defecto de fabricacion es del 3 %, y del tipo B, del 5 %. Se analiza un
bien, elegido al azar, y resulta correcto. ¢Qué probabilidad existe de que sea del tipo A?

234. En cierta poblacién, un 20 % de los trabajadores lo hace en la agricultura (A), un 25 % en la
industria (1) y el resto en el sector de servicios (S). Un 63 % de los que trabajan en el campo son mayores
de 45 afios, siendo ese porcentaje del 38 % y el 44 % en los otros sectores. Seleccionado un trabajador
al azar, ¢que probabilidad hay de que tenga menos de 45 afos?

235. Enuna casa hay tres llaveros A, By C. El primero con 5 llaves, el segundo con 7 y el tercero
con 8, de las que s6lo una de cada llavero abre la puerta del trastero. Se escoge al azar un llavero,
y de él, una llave para intentar abrir el trastero. Se pide:
a) ¢Cual es la probabilidad de que se acierte con la llave?
b) ¢Cual es la probabilidad de que el llavero escogido sea el tercero y la llave no abra?
c) Ysilallave escogida es la correcta, ¢ cudl sera la probabilidad de que pertenezca al llavero
A?

236. Se dispone de tres urnas con las siguientes composiciones en bolas de color blanco (B) y
negras (N):

U: ={3B, 7N}; U2 = {5B, 5N}; Us = {8B, 2N}
Lanzamos un dado al aire, de modo que: Si sale 1, 2 0 3, extraemos una bola de la primera urna; si
sale 4 0 5 hacemos la extraccion una bola de la segunda urna, y, si sale 6, hacemos la extraccion de
una bola de la tercera. Tras realizar una extraccion se verifica que ha salido una bola de color
negro. Determinar la probabilidad de que proceda de la tercera urna.

237. Enuna bolsa hay 4 bolas negras y 5 blancas. En otra bolsa hay 2 bolas negras y 3 blancas.
Se elige al azar una bolsa y de ella extrae una bola, se pide:
a) Sila bola extraida es de color blanco, probabilidad de que proceda de la primera urna.
b) Si la bola extraida es de color negro, probabilidad de que proceda de la segunda urna.
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238. Unarmario tiene dos cajones. El cajon N° 1 contiene 4 monedas de oro y 2 de plata. El cajon
N° 2 contiene 3 monedas de oro y 3 de plata. Se abre un cajén al azar y se extrae una moneda.
Calcular:
a) Probabilidad de que se haya abierto el cajon N° 2y se haya extraido una moneda de oro.
b) Probabilidad de que se haya abierto el cajon N° 1, sabiendo que, al extraer una moneda,
ésta es de oro.

239. Un taller tiene distribuidos los vehiculos en tres naves. En la nave A hay 12 vehiculos de los
cuales 4 estan averiados; en la nave B hay 6 vehiculos y la mitad estan averiados, y en la nace C de
los 8 vehiculos que contiene, hay 3 averiados. Si se elige una nave y un vehiculo al azar, se pide:

a) ¢Qué probabilidad hay de esté en perfectas condiciones de funcionamiento?

b) Si el vehiculo esta averiado, ¢cual es la probabilidad de que proceda de la nave B?

12. PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA SELECTIVIDAD
DE MATEMATICAS APLICADAS II

240. En una rifa con 500 papeletas, 75 tienen un premio de 100 euros, 150 tienen un premio de 25
euros y 275 un premio de 10 euros. Elegida una papeleta al azar, calcular la probabilidad de que:
1) Se obtenga un premio de 25 euros. 2) Se obtenga un premio menor de 100 euros.

241. Juan es el responsable de un aula de informéatica en una empresa y no se puede confiar en él
pues la probabilidad de que olvide hacer el mantenimiento de un ordenador en ausencia del jefe es
2/3. Si Juan le hace mantenimiento a un ordenador este tiene la misma probabilidad de estropearse
que de funcionar correctamente, pero si no le hace el mantenimiento solo hay una probabilidad de
0,25 de funcionar correctamente. 1) ¢Cudl es la probabilidad de que un ordenador funcione
correctamente a la vuelta del jefe? 2) A su regreso, el jefe se encuentra un ordenador averiado, ¢ cuél
es la probabilidad de que Juan no le hiciera el mantenimiento?

242. Setruca una moneda de forma que la probabilidad de salir cara es doble que la de salir cruz.
Si se lanza tres veces esta moneda. 1) Calcula el espacio muestral para este experimento. 2) Calcula
la probabilidad de obtener dos cruces y una cara.

243. En una oficina trabajan 4 secretarias que archivan documentos. Cada una de ellas archiva
el 40 %, 10 %, 30 % y 20 %, respectivamente, de los documentos. La probabilidad que tiene cada
una de ellas de equivocarse al archivar es 0.01, 0.04, 0.06 y 0.1 respectivamente. 1) ¢Cual es la
probabilidad de que un documento esté mal archivado? 2) Si se ha encontrado un documento mal
archivado, ¢cual es la probabilidad de que sea debido a la tercera secretaria?

244, En el botiquin de un equipaje se encuentran dos cajas de pastillas para el dolor de cabeza y
tres cajas de pastillas para el tiroides. El botiquin de otro equipaje hay tres cajas de pastillas para
el dolor de cabeza, dos cajas de pastillas para el tiroides y una caja de pastillas laxantes. Si se saca
una caja de pastillas al azar de cada uno de los equipajes, calcular la probabilidad de que: 1) Las
dos cajas sean para el tiroides. 2) las dos cajas sean de pastillas diferentes.

245, EI 45 % de la poblacion espafiola deja su residencia habitual para ir de vacaciones de verano,
de éstos solo el 5 % sale al extranjero. No obstante, hay un 1 % de espafioles que no estando de
vacaciones sale al extranjero en el verano. Elegido un espafiol al azar, calcular la probabilidad de
que: 1) viaje al extranjero en el verano y 2) encontrandose en el extranjero, esté de vacaciones.
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246. Tenemos un dado (con sus seis caras numeradas del 1 al 6), trucado en el que es dos veces
mas probable que salga un nimero par que un nimero impar. 1) Calcula la probabilidad de salir
pary la de salir impar. 2) Calcula la probabilidad de que, en un solo lanzamiento del dado, salga un
nmero menor que 4.

247. En un centro universitario hay matriculados 550 alumnos en primero, 300 en segundo y 150
en tercero. (Se cuenta cada alumno solamente en el curso inferior de todas las asignaturas que
tenga). El porcentaje de matriculados en mas de 8 asignaturas es: el 70 % de los alumnos de primero,
el 90 % de los alumnos de segundo y el 30 % de los alumnos de tercero. Elegido un alumno al azar,
halla la probabilidad de que 1) esté matriculado en mas de 8 asignaturas y 2) estando matriculado
en mas de 8 asignaturas sea de primero.

248. En una ciudad hay tres lugares de ocio (A, B, C) a los que van habitualmente un grupo de
amigos. Las probabilidades de ir un dia cualquiera a cada uno de ellos son, respectivamente, 0,4,
0,3y 0,6. Hallar la probabilidad de que, un dia cualquiera dicho grupo 1) solamente vaya a uno de
los lugares, 2) vaya Unicamente a dos de los lugares.

249. Enunaclase de segundo de Bachillerato compuesta por el 55 % de chicos y el resto de chicas,
practica el balonmano el 40 % de los chicos y una de cada cuatro chicas. Si elegimos al azar un
alumno de la clase, 1) ¢cuél es la probabilidad de que practique balonmano? 2) ¢Cual es la
probabilidad de que practique balonmano y sea chica? 3) Si resulta que no practica balonmano,
¢cual es la probabilidad de que sea chica?

250. En una clase de segundo de bachillerato hay 10 chicos y 10 chicas, la mitad de las chicas y
la mitad de los chicos han optado por la asignatura de Biologia, calcular la probabilidad de que,
elegido un alumno al azar de esa clase, 1) sea chico o haya elegido Biologia, 2) sea chica y no haya
elegido Biologia

251. Para superar una oposicion se presentan dos modelos de examen A y B, en el modelo A hay
8 preguntas de contenido general y 12 de contenido especifico y el modelo B se compone de 9
preguntas de contenido general y 6 de contenido especifico (no hay preguntas comunes en los dos
modelos de examen). Para elegir una pregunta, primero se elige un modelo de examen al azar y
luego, al azar, se elige una pregunta del modelo elegido.1) ¢Cuél es la probabilidad de que la
pregunta elegida sea de contenido especifico? 2) Si la pregunta elegida es de contenido general,
¢cual es la probabilidad de que se haya elegido previamente el modelo A?

252. Enun aula de una universidad, el porcentaje de diestros (sélo utilizan la mano derecha) es el
60 %, la de zurdos (sélo utilizan la mano izquierda) el 15 %y un 1 % que son ambidiestros (utilizan
indistintamente ambas manos), 1) ¢cual es la probabilidad de elegir un alumno de esta clase que
solo utilice una mano? 2) En otra aula de esa universidad con 25 alumnos, los diestros representan
el 84 % del a clase y resto son zurdos. Si sacamos dos alumnos de clase, uno a unoy sin devolverlos
al aula, ¢cuél es la probabilidad de que ambos utilicen la misma mano?

253. En un colegio hay 30 nifios no nacidos en Espafia, de los cuales 6 han nacido en el Este de
Europa, 15 en el Norte de Africa y el resto son de origen asiatico. Al comenzar el curso, el centro les
mide el nivel de espafiol con el fin de proporcionarles clases especiales a los que lo necesiten. Hecha
la prueba de nivel se observa que 3 nifios del Este de Europa, 9 norteafricanos y 6 asiaticos necesitan
clases compensatorias. 1) Si elegimos un nifio del colegio al azar, ¢cual es la probabilidad de que
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sea asiatico y no necesite clases compensatorias? 2) Si elegido un nifio al azar resulta que ha tenido
que asistir a clases compensatorias, ¢,cuél es la probabilidad de que sea de origen norteafricano?

254. En un examen teérico para la obtencion del permiso de conducir hay 14 preguntas sobre
normas, 12 sobre sefiales y 8 sobre educacién vial. Si se eligen dos preguntas al azar. 1) ¢;Cuél es la
probabilidad de que las dos preguntas sean de educacion vial? 2) ¢Cual es la probabilidad de que
ninguna sea de sefiales?

255. Los porcentajes de contenido violento que emite un determinado canal televisivo autonémico
en las diferentes franjas horarias es el siguiente. 1 % por la mafana, 2 % por la tarde y 3 % por la
noche. Si un telespectador cualquiera sintoniza un dia aleatoriamente este canal con igual
probabilidad de franja horaria: 1) ¢ Cual es la probabilidad de que no vea ningin contenido violento?
2) Si un telespectador ha visto un contenido violento en ese canal, ¢cudl es la probabilidad de que
haya sido por la mafiana?

256. En el arcén de una determinada carretera, las probabilidades de que un coche parado en este
arcén tenga los neumaticos muy gastados es de 0,23 y de que tenga los faros defectuosos es de 0,24.
También sabemos que la probabilidad de que un coche parado en este arcén tenga los neumaticos
muy gastados o bien los faros defectuosos es de 0,38. Calcula la probabilidad de que un coche parado
en ese arcén, 1) tenga los neumaticos muy gastados y los faros defectuosos. 2) no tenga ninguna de
las dos averias.

257. En una determinada granja de patos en la que solo hay dos tipos, uno con pico rojo y otro
con pico amarillo, se observa que: el 40 % son machos y con pico amarillo, el 20 % de todos los
patos tienen el pico rojo, el 35 % de los patos que tienen el pico rojo son machos, mientras que sélo
el 15 % de los machos tienen el pico rojo. 1) Elegido un pato al azar, calcular la probabilidad de
que sea macho. 2) Si el pato elegido ha sido hembra, ¢cual es la probabilidad de que tenga el pico
rojo?

258. Si una persona va un dia a su dentista, supongamos que la probabilidad de que sdlo le limpie
la dentadura es de 0,44, la probabilidad de que solo le tape una caries es de 0,24 y la probabilidad
de que le limpie la dentadura y le tape una caries es de 0,08, calcular la probabilidad de que un dia
de los que va a su dentista, éste: 1) le limpie la dentadura o bien le tape una caries, 2) ni le limpie la
dentadura ni le tape una caries.

259. EIl 42 % de la poblacion activa de cierto pais, esta formada por mujeres. Se sabe que el 24 %
de las mujeres y el 16 % de los hombres estan en paro.
1.Elegida una persona al azar de la poblacion activa de ese pais, calcula la probabilidad de
gue esté en paro.
2.Si hemos elegido una persona con trabajo, ¢ Cual es la probabilidad de que sea hombre?

260. En unas votaciones a consejo escolar de un cierto centro sabemos que la probabilidad de que
vote una madre es del 0,28, la probabilidad de que vote un padre es del 0,21 y la probabilidad de
que voten los dos es de 0,15.

a) ¢Cual es la probabilidad de que al menos uno de los dos vote?

b) ¢Cual es la probabilidad de que no vote ninguno de los dos?

261. Los viajantes de una empresa alquilan coches a tres agencias de alquiler: 60 % a la agencia
A, 30 % a la agencia B y el resto a la agencia C. Si el 9 % de los coches de la agencia A necesitan
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una revision, el 20 % de los coches de la agencia B necesitan una revision y el 6 % de los coches de
la agencia C necesitan una revision.
a) ¢Cudl es la probabilidad de que un coche alquilado por esa empresa necesite una
revision?
b) Siun coche alquilado ha necesitado una revision ¢ cudl es la probabilidad de que lo hayan
alquilado a la agencia B?

262. En el Instituto de un determinado barrio se sabe que 1/3 de los alumnos no vive en el barrio.
También se sabe que 5/9 de los alumnos han nacido en la ciudad y que 3/4 de los alumnos no han
nacido en la ciudad o viven en el barrio. Seleccionado al azar un alumno de ese Instituto, calcular
la probabilidad de que: 1) viva en el barrio 2) no haya nacido en la ciudad, 3) no haya nacido en la
ciudad y viva en el barrio.

263. La terminacion de un trabajo de construccion se puede retrasar a causa de una huelga. La
probabilidad de que habra huelga es de 0,6, la probabilidad de que se termine a tiempo es de 0,85 si
no hay huelga y de 0,35 si hay huelga.
a) ¢Cual es la probabilidad de que el trabajo se termine a tiempo?
b) Si el trabajo se ha terminado a tiempo, ¢cual es la probabilidad de que haya habido
huelga?

264. Enunaurna hay cuatro bolas blancas y dos rojas. Se lanza una moneda, si sale cara se extrae
una bola de la urna y si sale cruz se extraen, sin reemplazamiento, dos bolas de la urna.

a) Calcula la probabilidad de que se hayan extraido dos bolas rojas.

b) Halla la probabilidad de que no se haya extraido ninguna bola roja.

265. Tenemos dos urnas (urna N°1 y urna N°2) y una bolsa. La urna nimero 1 contiene 4 bolas
blancas y 8 verdes y la urna nimero 2 contiene 6 bolas blancas y 3 verdes. La bolsa contiene 10
bolas numeradas del 1 al 10.
Extraemos una bola de la bolsa: si sale un nimero menor o igual que 4 elegimos la urna N°1 y si
sale un nimero mayor que 4 elegimos la urna N°2. De la urna elegida extraemos una bola. Calcular
la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) La bola extraida es verde y de la urna N°2,

b) La bola extraida es blanca.

266. Un test para detectar si una persona es portadora del virus de la gripe aviar da positivo en
el 96 % de los pacientes que la padecen y da negativo en el 94 % de los pacientes que no la padecen.
Si una de cada ciento cuarenta y cinco personas es portadora del virus y una persona se somete al
test, calcula:

(a) La probabilidad de que el test dé positivo.

(b) La probabilidad de que sea portadora, si el resultado del test es positivo.

(c) La probabilidad de que el test sea negativo y no sea portadora del virus.

267. La probabilidad de que haya un incidente en una fabrica que dispone de alarma es 0.1. La
probabilidad de que suene esta si se ha producido algun incidente es 0.97 y la probabilidad de que
suene si no ha sucedido ningan incidente es 0.02.
a) Calcula la probabilidad de que no suene la alarma.
b) En el supuesto de que haya funcionado la alarma, ¢cual es la probabilidad de que no
haya habido ningun incidente?
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268. Se sabe que 3 000 de los 20 000 estudiantes matriculados en cierta universidad hacen uso del
comedor universitario y acuden a sus clases en transporte publico. A partir de la informacion
proporcionada por una amplia muestra de estudiantes universitarios se ha estimado que uno de cada
cuatro universitarios que utilizan el transporte publico para acudir a sus clases hacen también uso
del comedor universitario. Determinar, justificando la respuesta, la probabilidad de que
seleccionado al azar un estudiante en esta universidad resulte ser de los que utilizan el transporte
publico para acudir a sus clases.

269. En una ciudad en la que hay doble nimero de hombres que de mujeres, se declara una
epidemia. Un 4 % de los habitantes que son hombres estdn enfermos, mientras que un 3 % son
mujeres y estan enfermas. Elegido un solo habitante de la ciudad, calcular:

a) La probabilidad de que sea hombre.

b) Si es hombre, la probabilidad de que esté enfermo.

c) La probabilidad de que sea mujer o esté sano.

Ejercicios de Selectividad

Junio de 2017, 5B, a) Junio de 2017, 5A, a) Septiembre de 2017, 5B, a)
Septiembre de 2017, 5A, a) Junio de 2018, 5B, a) Junio de 2018, 5A, a)

Julio de 2018, 5B, a) Julio de 2018, 5A, a) Junio de 2019, 5B, a)

Julio de 2019, 5A, a) Julio de 2019, 5B, a) Junio de 2019, 5A, a)

Julio de 2020, 8a) Septiembre de 2020, 8a) Junio de 2021, 8a)

Julio de 2021, 8a) Junio de 2022, 7b) Junio de 2022, 8a)

Julio de 2022, 8a) Junio de 2023, 7b) Junio de 2023, 4a)

Julio de 2023, 3a) Julio de 2023, 7b) Modelo 1 de 2024, 7b)
Modelo 1 de 2024, 5a) Modelo 2 de 2024, 7b) Modelo 2 de 2024, 4a)
Junio de 2024, 8a) Junio de 2024, 6b) Julio de 2024, 8a)

Julio de 2024, 6b)
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Unidad 13:

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

0.- INTRODUCCION

Le podemos dar dos significados a la palabra estadistica:
(1) Datos numéricos relativos a un conjunto de elementos o coleccion de datos numericos.
(2) Ciencia que tiene por objeto dar metodos para el tratamiento de las masas de datos de
observacion y su aplicacion.

A las dos acepciones anteriores podemos afiadir una tercera debida a Barnett:
«La estadistica es la ciencia que estudia como debe emplearse la informacion

y como dar una guia de accion en situaciones que entrafian incertidumbre».

Etimologicamente el término «estadistica» tiene su raiz en la palabra «estadista», y esta a su vez en
el término latin «status». De aqui nace su primera vocacion, la de constituirse como la exteriorizacion
cuantitativa de las cosas del estado.

En este sentido, los antecedentes de la «Estadistica» son tan remotos como lo puede ser la historia del
hombre. Es facilmente imaginable que las sociedades humanas mas primitivas estuvieran interesadas
en enumerar sus caracteristicas mas relevantes: familias, hombres aptos para la guerra, utensilios de
caza, cabezas de ganado, etc. Las referencias histdricas nos proporcionan las primeras evidencias de
recuentos, situandolas en el censo del emperador Yao en la China del afio 2238 a.C., y en documentos
asirios, egipcios y griegos que preceden a los mas cercanos del Imperio Romano, en el que la
preocupacion por la actividad censal de los individuos y bienes del estado tenia una clara finalidad
tributaria y militar.

Posteriormente, el avance general del conocimiento cuantitativo de las cosas del estado en sus facetas
de recogida de informacion, descripcion y analisis de la misma, adquirié una base mas cientifica a
través de las mejoras introducidas por las dos escuelas estadisticas mas importantes: la alemana y la
inglesa.

Pero en realidad la gran transformacion de la Estadistica, que la ha convertido en una ciencia
susceptible no solamente de discutir la realidad, sino de modelizarla utilizando los métodos del
Analisis Matematico, surge precisamente de su vinculacion a éste a través del Calculo de
Probabilidades.

El origen del Célculo de Probabilidades se sitla en el S. XVI1, atribuyéndose a las aportaciones que
Pascal realizo sobre algunos problemas clasicos de los juegos de azar. Pero en realidad, ya a partir
del S. XV algunos matematicos notables como Paccioli, Cardano, Kepler y Galileo, habian esbozado
unas primeras formalizaciones de algunos esquemas aleatorios.

Esta nueva ciencia fue tomando cuerpo y vinculandose fuertemente a la Teoria de Funciones a lo
largo de los siglos XVIIIy XIX, y comienzos del XX merced a los logros de figuras tan notables
como Bernouilli, Leibniz, Bayes, Laplace, Tchebicheff, Kolmogorof, Markov... El resultado de todo
ello ha sido la construccién de un modelo de comportamiento de los llamados fendmenos estocasticos
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en el que puede encuadrarse toda experiencia 0 evidencia empirica que revista caracter de
aleatoriedad.

La fusion de estas dos vertientes de mejora del conocimiento: la Estadistica como recogida,
descripcion y analisis de la informacién, y el Calculo de Probabilidades, se ha plasmado en una nueva
rama floreciente de esta disciplina: la Estadistica Matematica, surgida en las primeras décadas del
siglo XX y cuyo fruto, producto de aportaciones de matematicos como Yule, Fisher, Neyman,
Pearson,..., ha sido la disponibilidad de eficaces instrumentos que permiten poner en relacion los
datos recogidos con algin modelo ideal de probabilidad, y ayudan a descubrir en la evidencia
empirica algun tipo de regularidad estocéstica (aleatoria).

Resumiendo, histéricamente, la Estadistica ha comenzado por ser descriptiva. Ha sido necesario ante
todo acumular informacion, criticarla, ponerla en condiciones, analizarla y sintetizarla.
Posteriormente, después de haberse comprobado analogias, descubierto permanencias estadisticas,
reconocido un cierto nimero de distribuciones tipo, observado algunas formas de dependencia
estructurales bastante grandes, la Estadistica llegd a ser explicativa, gracias en particular al Calculo
de Probabilidades.

La Estadistica, por tanto, se configura como la tecnologia del método cientifico que proporciona
instrumentos para la toma de decisiones, cuando éstas se adoptan en ambiente de incertidumbre,
siempre que ésta incertidumbre pueda ser medida en términos de probabilidad. Por ello la Estadistica
se preocupa por los métodos de recogida y descripcion de datos, asi como de generar técnicas para el
analisis de esta informacion.

A raiz de todo lo expuesto, podemos dividir el estudio de esta disciplina en:
(1) Estadistica Descriptiva
(2) Célculo de Probabilidades
(3) Estadistica Tedrica o Inferencia Estadistica

1. VARIABLES ALEATORIAS

Frecuentemente, al realizar un experimento aleatorio nos interesa mas que el resultado completo del
experimento una funcién real de los resultados. Por ejemplo, si el experimento aleatorio consiste en
lanzar tres veces una moneda, podemos estar interesados en determinar el nimero de caras obtenidas
y para ello definimos una funcion X que asigna un valor numérico (nimero de caras) a cada resultado
del experimento. De esta manera, si denotamos por C al suceso «salir cara» y por F al suceso «salir
cruz», tenemos por ejemplo que X(FCF) = 2 o que X(FFF) = 0. Tales funciones, cuyos valores
dependen de los resultados de un experimento aleatorio, se llaman variables aleatorias.

Las variables aleatorias y sus distribuciones de probabilidad, pueden considerarse una generalizacion
del concepto frecuentista de probabilidad. Se introducen como el modelo matematico ideal al que se
aproximan las distribuciones de frecuencias que se obtendrian en una repeticion indefinida de pruebas
de este experimento.

Por ello, nos recuerdan a las variables estadisticas y a sus distribuciones de frecuencia estudiadas en
Estadistica Descriptiva.
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Llamaremos variable aleatoria a toda funcion que asocia a cada elemento del espacio muestral Q un
namero real.

X:QO->R
o—> X (w)eR

Las variables aleatorias se clasifican en discretas y continuas, dependiendo de si dicha variable toma
valores aislados (variable discreta) o los toma en un intervalo (variable continua).

Ejemplos:

1) Se tira una moneda tres veces y se observa la sucesion de caras y cruces. El espacio muestral se
compone de los 8 siguientes elementos:

Q= {ccc, CCX, CXC, XCC, XCX, XXC, CXX, xxx}

Sea X el nimero de caras que van saliendo. Se tiene que X es una variable aleatoria que toma los
siguientes valores:

X(cce) =3

X(cex) = X(cxc) = X(xce) =2

X(cxe) = X(xxc) = X(cxx) =1

X(xxx) =0
X es por tanto una variable aleatoria discreta que toma los valores 0, 1, 2y 3.

X: Q- {0,1,2,3}

2) Se escoge un punto al azar en un circulo de radio r. Sea X la distancia del punto al centro del
circulo.

Entonces, X es una variable aleatoria continua y su espacio de valores es el intervalo cerrado cuyos
extremos son 0 y r, es decir:

X:Q-[0r] o

Asociada a una variable aleatoria X tenemos una funcién
F-R>R

F(x)=P(X <x)
que llamaremos funcion de distribucion de la variable aleatoria X .
Ejemplo:
Sea X una variable aleatoria continua con la siguiente funcion de distribucion F:

() |05% si 0sxs2
o en otro caso

P(1< X <1,5) =Area de la region sombreada

5
/‘/ del dibujo :16
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2. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Las distribuciones de probabilidad son modelizaciones de las correspondientes distribuciones
estadisticas de frecuencias.

Se clasifican en discretas y continuas, dependiendo de que la correspondiente distribucion estadistica
sea discreta o continua.

2.1. Distribuciones de probabilidad discretas
Se llama distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X a la tabla
X- X]_ X2 “ee Xn—l X

pi:P(X:Xi) Py P, | o Poa | Py

n

La aplicacion que asocia a cada valor de la variable su correspondiente probabilidad se denomina
funcion masa de probabilidad:

X —P(X =x)

que esta caracterizada por las siguientes dos propiedades:
a) p,=0 Vi

b Yp =1

Ejercicio:
270. En una caja hay chinchetas, unas estan bien fabricadas y otras tienen algin defecto, con igual
probabilidad. Elegimos dos chinchetas, y consideramos la variable aleatoria “ntimero de chinchetas
defectuosas”. Se pide:
a) El espacio muestral y determinar si la variable aleatoria es discreta.
b) Construir la distribucién de probabilidad y comprobar que se cumplen las dos propiedades
que la caracterizan.

Los parametros asociados a una distribucion de probabilidad son:

Esperanza matematica o media: |[EX = in - p;| (también se representa por 1)

Varianza: |Var(X)=>Y (x, —y)z - p; | (también se representa por o?)

Desviacion tipica: |o = Var(X)

Ejercicios:

271. Calcular los parametros de la distribucion del ejercicio anterior.

272. Lanzamos tres monedas al aire, v consideramos la variable aleatoria “numero de caras
obtenidas”. Se pide:

a) El espacio muestral y la variable aleatoria.

b) Construir la distribucion de probabilidad.

c) Calcular la esperanza matematicas, la varianza y la desviacion tipica.

274

Dpto. de Matematicas Estadistica y Probabilidad



IES. Ramon Giraldo Cipri

2.2. Distribuciones de probabilidad continuas
Una variable aleatoria es continua cuando puede tomar un namero infinito de valores de la recta real.

La distribucion de probabilidad asociada a una variable aleatoria continua se llama distribucion de
probabilidad continua.

En dichas distribuciones de probabilidad, la probabilidad de un valor concreto es cero, y este caso lo
que se hace es que se calculan probabilidades asociadas a intervalos: P(a <X < b)

Se define la funcién de densidad o curva de probabilidad f (X) , cuya grafica nos dice cuéles son
las zonas donde est&n los valores més probables, es decir, las zonas mas densas en probabilidad.

Propiedades que caracterizan a la funcion de densidad:
(1) Su grafica junto con el eje de abscisas encierra un area igual a 1:

J‘jwf(x)dx:l

00

2 f(x)>0 vxeDom(f)

Relacion entre f yF:
» Conocida f:

F(x)=[" f(t)at

» Conocida F:

Ejemplo:
Vamos a calcular la funcion de densidad de la variable aleatoria del ejemplo 2. Para ello, derivamos
la funcion de distribucion:

=f(x)
0 en otro caso
En este caso, es inmediato comprobar que se cumplen las propiedades (1) y (2):
f(x)=05>0 vxe[0,2]

A= area de un rectangulo =2-0,5=1

i 0<x<2
I:,(X):{O,S si 0<x

3. LA DISTRIBUCION BINOMIAL

La distribucion binomial es una de las distribuciones discretas mas Utiles, ya que su area de aplicacion
incluye:

- inspeccion de calidad

- control de defectos

- calidad del servicio de telefonia

- ventas (marketing)

- mercadotecnia

- medicina

- investigacion de opiniones...
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Supongamos un experimento del que sélo nos interesa la ocurrencia 0 no ocurrencia de un evento
concreto. Sin pérdida de generalidad Ilamaremos éxito a la ocurrencia de dicho evento y fracaso a la
no ocurrencia. La probabilidad de éxito es p y la de fracaso 1- p=q.

Supongamos ademas que el experimento se realiza n veces y cada una de las realizaciones es
independiente de las demaés.

Sea X la variable aleatoria que representa el «nimero de éxitos» obtenidos en las n realizaciones del
experimento.

Las dos suposiciones clave para la distribuciéon binomial son las siguientes:
- la probabilidad de éxito p permanece constante para cada ensayo
- las n realizaciones son independientes entre si.

En las condiciones anteriores se dice que X sigue una distribucién binomial de pardmetros ny p,
X ——B(n, p)|, si su funcién masa de probabilidad es:

P(X =k) =(EJ p*q"™* parak =0,1,...,n

n I o, . .
donde: (kJ =ﬁ se denomina nimero combinatorio y se lee «n sobre k».
I(n—k)!
n'=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1
0l=1
factorial»

} se denomina factorial de n (donde neN) y se lee «n
n
05| P(‘Y = k) = (kJI)k(l Z ]))"_k

02] B(16,0.3)

110 1 2 3 4 § 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

GeoGebra y Wolfram|Alpha
Distribucion de probabilidad binomial
Autor: Zulma Elizabeth Zamudio
Tema: Probabilidad
https://www.geogebra.org/m/mymugmwr

Wolfram|Alpha Widgets
Distribucién binomial
https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=8b2al1f178ccc4342e354ef7a11801228
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Ejemplo:
La probabilidad de que cierta semilla germine en unas determinadas condiciones es 0,4. Si en dichas
condiciones se siembran 30 semillas, y se considera la variable aleatoria X, que expresa el nimero de

semillas que germinan, se observa que X sigue una distribucion binomial %(30 , 0,4). Hallar la
probabilidad de que germinen 5 semillas.

30
P(X :5):[ e j0,45-0,63°5 =0,00414

¢Y la probabilidad de que germinen como mucho 5 semillas?
P(X £5): P(X :0)+ P(X =1)+ P(X :2)+ P(X :3)+ P(X :4)+ P(X =5):0,0056588

(en este caso, los célculos hay que hacerlos con ordenador, 0 mediante una aproximacion de la
binomial que no vamos a ver).

Ejemplo:
Un examen tipo consta de diez preguntas, cada una de ellas con tres respuestas, de forma que sélo
una es correcta. Un estudiante que no ha preparado la materia decide contestar al azar a todas ellas.
a) ¢Cual es la probabilidad de acertar seis preguntas?
b) ¢Y la probabilidad de no acertar ninguna?

1
Sea X = nlmero de respuestas acertadas. Se tiene que X —>%(10,§)

a) P(X =6)=[1£]-(%j6 (%)4 = 0,0569
b) P(X :o){m-(%f -(%)m ~0,0173

Ejercicios:
273. Un arquero tiene una probabilidad de hacer blanco de 0,7. Si realiza cuatro disparos,
calcula:

a) La probabilidad de hacer dos blancos.

b) La probabilidad de hacer dos 0 mas blancos.

274. La probabilidad de nacimientos de nifios varones en Espafia es de 51,7 %. Halla la
probabilidad de que una familia de 5 hijos tenga:

a) Por lo menos una nifia.

b) Por lo menos un nifio.

275. La probabilidad de que un estudiante obtenga el titulo de arquitecto es de 0,3. Calcula la
probabilidad de que de un grupo de siete estudiantes matriculados en primer curso:

a) Los siete finalicen la carrera.

b) Al menos dos acaben la carrera.

Los parametros (media, varianza y desviacion tipica) de una distribucion binomial son:

277

Matematicas Il Distribuciones de probabilidad



Cipri

Esperanza matematica (media): |[EX =np

Varianza: |o” =npq

Desviacion tipica: |o =/npq

Ejemplo:

La probabilidad de que un libro salga defectuoso en una determinada imprenta es del 3 %. Calcular:
a) El nimero de libros defectuosos esperados en un lote de 10 000.
b) La varianzay la desviacion tipica de esta distribucion.

Sea X = el libro es defectuoso. Se tiene que (10 000, 0,03).
a) El nimero de libros defectuosos esperados es igual a la media de la distribucion:
EX =np =10000-0,03 =300
es decir, se espera que haya 300 defectuosos en el lote.
b) Varianza:

Var (X ) =npg =10000-0,03-0,97 = 291
c) Desviacion tipica:

o = Var(X) =4/npg =/291=17,05

Ejercicio:
276. Calcular la esperanza matematica, la varianza y la desviacion tipica de los ejercicios
anteriores.

Ejercicios de Selectividad

Junio de 2017, 5A, b) Septiembre de 2017, 5A, b) Junio de 2018, 5A, b)
Junio de 2019, 5A, b) Julio de 2019, 5A, b) Julio de 2020, 8, b)
Junio de 2021, 8b) Julio de 2021, 8b) Julio de 2022, 7b)

Julio de 2023, 3b)

4. LA DISTRIBUCION NORMAL

Una distribucién correspondiente a una variable continua se dice normal si su funcion de densidad
es:

f:R>R

f(x)=—; e_;(xﬁ

o2

y se representa por [ X ——> N (u,0)|,con zeR y o >0, donde u representa la media (esperanza

matematica) y o la desviacion tipica.
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Se llama normal porque es muy frecuente, apareciendo en circunstancias muy inesperadas (antes se
creia que todas eran asi). Otras veces aparece una distribucion muy parecida a la normal, que puede
tratarse como si lo fuera.

Enelcaso #=0 Yy o=1 se denomina distribucién normal tipificada y su funcion de distribucion

correspondiente esta tabulada, por lo que siempre hay que pasar a una N (0,1):

X =N (u,0) ,z=2"" ,N(01)
O

S. USO DE TABLAS
(1) P(Z <1,45)=0,9265

Para calcular esta probabilidad, basta con mirar en la tabla: P(Z <1,45)=0,9265

(2) P(Z <-1,45)

Para calcular esta probabilidad hay que tener en cuenta la simetria
de la distribucion normal y aplicar la propiedad que relaciona la

probabilidad de un suceso con su contrario (P(Z) =1- P(A) ):
P(Z<-1,45)=P(Z>145)=1-P(Z<145)=

1450 =1-0,9265=0,0735

(3) P(1,25<Z <2,57)

Interpretando esta probabilidad como areas se tiene la siguiente
igualdad:

P(1,25<Z<2,57)=
=P(Z<2,57)-P(2<1,25)=
. = 0,9949 - 0,8944 = 0,1005

125 2,57

Para calcular esta probabilidad tenemos en cuenta la simetria de
la distribucion:

P(—1,25SZ £—2,57): P(l,ZSSZ 32,57)
= P(Z SZ,S?)—P(Z S1,25)=
257 125 =0,9949-0,8944 =0,1005
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(5) P(-0,53<Z <2,46)

Aplicaremos lo visto en los apartados anteriores:
P(-0,53<Z7 <2,46)=

=P(Z<2,46)-P(Z<-0,53)=
=P(Z<2,46)-[1-P(Z<0,53)|=0,695

-0,53 2,46
Ejercicios:
277. Halla las siguientes probabilidades:
a) P(Z 30,84) c) P(Z<2)
b) P(Z <1,5) d) P(Z<187)
278. Halla:
a) P(Z >1,3) d) P(1,3<Z<1,96)
b) P(Z <—1,3) e) P(—1,96<Z<—1,3)
c) P(Z >—l,3) f) P(—1,96 <Z <1,96)

279. En una distribucion normal N(110, 10), calcula:
a) P(X >110)

b) P(110< X <120)
¢) P(X <130)

280. Calcula el valor de k en cada caso:
a) P(ZSk):0,719 b) P(Z<k):0,8997 c) P(Z<k):0,5040

GeoGebra y Wolfram|Alpha
Distribucion de probabilidad normal
Autor: Zulma Elizabeth Zamudio
Tema: Probabilidad
https://www.geogebra.org/m/mymugmwr

Wolfram|Alpha Widgets
Caélculo de probabilidades: distribucion normal

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=36elbfaccafd20fc4b1619f84d2f9eac

Problemas:
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281. Enun centro hay 500 alumnos cuyas estaturas se distribuyen segln la curva normal, de media
170 cm y desviacion tipica 8 cm.

a) ¢ Cuantos alumnos tienen su estatura comprendida entre 162 y 178 cm?

b) ¢ Cuantos mediran mas de 186 cm?

282. Una maquina realiza piezas de precision con un diametro medio de 8 mm y una desviacién
de 0,5 mm. Suponiendo que la distribucion es normal, calcula la probabilidad de que una pieza
tomada al azar tenga un didmetro:

a) Mayor que 8,5 mm.

b) Menor que 7,5 mm.

c) Comprendido entre 7y 9 mm.

283. Para aprobar un examen de ingreso en una escuela, se necesita obtener 50 puntos o méas. Por
experiencia de afios anteriores, sabemos que la distribucion de puntos obtenidos por los alumnos es
normal, con media 55 puntos y desviacion tipica 10.

a) ¢ Qué probabilidad hay de que un alumno apruebe?

b) Si se presentan al examen 400 alumnos, ¢cuantos cabe esperar que ingresen en esa

escuela?

284. En una ciudad, las temperaturas maximas diarias durante el mes de julio se distribuyen
normalmente con una media de 26 °C y una desviacion tipica de 4°C. ¢Cuantos dias se puede
esperar que tengan una temperatura maxima comprendida entre 22 °C y 28 °C?

Ejercicio resuelto:
En un examen de matematicas, las puntuaciones tipificadas de dos estudiantes fueron 0,6 y —0,8 y
sus notas reales 94 y 73, respectivamente. Calcula:
a) La mediay la desviacion tipica de las puntuaciones del examen que siguen una distribucion
normal.
b) ¢Entre que puntuaciones alrededor de la media esta la nota del 60 % de los estudiantes?

a) Se tiene que:

06_94—,u
o 0,60 + 1 =96

o :{ OTHET o (40)=(8515)
_08=73—,u -0,80+u=73

O

b) Queremos que P(-a<Z<a)=0,6:
P(-a<Z<a)=P(Z<a)-P(Z<-a)=P(Z<a)-[1-P(Z<a)]=2P(Z <a)-1=0,6=
= P(Z <a)=0,8=(mirando en la tabla)a = 0,84
Asi, como a:% , Se tiene que:

a=o,84:so,84zxil;585:s x, =97,6

X, —85

a=-0,84=-0,84= =X, =72,4

Como consecuencia, las notas de matematicas estaran alrededor de la media, estaran entre 72,4y 97,6
puntos.
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6. PERCENTILES EN UNA DISTRIBUCION NORMAL

Un percentil es una medida que indica el valor por debajo del cual esta un cierto porcentaje de los
datos en una distribucion. Por ejemplo:
o El percentil 50 (P,,) es el valor que deja el 50 % de los datos por debajo (y coincide con
la mediana).
o El percentil 90 (R,,) es el valor por debajo del cual esta el 90 % de los datos.
En una distribucion normal, los percentiles estan relacionados directamente con la media (u)y
la desviacion tipica (o).

¢Qué relacion entre percentiles y la distribucion normal estandar (Z )?
La distribucion normal estandar tiene:
e Media(u)=0
o Desviacion tipica (o) =1
Para calcular percentiles en una distribucion normal cualquiera, primero tipificamos usando el valor
Z (Z—score):

Veamos varios ejemplos de calculo de percentiles en la distribucion normal

Ejemplo 1: Encontrar el percentil dado un valor
Supongamos una distribucion normal con:

e Media (x) =100

e Desviacion estandar (o) = 15
¢Cudl es el percentil correspondiente a X =115?

Calculamos el Z-score:
~115-100
15

YA 1

Ejemplo 2: Encontrar el valor dado un percentil
¢Que valor corresponde al percentil 95 en la misma distribucion (=100, o =15)?

1. Buscamosen latabla Z el Z—score que deja un 95 % a la izquierda.
o El Z—score para es aproximadamente 1,645.
2. Convertimosel Z—scorea X :
X =u+2Zo=100+1,645-15=124,675
Por tanto, el percentil 95 es 124,675.

Algunos percentiles importantes en la distribucion normal estandar (#=0, o =1) son:
e P, (Mediana) = 0 (50% de los datos estan por debajo de 0).
e B, =1 (el 84 % de los datos estan por debajo de 1, porque el 68 % esta entre =1 y 1 en una

normal).
e PRy;5=196 (el 97,5 % de los datos estan por debajo de 1,96).
En una distribucion general (p, 6), estos percentiles se tipifican.
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Junio de 2017, 5B, b) Septiembre de 2017, 5B, b) Junio de 2018, 5B, b)
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Septiembre de 2020, 8b) Julio de 2022, 8b) Junio de 2022, 8b)
Junio de 2023, 4b) Junio de 2024, 8b)

7*. APROXIMACION DE LA BINOMIAL POR LA
NORMAL

La variable aleatoria X —)‘B(n, p) la aproximaremos por una normal, cuando
np>5y p>0,05

X——B(n,p)=N (np, npq)<—X '

Ahora bien, como estamos aproximando una distribucion discreta por una continua, hay que hacer un
ajuste que se denomina correccion de Yates:
P(X=k)=P(k-0,5<X'<k+0,5)

P(X <k)=P(X'<k+0,5)

P(X <k)=P(X'<k-0,5)

P(X2k)=P(X'2k-0,5)

P(X >k)=P(X'>k+0,5)
Ejemplo:

El 2 % de los tornillos fabricados por una maquina son defectuosos. Si se estudia un lote de 2000
tornillos, ¢cuél es la probabilidad de que haya menos de 50 tornillos defectuosos?
Si X = nlimero de tornillos defectuosos, se tiene que X ——>2(200, 0,02) y por tanto aproximamos
X por X '——>N (2000-0,02 , Jzooo-o,oz-o,gs): N (40 , 6,26).
Asi,

P(X <50)=P(X'<50-0,5)=P(X'<49,5)= P(Z <

49,5-40
6,26
Es decir, la probabilidad de que en el lote hay menos de 50 tornillos defectuosos es del 93,57 %.

J P(Z <1,52)=0,9357

8. GEOGEBRA
(1) Matematicas 11, 2° bachillerato. Tema 14: Probabilidad
Autor: José M. Melian
Tema: Matematica
https://www.geogebra.org/m/hk8zhfnx#chapter/357934

(2) Matematicas 11, 2° bachillerato. Tema 15: Estadistica
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Autor: José M. Melian
Tema: Matematica
https://www.geogebra.org/m/hk8zhfnx#chapter/357938

(3) Estadistica y Probabilidad. Actividades para el aula.

Autor: Rafael Pérez Laserna

Tema: Probabilidad, Estadistica
https://www.geogebra.org/m/nugcczxm#chapter/328118

(4) Relacidn entre la Distribucién Binomial y la Normal.

Autor: Rafael Pérez Laserna

Tema: Distribucién binomial
https://www.geogebra.org/m/nugcczxm#material/gzgy9pqe
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ESQUEMA

Variable aleatoria
X: Q>R

\ 4

Funcion de distribucion de X
F:R>R

F(x)=P(X <x)

/\

Distribucion de probabilidad discreta
(funcion masa de probabilidad)

X, |x1|x2|...|xn
p=P(X=x)|p [P |]|P,

Distribucion de probabilidad continua
(funcion de distribucion)
F(x)=P(X <x)

. . Tiene asociada
lTlene asociada v

A4

Funcion de densidad
Funcion masa de probabilidad P(a<X <b)= J'b f(x)dx
% —P(X =x) :

\ Caracterizada por

Caracterizada por v
: Su gréfica nos dice donde estan los
a) p =20 Vi valores mas probables.
b) D p =1 f(x)>0 VxeDom(f)
Pardmetros

Esperanza matematica o media: EX = u
Varianza: Var (X )=o?

Desviacion tipica: o =,/Var(X)
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TABLA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Probabilidad de obtener k éxitos
X = B(n, p)

0,10

0,15

P(X =k)= ) pr(1-p)""

0,20 0,25 0,30 0,33 0,35 0,40 0,45 0,49 0,50

0,9801
0,0198
0,0001

0,9025
0,0950
0,0025

0,8100
0,1800
0,0100

0,7225
0,2550
0,0225

0,6400 0,5625 0,4900 0,4444 0,4225 0,3600 0,3025 0,2601 0,2500
0,3200 0,3750 0,4200 0,4444 0,4550 0,4800 0,4950 0,4998 0,5000
0,0400 0,0625 0,0900 0,1111 0,1225 0,1600 0,2025 0,2401 0,2500

0,9703
0,0294
0,0003
0,0000

0,8574
0,1354
0,0071
0,0001

0,7290
0,2430
0,0270
0,0010

0,6141
0,3251
0,0574
0,0034

0,5120 0,4219 0,3430 0,2963 0,2746 0,2160 0,1664 0,1327 0,1250
0,3840 0,4219 0,4410 0,4444 0,4436 0,4320 0,4084 0,3823 0,3750
0,0960 0,1406 0,1890 0,2222 0,2389 0,2880 0,3341 0,3674 0,3750
0,0080 0,0156 0,0270 0,0370 0,0429 0,0640 0,0911 0,1176 0,1250

0,9606
0,0388
0,0006
0,0000
0,0000

0,8145
0,1715
0,0135
0,0005
0,0000

0,6561
0,2916
0,0486
0,0036
0,0001

0,5220
0,3685
0,0975
0,0115
0,0005

0,4096 0,3164 0,2401 0,1975 0,1785 0,1296 0,0915 0,0677 0,0625
0,4096 0,4219 0,4116 0,3951 0,3845 0,3456 0,2995 0,2600 0,2500
0,1536 0,2109 0,2646 0,2963 0,3105 0,3456 0,3675 0,3747 0,3750
0,0256 0,0469 0,0756 0,0988 0,1115 0,1536 0,2005 0,2400 0,2500
0,0016 0,0039 0,0081 0,0123 0,0150 0,0256 0,0410 0,0576 0,0625

0,9510

0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281

0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277 0,2373 0,1681 0,1317 0,1160 0,0778 0,0503 0,0345 0,0313
0,4096 0,3955 0,3602 0,3292 0,3124 0,2592 0,2059 0,1657 0,1563
0,2048 0,2637 0,3087 0,3292 0,3364 0,3456 0,3369 0,3185 0,3125
0,0512 0,0879 0,1323 0,1646 0,1811 0,2304 0,2757 0,3060 0,3125
0,0064 0,0146 0,0284 0,0412 0,0488 0,0768 0,1128 0,1470 0,1563
0,0003 0,0010 0,0024 0,0041 0,0053 0,0102 0,0185 0,0282 0,0313

0,9415

0,0571

0,0014
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

‘”‘“”‘“”“"M“Mé

0,7351
0,2321
0,0305
0,0021
0,0001
0,0000
0,0000

0,5314
0,3543
0,0984
0,0146
0,0012
0,0001
0,0000

0,3771
0,3993
0,1762
0,0415
0,0055
0,0004
0,0000

0,2621 0,1780 0,1176 0,0878 0,0754 0,0467 0,0277 0,0176 0,0156
0,3932 0,3560 0,3025 0,2634 0,2437 0,1866 0,1359 0,1014 0,0938
0,2458 0,2966 0,3241 0,3292 0,3280 0,3110 0,2780 0,2436 0,2344
0,0819 0,1318 0,1852 0,2195 0,2355 0,2765 0,3032 0,3121 0,3125
0,0154 0,0330 0,0595 0,0823 0,0951 0,1382 0,1861 0,2249 0,2344
0,0015 0,0044 0,0102 0,0165 0,0205 0,0369 0,0609 0,0864 0,0938
0,0001 0,0002 0,0007 0,0014 0,0018 0,0041 0,0083 0,0138 0,0156

0,9321

0,0659
0,0020
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,6983
0,2573

0,0406
0,0036
0,0002
0,0000
0,0000
0,0000

0,4783
0,3720
0,1240
0,0230
0,0026
0,0002
0,0000
0,0000

0,3206
0,3960
0,2097
0,0617
0,0109
0,0012
0,0001
0,0000

0,2097 0,1335 0,0824 0,0585 0,0490 0,0280 0,0152 0,0090 0,0078
0,3670 0,3115 0,2471 0,2048 0,1848 0,1306 0,0872 0,0604 0,0547
0,2753 10,3115 0,3177 10,3073 0,2985 0,2613 0,2140 0,1740 0,1641
0,1147 10,1730 0,2269 0,2561 0,2679 0,2903 0,2918 0,2786 0,2734
0,0287 0,0577 0,0972 0,1280 0,1442 0,1935 0,2388 0,2676 0,2734
0,0043 0,0115 0,0250 0,0384 0,0466 0,0774 0,1172 0,1543 0,1641
0,0004 0,0013 0,0036 0,0064 0,0084 0,0172 0,0320 0,0494 0,0547
0,0000 0,0001 0,0002 0,0005 0,0006 0,0016 0,0037 0,0068 0,0078

0,9227

0,0746
0,0026
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,6634
0,2793
0,0515
0,0054
0,0004
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,4305
0,3826
0,1488
0,0331
0,0046
0,0004
0,0000
0,0000
0,0000

0,2725
0,3847
0,2376
0,0839
0,0185
0,0026
0,0002
0,0000
0,0000

0,1678 0,1001 0,0576 0,0390 0,0319 0,0168 0,0084 0,0046 0,0039
0,3355 0,2670 0,1977 0,1561 0,1373 0,0896 0,0548 0,0352 0,0313
0,2936 0,3115 0,2965 0,2731 0,2587 0,2090 0,1569 0,1183 0,1094
0,1468 0,2076 0,2541 0,2731 0,2786 0,2787 0,2568 0,2273 0,2188
0,0459 0,0865 0,1361 0,1707 0,1875 0,2322 0,2627 0,2730 0,2734
0,0092 0,0231 0,0467 0,0683 0,0808 0,1239 0,1719 0,2098 0,2188
0,0011 0,0038 0,0100 0,0171 0,0217 0,0413 0,0703 0,1008 0,1094
0,0001 0,0004 0,0012 0,0024 0,0033 0,0079 0,0164 0,0277 0,0313
0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0002 0,0007 0,0017 0,0033 0,0039

0,9135

0,0830
0,0034
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

O 00 N O UL B WN PR OIONOUL B WN PR OINOUL s WN = O

0,6302
0,2985
0,0629
0,0077
0,0006
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,3874
0,3874
0,1722

0,0446
0,0074
0,0008
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,2316

0,3679

0,2597

0,1069
0,0283
0,0050
0,0006
0,0000
0,0000
0,0000

0,1342 0,0751 0,0404 0,0260 0,0207 0,0101 0,0046 0,0023 0,0020
0,3020 0,2253 0,1556 0,1171 0,1004 0,0605 0,0339 0,0202 0,0176
0,3020 0,3003 0,2668 0,2341 0,2162 0,1612 0,1110 0,0776 0,0703
0,1762 0,2336 0,2668 0,2731 0,2716 0,2508 0,2119 0,1739 0,1641
0,0661 0,1168 0,1715 0,2048 0,2194 0,2508 0,2600 0,2506 0,2461
0,0165 0,0389 0,0735 0,1024 0,181 0,1672 0,2128 0,2408 0,2461
0,0028 0,0087 0,0210 0,0341 0,0424 0,0743 0,1160 0,1542 0,1641
0,0003 0,0012 0,0039 0,0073 0,0098 0,0212 0,0407 0,0635 0,0703
0,0000 0,0001 0,0004 0,0009 0,0013 0,0035 0,0083 0,0153 0,0176
0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001 0,0003 0,0008 0,0016 0,0020
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TABLA DE LA DISTRIBUCION NORMAL

P(Z<a)

a

rad

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
L5
1.6
L7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
23
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
4.0

0.500000
(0.530828
0.5T0260
0.617911
(0.655422
0.691462
(0.725747
0.758036
0.788145
(.515940
(1.B41345
(.864334
0.884930
(0.90:3200
0.919243
0.933193
0.945201
0.055435
0.964070
0.971233
0.977250
0.082136
0.986097
(.989276
(.991802
(0.993790
(0.905339
0.996533
0.997445
0.068134
(0.998650
0.959032
0.999313
0.999517
0.999663
0.999767
(1.990841
(.990392
0.909928
0.959952
(0.999968

(.503989
(0.543795
0.583166
0.621720
0.659007
0.694974
0.720069
0.761148
0.791030
(1.813589
(.843752
(.BGG500
(LBBGRG1
(0.904902
0.920730
0.934478
0.946301
0.956367
0.964852
0.971933
0.977784
0.982571
0.986447
(.989556
(.992024
(0.993963
(0.995473
0.9966.36
0.997523
0.998193
0.998694
0.999065
0.999336
0.599534
0.999675
0.909776
(1.999847
(.999896G
(0.999931
(.999954
(0.999970

0.507978
0.547758
0.587064
0.625516
0.662757
0.698468
0.732371
0.764238
0.793802
0.821214
0.846136
0.BG86L3
0.BRRTEHS
(.906582
0.922196
0.935745
0.947384
0.957284
0.965620
0.972571
0.978308
0.9829097
0.986791
0.989830
0.992240
(.994132
0.995604
0.996736
0.997599
0.998250
0.9987 36
0.999006
0.999359
0.999550
0.999687
0.999784
(.9993853
0.9959900
0.999933
0.999956
0.999971

0.5115966
0.551717
0.590954
0.629300
0.666402
0.7019:44
0.735653
0.767305
0.796731
0.8233814
0.848495
0.870762
0.890651
0.908241
0.923641
0.936902
0.948449
0.958185
0.966375
0.973197
0.978822
0.983414
0.987126
0.990097
0.992451
0.994297
0.995731
0.996833
0.997673
0.998305
0998777
0.999126
0.999381
0.999566
0.999608
0.999792
(.B99858
10.999504
0.999936
0.999958
0.999972

0.515953
0.555670
0.594835
0.633072
0.670031
0.705401
0.738914
0.770350
0.799546
0.826391
0.850830
0.BT285T
0.892512
0909877
0.925066
0.938220
0.949497
0.959070
0.967116
0.973810
0.979325
0.033823
0.987455
0.990358
0.992656
0.994457
0.995855
0996928
0.997744
0.998359
0.998817
0.999155
0.999402
0.999581
0.999709
0.999800
0.999864
0.999908
0.999938
0.999959
0.999973

0.519939
0.559618
0.598706
0.636831
0.673645
0.708840
0.742154
0.773373
0.802337
0.8285:44
0.853141
0.874928
0.894350
0.911492
0.926471
0.939429
0.950529
0.959941
0.067843
0.974412
0.979818
0.084222
0.9877T6
0.990613
0.092857
0.994614
0.995975
0.997020
0.997814
0.995411
0.998856
0.999184
0.099423
0.009596
0.999720
0.999807
0.0999869
0.999912
0.999541
0.999961
0.999974

(.523922
0.563559
0.602568
0.640576
0.677242
0.712260
0.745373
0776373
0.805105
0.831472
0.855428
0.876976
(L.BOB165
(.913085
0.92T855
0.940620
0.951543
0.960796
0.068557
0.975002
0.980301
0.984614
0.958089
0.990863
0.993053
0.994766
(0.996093
0.997110
0.997882
0.998462
0.998803
0.999211
0.999443
0.999610
0.999730
0.999815
0.999874
0.995915
0.999943
0.999963
(.999975

0.527903
0.567495
0.606420
0.644309
0.680822
0.715661
0.748571
0779350
0.807850
0.833977
0.857GA0
0.879000
0.89T958
0.914657
0.929219
0.941792
0.952540
0.961636
0.969258
0.975581
0.980774
0.984997
0.958396
0.991106
0.993244
0.994915
0.996207
0.997197
0.997948
0.098511
0.998930
0.999238
0.999462
0.999624
0.999740
0.999522
(0.999879
0.999918
0.999946
0.999964
0.999976

.531881
0.571424
0.610261
0.648027
0.684386
0.719043
0.751748
0.7582305
0.810570
(.836457
0.850929
0.881000
0.B9OT2T
0.916207
0.930563
0.942947
0.953521
0.962462
(0.969946
0.976148
0.981237
(0.985371
0.958696
0.991344
0.093431
0.995060
0.996319
0.097282
0.998012
0.998559
0.098965
0.999264
0.999481
0.999638
0.999749
0.999828
(.D99883
0.990922
0.999948
0.999966
0.999977

0.535856
0.575345
0.614002
0.651732
0.687933
0.722405
0.754903
0.785236
0.813267
(1.838913
(.B62143
(.882077
0.901475
0.917736
0.931888
0.944083
0.954486
0.963273
0.970621
0.976705
0.981601
(0.D85738
0.9589589
0991576
(1.D93613
(.995201
0.996427
0.997365
0.998074
0.998605
0.998999
0.999289
0.999400
0.999651
0.999758
0.999835
(.999888
0.999925
0.999950
0.999967
0.999978
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Junio de 2000

Primer bloque
A) El coste de produccion de x unidades de un producto viene dado por la expresion

C = x*—300x+100 ptas. Y el precio de venta de una unidad es U =1000— X ptas. ¢ Cuantas unidades
se deben vender para que el beneficio sea maximo?
B) Hallar la distancia del punto P(2,4,1) al plano
a=3x+4y+127-8=0
y encontrar el punto del plano que da la minima distanciaa P.

Segundo bloque
x+1

A) Calcular | ————dx
= -[ x® + x> —6x
B) Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los diferentes
X—-y=5
, i y+z=a
valores del parametro a, y resolverlo cuando sea posible: <273
2x—-3z=a
Tercer bloque
G si x<0
A) Dada la funcién f (x) =<a+bx si 0<x<1, determinar ayb de modo que sea continua.
3 si x>1

Para los valores que se obtengan estudiar la derivabilidad.

X—y+1=0
B) Hallar el punto simétrico del punto A(1,2,3) respecto de la recta r E{ y }

2Xx—2-1=0

Cuarto bloque
A) Calcular el area del recinto limitado por las curvas y = x> -1, y =11—x , y el eje OX . Dibujar
el recinto.

7 3 6 12
i i ici 3X-2Y = X+3Y = :
B) Resolver el sistema de ecuaciones matriciales [16 4} y (_2 27)

Septiembre de 2000

Primer bloque
A) Hallar el area del recinto plano delimitado por la ecuacion y=x*—2 e y=|x|. Dibujar el

recinto.

X—y+z=1
2X+y-3z=2
alguna recta tal que contenga los puntos Ay B y corte a la recta r. Razonar la respuesta.

B) Dados los puntos A(-2,-4,-3), B(2,6,5) y larecta r E{ } Averiguar si existe

1
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Segundo bloque
A) Calcular Ilmm
x=0 tg X —sin X

B) Hallar el punto simétrico del punto A(2,-3,5) y respecto del planoa =x—3y +4z+21=0

Tercer bloque
A) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcién

1 :
— sl x<1
f(x)=42-x
x> +4x-2 si x>1
1 2 1
B) Hallar una matriz X que verifique la condicion A+BX =C siendo: A=|-1 6 -2
1 -1 2
-1 1 0 1
B=|2 O yC=|1 0
-1 0 0 -1 3

Cuarto bloque

A) Calcular_[ 2x - 3d

B) Estudiar la posicion relativa de los planos a=x+y=1, f=ax+z=0y y=X+y+z=2
segun los diferentes valores del parametro a.

Otra propuesta 1 de 2000

Primer bloque
A) El triangulo BAC es isésceles en A . Labase BC mide 12 cmy la altura AH mide 18
cm. Se quiere inscribir un rectangulo PQRS de superficie maxima. Hallar las dimensiones de

este rectangulo.

B - c
S H R

B) Determinar la ecuacién de un plano que contenga al punto P(1,-1,3) y sea paralelo al

2
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plano determinado por los puntos A(1,1,2), B(1,1,1) y C(2,-2,1) . Hallar la distancia entre
los dos planos.

Segundo bloque
A) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcion

2 .
si x<-1
2X+1
f(x)=4x"-2x-5 si -l<x<4
5 si x>4

se cruzan. Hallar las ecuaciones de la

B) Las rectas rz{

perpendicular comdn.

X+y—-z=4 X=2
y s=
X+2y="7

Tercer bloque
A) Calcular el area de la region plana limitada por la curva f ‘x —4x‘ y larecta y=12
Dibujar el recinto.
B) Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones segun los distintos valores
2X—-y+2z=1
del parametro a vy resolverlo cuando sea posible ¢ x+4y+z=1
2X—5y+az=-2

Cuarto bloque
3x —3x 2
Calcular dx
A) j —

B) Resolver la ecuaciéon ABX —CX =2A , siendo
1 2 1 2 6

31 1
A=21,B:211yC=—123.
01 -

Otra propuesta 2 de 2000

Primer bloque

A) Hallar los puntos en que la funcion f ‘X —4x— 5‘ no es derivable. Razonar la respuesta.
B) Dadas las matrices
1 20 0 -1
1 1 3
A=|-1 0 2|, B=|2 2 |yC=
-2 0 -2
-4 3 1 1 3

resolver la ecuacion matricial AX —BCX =4A

Segundo bloque
3
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A) Calcular j 6x+10 dx
u
3+ x*+x-1
B) Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los diferentes

ax+y+z=4
valores del parametro a y resolverlo cuando sea posible < X+ay +z =4.

X+3y+z=5

Tercer bloque

A) Hallar el area del recinto limitado por la gréfica de la funcion f(x)=-2x*+4x y las

tangentes a dicha grafica en los puntos en que esta corta al eje de abscisas. Dibujar el recinto.
X—-y+1=0

B) Hallar un punto A perteneciente a la recta rz{ oy 71 que equidiste de los planos

a=xX+y=1ly f=x=12.

Cuarto bloque

A) Calcular lim > .3
0| log(1+x) X

X+y=Db X-y=3
B) Hallar el valor que debe tener b para que las rectas I = S= estén

x+z=-37 " |2x-z=1
situadas en el mismo plano, y determinar la ecuacion general de dicho plano.

Junio de 2001

Primer bloque
2

A) Dada la pardbola y = XI ylarecta y=x:

a) Dibuja las graficas de la parabolay de la recta.

b) Sefiala el recinto plano comprendido entre las dos graficas anteriores.
c) Calcula el area del recinto plano sefialado

3 0 2 2
B) Dadas las matrices A=|0 0 1|yB=|1
010 0

a) Halla paso a paso la inversa de la matriz A.
b) Calcula la matriz X que verifique la ecuacion AX =B.

Segundo bloque
x* -1
A) Resuelve J.f

dl

X +1)dx

4
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X=1+41 X=u
B) Dadas lasrectas r=y y=4 'y S=<y=2+2u
Z=-4 z=0

a) Estudia la posicion relativa de lasrectas r y s
b) Halla la ecuacién de la recta que sea perpendicular simultdneamentea r y s

Tercer bloque
2x+5 si x<1

A) Dada la funcién f(x)=
A) Dada la funcion f () {x2+k S yo1

a) Determina K paraque f(x) seacontinuaen x=1.

b) ¢Es la funcién f (x) para el valor de k calculado derivable en X =17
B) Determina las coordenadas del punto simétrico del A(-2,1,6) respecto de la recta
x+1 y-3 z+1

r :
1 2 2

Cuarto bloque
1-cosx

(e

A) Calcula Iing

ax+y-z=1
B) Discute y resuelve, en los casos que sea posible, el siguiente sistema  X+2y+2z =2
X+3y—-z=0

Septiembre de 2001

Primer bloque
A) Halla las dimensiones de un deposito abierto superiormente, en forma de prisma recto de base
cuadrada de 1000 metros cubicos de capacidad que tenga un revestimiento interior de coste

minimo. El precio del m? de revestimiento lateral es 100 euros, el precio del m? de revestimiento
de fondo es 200 euros. Halla también el coste minimo.

1 -1 3 1 0 0 -1 2
B) Dadas las matrices A=| -1 0 -3, B=|-1 2 yCz( 2 1 1]:
-1 2 1 0 1

1°) Halla la inversa de A—BC.
2°) Resuelve la ecuacion matricial AX —BCX = A

Segundo bloque
2X+1 si x<-2
A) Dada la funcién f(x)=qax*+bx si —-2<x<4, determina a y b de modo que sea
X—4 si x>4
continua. Para los valores que se obtengan, estudia la derivabilidad.

5
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se corten. Halla el

X+y=2 y-3z=Kk
y-z=3

B) Halla el valor de k para que las rectas r z{ y S=
y—-2z=2
punto de corte.

Tercer bloque

_ _ o o 4(x—|og(1+ x))
A) Enuncia la regla de L’Hopital y calcula el siguiente limite lim
0 xlog(1+x)

X+2y+3z2=2
B) Clasifica el sistema < 2x+5y+4z =-1 segun los valores de my
X+3y+m’z=3m

resuelve cuando m=-1.

Cuarto bloque

A) Calcula deX
X —4x% +4x
B) Halla 4 para que el plano 7=2X+A—-z=1 y larecta r E{ x+y=1 sean paralelos.
2X+Yy—-2=2

Encuentra otro valor de 4 para que sean perpendiculares

Otra propuesta 1 de 2001

Primer bloque
A) Se considera una ventana rectangular en la que el lado superior ha sido sustituido por una

semicircunferencia. Sabiendo que el perimetro de la ventana es 6 m, halla las dimensiones a y

b para que la superficie sea méaxima.

B) Dadas las matrices

1

1 3 2 -1 2
A= , B= yC=|3
2 1 -2 1 -3 0

1°) Halla la inversa de 2A—BC.
2°) Resuelve la ecuacion matricial 2AX = BCX + A%,

= N O

Segundo bloque
A) Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion

6
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4 .
—_— si x<0
f(X)=4x+2

X*=x+2 si x>0
X+y+z=0
X-2y-1=0
a) Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por A y es paralelaa r
b) Calcula la distanciade sa I'.

B) Dada larecta r E{ y el punto A(-1,3,2):

Tercer bloque
A) Halla el polinomio P(x) cuya derivada sea 6x*—6x—36 y que ademas P(x) alcance un

maximo y un minimo relativos tales que el valor maximo del polinomio sea doble que el valor
minimo. Halla también esos valores maximo y minimo
X—2y=5
y+z=a
2x—4y=10"
X—-3z=a+1

B) Clasifica segun los valores del pardmetro a y resuelve cuando sea posible

Cuarto bloque
A) Dibuja el recinto delimitado por las curvas y=-x*+2x+3 e y=|x+1. Halla el area del

recinto.
B) Dado el punto A(1,1,0) y el plano 7z =2x+y+z=1 calcula:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por A y es perpendicular a .

b) La ecuacidn del plano que pasa por A y es paralelo a .
¢) El punto simétrico de A respecto a 7.

Otra propuesta 2 de 2001

Primer bloque
A) Dada la funcién y = xe* y las rectas Xx=1¢e y=0:
a) Dibuja la gréafica de la funcion para x>0 vy la de las rectas.

b) Sefiala el recinto plano comprendido entre las tres graficas anteriores.
c) Calcula el area del recinto plano sefialado

X=2-31 X=1-pu
B) Dadas lasrectas r=<y=3+51y s=< y=2u
=41 z=5

a) Estudia la posicion relativa de lasrectas r y s.
b) En el caso de que r y s se corten calcula las coordenadas del punto de corte.

Segundo bloque
2 -x+1

A) Resuelve I)()(S—de
+

7
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1 01 1 0 -1
B) Dadas las matrices A=|{1 1 0|yB=|1 1 1
0 0 2 0 0 1

a) Halla paso a paso la inversa de la matriz A.
b) Resuelve la siguiente ecuacion matricial AX —B = AB.

Tercer bloque
Xx+b si x<0

. determina a y D para que f (x) sea continua
ax>+3 si x>0 y | parag ()

A) Dada la funcion f (x) ={

y no derivable en X=0

B) Discute y resuelve si es posible el siguiente sistema
ax+y+z=1
X+ay+z=1
X+y+az=1

Cuarto bloque

3
. XT=3x+2
A) Enuncia la Regla de L’Hopital y calcula lim————
) s paty o1 xt—2x% +1
X -1 z x—1 -a z-3
B) Dadas las rectas sE—:y—:—yrs _y-a_
4 -2 2 1 a-1 3
a) Calculael valor de a paraque lasrectas r y s se corten, en el caso de que I y s se corten.
b) Calcula las coordenadas del punto de interseccion de lasrectas r y s.

c) Halla la ecuacion del plano que determinan las rectas r y s.

Junio de 2002

Primer bloque

X’ +bx+c si x<0
A) La funcion f:R—R dada por f(x): |og(1Jr x) es derivable en el punto
——~ si x>0
X

Xx=0. Calcula cuanto valen las constantes b y c. (log es el logaritmo natural)
B) Considera el plano 7=x-y+1=0 y el punto A(2,0,1).

a) Determinar la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano 7z y pasa por el punto A.
b) Halla las coordenadas del punto B que es simétrico del punto A respecto del plano 7.

Segundo bloque
A) Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zonas rectangulares iguales para venderlo

(como muestra la figura). Se valla el borde del campo y la separacion de las zonas. Calcula las
dimensiones del solar para que la longitud de valla utilizada sea minima.

8
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B) Discute segun los valores del parametro a el sistema
ax+y+z=0
X+ay+z=1

X+y+az=1
¢Para qué valores de a se puede aplicar la regla de Cramer para resolver el sistema?

Tercer bloque
A) Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacion y = x> —3x en el punto de abscisa

X=-1. Calcula el area del recinto limitado por la recta y la curva dada.
B) Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,0,2) , es paralelo a la recta

= Tz =z-3 y perpendicular al plano 7=2x-y+z=0

Cuarto bloque
2

A) Dada la funcién f (x)= X 2 calcula:

X3

a) Maximos y minimos relativos.
b) Asintotas.
¢) Puntos de inflexion.

1 11
B) Sabiendoque |a b c|=5 calcula el valor de:

X y z

ab c 5 5 5

a)|x y z b) [a+2 b+2 c+2

333 Xy oz

3 3 3

Septiembre de 2002

Primer bloque
A) La capacidad de concentracién de una saltadora de altura en una reunion atlética de tres horas

de duracion viene dada por la funcién f (t)=300t(3—t) donde t mide el tiempo en horas.

a) Calcula los intervalos en los cuales la capacidad de concentracion aumenta y en los que
disminuye. Cuando es nula también.
b) ¢Cual es el mejor momento en términos de su capacidad de concentracién para que la
saltadora pueda batir su propia marca?
c) Representa graficamente la funcion capacidad de concentracion.

A) Sea 7 el plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0,1,1) y (11,1); A el punto (1,2,3) y B

9

Cipri Problemas de Selectividad



LE.S. “Ramon Giraldo”

el simétrico de A respecto del plano = .

a) Halla la ecuacién de la recta que pasa por A y por el punto medio del segmento AB.
b) Halla la ecuacion de la recta paralela a la anterior que pasa por el punto (2,2,2).

Segundo bloque
2 pa—
3x 2 q
X*—3X+2
B) Resuelve la ecuacion matricial XA—2B+3C =D siendo

2 2 2 0 0 3 5 4
A= , B= ,C= y D=
1 2 1 4 2 0 -3 6
Tercer bloque

A) Elalcalde de un pueblo quiere preparar un recinto rectangular para celebrar fiestas. Aprovecha
para uno de los lados una tapia existente y dispone de 300 m de tela metalica para cercar los
otros tres lados.

a) Halla las dimensiones del recinto maximo que se puede acotar.
b) Calcula el area de dicho recinto.

A) Calcula I

x-3 y-1 z+3
4 1

a) Halla los valores de a y b para que larecta r este contenidaen .

b) ¢Existe algin valor de a y b para que la recta r sea perpendicular a 7 ?

B) Considera el plano 7 =ax+2y—-4z+b=0 ylarecta r =

Cuarto bloque
A) Dadas las funciones y=-x*+4 e y=|x+2.

a) Dibuja ambas graficas.
b) Sefiala el recinto plano comprendido entre ambas.
c) Calcula el area del recinto plano sefialado.

X+y+z2=2
B) Halla el valor del parametro K para que el sistema { 2x+3y+z=5 sea compatible
4x+5y+3z=Kk

indeterminado. Calcula la solucién general y verifica si las ternas (1,1,0), (-5,4,3) y (1,2,-1)
son soluciones particulares.

Reserva 1 de 2002

Primer bloque
A) Calcula j(xz +2x+1)log(x) dx

B) Calcula x para que el volumen del tetraedro determinado por los vectores ﬁ(3,—3,1) ,

Q(Z,l, 2)y Vv(l, 5,x) sea igual a 30 unidades de volumen. Halla el rea de la cara determinada

poru y v.

10
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Segundo bloque
A) Se toma una cuerda de 5 metros de longitud y se unen los extremos. Construimos con ella
triangulos isdsceles de diferentes medidas. Calcula las dimensiones del que tiene mayor area.

b
=5.

) I

3a—-b 6a+2b
3c-d 6¢c+2d
b) Enuncia las propiedades de los determinantes que has usado en el apartado anterior.

a) Calcula el valor de

Tercer bloque
2xcos(2x)—sen(2x)

3

A) Enuncia la regla de L’Hopital y calcula el siguiente limite Iirrol
X—> X

B) Dados los puntos A(2,0,3), B(—4,0,5) yel plano 7=y-z=0 halla la distancia entre los

puntos A'y C, siendo A' el simétrico de A respecto del plano 7z y C el punto medio del
segmento AB .

Cuarto bloque
A) La funcién f :[0,5]— R dada por
{aXerx2 si 0<x<2
f(x)=

C++x-1 si 2<x<5

es derivable en el intervalo (0,5) y verifica que f(0)= f(5). ¢(Cuanto valen a, byc?

X+2y—-2=2
B) Considera el sistema de ecuaciones que depende del parametro real A: < 2x+3y+z=2
5X+Ay+2=06
a) Discute el sistema segun los valores de 4.
b) Resuelve para 4 =8.
Reserva 2 de 2002
Primer bloque
. L . . AX* +3X+4
A) Considera la funcion f (x) definida para x#0 por la relacion f(x)= —

a) Halla las ecuaciones de sus asintotas.
b) Determina los maximos y minimos locales.
c) Dibuja la gréfica de f (x).
2x-1 3x x-2
B) Resuelve la ecuacion [2x+1 x  2x+1/=0.
2x—-1 3x 3x-2

Segundo bloque
A) Con una lamina rectangular de 30 cm de largo por 15 c¢m de ancho se quiere construir una
caja sin tapa. Para ello se recortan unos cuadrados de los vértices y se doblan en angulo recto
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las pestafias resultantes.

a) calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen sea maximo.
b) calcula el volumen méaximo.

B) Considera el triangulo de vértices A(0,0,1), B(3,—v/30,0) y C(3,4/30,0).

a) Calcula cuéanto vale cada uno de sus &ngulos.
b) Justifica si se trata de un triangulo isdsceles.

Tercer bloque
A) Dada la curva de ecuacion y = x*—4x+3 y larecta y =—x+3

a) Dibuja la gréfica de la parabola y de la recta
b) Sefiala el recinto plano comprendido entre ambas.
c) Calcula el area de ese recinto.

B) Considera las matrices
2 1 10
A= el= :
-11 01

a) Calcula una matriz X tal que A*+AX =1
b) Existe la inversa de la matriz X , justifica tu respuesta

Cuarto bloque
A) Dada la funcion
4
f(x)=1x*+2
X*—4x+2 si x>0

a) Determina los intervalos de continuidad.
b) Determina los intervalos de derivabilidad

B) Dados los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,3) sean A" el simétrico de A respecto de

B, B' el simétrico de B respectode C y C' el simétrico de C respecto de A. Halla la ecuacién
del plano que pasa por los puntos A" B'y C'

si x<0

Junio de 2003

Primer bloque

A) El perimetro de la ventana del dibujo mide 6 metros. Los dos lados superiores forman entre si

un angulo de 90°. Calcula la longitud de los lados a y b para que el area de la ventana sea
maxima.

b
B) Utiliza las propiedades de los determinantes y enuncialas para desarrollar:

12
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X 2Xx+1 3x+2
X 2X+3 3x+4|.
X 2X+5 3x+6

Segundo bloque

: : . L 1 1
A) Enuncia la regla de L’Hopital. Calcula el siguiente limite: lim| ————=|, donde log es
0| log(1+x) X

el logaritmo natural.

X+y—z=4 X=2 .
se cruzan en el espacio.

B) Las rectas de ecuaciones I = , S=
X+2y=7 y=-5

a) Escribe las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.
b) Halla un punto de r y otro de S tales que el vector origen en uno y extremo en el otro sea
perpendicular a ambas rectas.

Tercer bloque
A) Dada la curva y=x*—4x y larecta y=3x—6

a) Dibuja la gréfica de ambas.
b) Sefiala el recinto plano comprendido entre ellas.
c) Calcula el area del recinto sefialado.

1 3
12 2
B) Se consideran las matrices Az(l L J y B=| 4 0] donde 4 es un nimero real.
0 2

Encuentra los valores de A4 para los que la matriz AB es invertible.

Cuarto bloque
A) Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal en el punto de abscisa x =0

3 —_—
a la grafica de la funcion f dada por f(x)=2xe*+ ;(2 +i
. X—4y+9=0
B) Considera la recta r dada por r =
3y-z-9=0

a) Determina el plano que pasa por el punto P(1,4,0) y contienea r

b) ¢Para cualquier valor de A el plano x—4y+9+ A(38y—z-0)=0 contienea r?
c) Determina los valores de A4 para que el plano diste 3 unidades del origen de coordenadas.

Septiembre de 2003

Primer bloque
A) En un semicirculo de radio 10 m se quiere inscribir un rectangulo, uno de cuyos lados este
sobre el didmetro y el opuesto a €l tenga sus extremos en la parte curva. Calcula las dimensiones
del rectangulo para que su area sea maxima.

13
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0 3 4
B) Considera la matriz A=| 1 -4 -5
-1 3 4

a) Comprueba que se verifica A’+1 =0 siendo | la matriz identidad y O la matriz nula.
b) Justifica que A tiene inversa.

Segundo bloque

- i *log x .
A) Calcula la siguiente integral Le %dx. (log es el logaritmo natural)

B) Estudia, segun los valores de a, la compatibilidad del sistema y resuélvelo para el valor de
ax+y+z=1

a que lo haga compatible indeterminado { x+ay+z=1 .
X+y+az=-2

Tercer bloque

A) Dada la funcién f:R —R definida por f (x)=x*-6x*+5x.
a) Halla las coordenadas del punto de inflexion.
b) Halla las coordenadas de los puntos de corte con el eje de abscisas.
c) Determina las ecuaciones de las rectas tangentes a f (x) en el punto de inflexion y en el
origen de coordenadas.

B) Sea el plano = de ecuacion 3x—2y—-6z =1y larecta r dada por

(x,y,2)=(10,1)+1(2,-11).

a) Define la relacion de paralelismo entre una recta y un plano.
b) Averigua si la recta y el plano son paralelos.

c) Define la relacion de perpendicularidad entre recta y plano.
d) Averigua si la recta y el plano son perpendiculares.

Cuarto bloque
A) Sea la funcién f :R — R dada por
{x2—4x+3 si x<3

f(x)=
() 2X—4 si x>3
a) Define continuidad de una funcién en un punto.
b) ¢En qué puntos es continua la funcién?
c) ¢En qué puntos es derivable la funcion?
d) Si una funcidn no es continua en un punto ¢puede ser derivable en €l?
B) Dados los planos 7=x+y+z=1y n'=x-y=0.
a) Calcula el angulo que forman.
b) Determina las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(1,2,3) y es

perpendicular al plano 7.

Reserva 1 de 2003

14
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Primer bloque
A) De la funcién f de R en R definida por

f (x)=ax’+bx*+cx+d
se sabe que tiene un maximo relativo en x=1 y un punto de inflexion en (0,0) y que

_[:f(x)dx=%. Calculaa, b, cyd.

1 10 111
B) Consideramos las matrices A= 1 0 1|yB={0 1 1
-1 11 0 00O

a) Determinasi A y B son invertibles; b) Resuelve la ecuacion matricial BA— A* = AB— X

Segundo bloque
A) Dada la funciéon f de R en R definida por
x=1 si x<1
f(x)=4x*-1 si 1l<x<2

x? si X>2

a) Representa graficamente la funcion.
b) Estudia su continuidad en los puntos de abscisa X=1y x=2
B) Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,1,2) y es paralelo a las rectas r

-2 1 2X—y+2=-2
y s dadas por r = Xoo_ Y _ 242 5 y ¢Pertenece el punto P(2,1,4) a ese plano?
-1 1 2 -X+y+3z=1
Tercer bloque
o x> +1
A) Resuelve la siguiente integral Ia—dx
X —3X+2
B) Estudia segun los valores de K la compatibilidad del sistema y resuélvelo para k =1
X+y+z=0
X+2y+3z=k
2x+3y+4z=k

Cuarto bloque
A) Supongamos que el rendimiento r(t) de una alumnaen un examen que dura dos horas viene

dado por la relacion r(t)=75t(2—t) donde t con 0<t<2 esel tiempo en horas.

a) ¢En qué intervalos aumenta el rendimiento y en que intervalos disminuye?
b) ¢En qué momento se obtiene mayor rendimiento?

¢) ¢En qué momento el rendimiento es nulo?

X+z2=4

B) Considera el plano 7 y larecta r de ecuaciones 7=X+y=2r E{ y=0

a) Halla el punto de interseccionde 7 y r.
b) Halla la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a = .

15
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Reserva 2 de 2003

Primer bloque
A) Una compafiia de venta a domicilio ha determinado que sus beneficios anuales dependen del

ndmero de vendedores verificando la expresion B(x)=-9x*+360x+1875 donde B(x) es
el beneficio en miles de euros para x vendedores.

a) ¢Qué nimero de vendedores ha de tener la empresa para que sus beneficios sean maximos?
b) ¢Cual sera el valor maximo de los beneficios?

1 2 3 X 0
B) Consideralamatriz A=| 4 1 4 | yelsistema lineal en forma matricial Al y |=| 0 |.
01 -2 z 0

a) Determina para que valores del parametro A4 no tiene inversa la matriz A.
b) Resuelve el sistema para A =1.

Segundo bloque
A) Dada la funcién f (x)=2x*—-9x*+12x+3.

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x).

b) Halla los puntos maximos minimos y de inflexion de f (x).
) Representa su gréafica.

6 k 2
B) Dadalamatriz A={12 4 k
3 11

a) Calcula los valores de k para gque no tenga inversa.
b) Determina paso a paso la inversa de la matriz A para el valor de k=3,

Tercer bloque
A) Determina los nimeros reales a y b para que la funcion f:R—>R definida por

sin? x
ae * +bcosx si x<0
f(x): 6 si x=0 sea continua en toda la recta real.

3a¥+b(x—1) si x>0

B) Considera el plano 7~ y la recta r dados por sus ecuaciones 7=ax+2y—-4z+b=0,
x-3 y-1 743
4 4 1
a) Calcula los valores de a y b para que r este contenidaen r.
b) ¢Existen valores de a y b para los que la recta r sea perpendicular a 7 ?

r

Cuarto bloque

. 1
A) Dadas las curvas de ecuaciones Yy = J3x e y= 3 X?:

a) Dibuja las graficas
16
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b) Sefala el recinto plano comprendido entre ambas.
c) Calcula el area de dicho recinto.
B) Dados los planos de ecuaciones 7w =x+2y—-z+4=0, 7'=2x+y+Cz-3=0, ¢para qué

valores de C el angulo formado por 7 y 7' es de 60°?

Junio de 2004

Primer bloque
A) La curva y=2x’ divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(1,0), C(1,1) y D(0,1) en dos
recintos.
a) Dibuja dichos recintos.
b) Halla el area de cada uno de ellos.

B) a) Determina la matriz X para que tenga solucién la ecuaciéon C(A+X)B=1, donde
A, B y C son matrices con inversa de orden n e | es la matriz identidad de orden n.
b) Aplica el resultado anterior para

3 4 11 10
A= , B= , C= :
NP S
Segundo bloque

A) Un alambre de 100 metros de largo se divide en dos trozos. Con uno de los trozos se forma
un cuadrado y con el otro una circunferencia. Halla la longitud de los trozos para que la suma de
las areas del cuadrado y del circulo sea minima.

B) Se considera el sistema de ecuaciones:

(m+2)x+(m-Y)y-z = 3
mx—y+z
X+my-—z

(1
o N

a) Discutelo para los distintos valores de m.
b) Resuélvelo param = 1.

Tercer bloque

x? -1

x2 +1

A) Dada lacurva y = , Se pide:

a) Dominio de definicion de la funcion y puntos de corte con los ejes, si los hay.
b) Asintotas, si las hay.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maximos y minimos, si los hay.

e) Una representacion aproximada de la misma.

X+2z = 3
B) Se considera larecta r = {y+4z _ s y el plano 7 =3x—Yy+2z=1. Se pide:

a) Comprueba que ry = son paralelos.
b) Calcula la distanciaentrery .
c) Determina dos rectas distintas que estén contenidas en 7 y sean paralelas a r.
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Cuarto bloque
A) Determina b y ¢ para que la funcion

x° si x<2
fx)=1 , .
—X“+bx+c si x>2
a) Sea derivable en todos los puntos de R .

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 1.
B) Considera los puntos A(2,0,0),B(0,2,0), C(2,2,1) yD(11,2), y calcula:

a) El volumen del tetraedro que determinan.
b) La ecuacién cartesiana o implicita del plano que contiene al punto D y es paralelo al que
contiene a los puntos A, By C.

Septiembre de 2004

Primer bloque

x2—x? si x<1

A) Considera la funcion siguiente f(x) = ) :
ax+b si x>1

a) Determina los valores de a 'y b para que sea derivable en todos los puntos
b) Esboza la grafica de la curva representativa de la funcion para los valores de a y b
calculados.
B) Sean Ay B las matrices siguientes

1 01 011
A=|0 2 0| B={1 1 0
110 0 0 2

Ambas son de rango 3.
¢Qué ocurre si las combinamos linealmente? En concreto, estudia el rango de la matriz A+ 1B
segun los valores del pardmetro A .

Segundo bloque

A) Considera la funcion f(x) =—x* +4x®. Calcula:
a) Puntos de corte con los ejes.
b) Maximos y minimos.
c) Puntos de inflexion.
d) Halla el area de la region encerrada por la gréaficay el eje OX

B) Dadas las matrices:
a) Halla la matriz inversa de (A—1), siendo I la matriz unidad de orden 3.

b) Halla la matriz X solucion de la ecuacion XA—-2B=X:

3 0 3 2 1 1
A=l1 1 1|; B={1 0 O
011 1 -11

Tercer bloque
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A) Expresa el nimero 60 como suma de tres nimeros positivos de forma que el segundo sea
el doble del primero. Si el producto de los tres es maximo, determina el valor de dicho

producto.
X=21+3u
B) Halla la distancia del plano 7z, =4x—-10y+2z=-1 al plano 7z, =Jy=A+u
Z=1-u

Cuarto bloque

3 -
. ., 1
A) Considera la funcion f(x) = ) S! X< :
-X"+2x si x2>1
a) Haz un dibujo aproximado de su grafica.
b) Calcula el area encerrada por la gréfica y el eje X.

B) Considera la recta r que pasa por los puntos A(2,1,0) yB(~4,-2,0) y la recta s determinada

por el punto C(2,3,5) y el vector direccién v =(1,3,0).

a) Calcula el angulo formado por ry s.
b) Calcula la distanciade r as.

Reserva 1 de 2004

Primer bloque
A) a) Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién

5x+b si x<l1
f(X)=9 , .
ax“+3x+5 si x>1

b) Determina los valores de a 'y b para que sea continua y derivable en todo nimero real.
B) a) Estudia segun los valores del parametro a el sistema de ecuaciones:

X-2y-z = -1
ax-y+2z = 2
X+2y+az =

b) Resuelve el sistema para a = 3.

Segundo bloque
A) Considera las funciones f(x)=x*-2x+8;  g(x)=-x*+8x.

a) Dibuja sus graficas utilizando los mismos ejes.
b) Halla el area de la regién encerrada por ellas.

4 20
B) Dada lamatriz A=| -2 0 2], calcula, si es posible, una matriz X de nimeros enteros tal
1 11

que XA=(10,6,2).

Tercer bloque

A) En un concurso se da a cada participante un alambre de dos metros de longitud para que,
doblandolo convenientemente, haga con el mismo un cuadrilatero con los cuatro angulos
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rectos. Aquellos que lo logren reciben como premio tantos euros como decimetros cuadrados
tenga de superficie el cuadrilatero construido.
Calcula la cuantia del méximo premio que se puede obtener en ese concurso.

B) Se consideran las rectas

o Xx—ay =1 = X-2y-z = 0
“ly-z =1 |x+y+z = 8
Prueba que, para ningun valor de a, r y s, pueden ser paralelas y averigua el Gnico valor de a
para el que se cortan.

Cuarto bloque
x® si x<2

A) Considera la funcion f(x) = ) _
—-X“+6X sl x>2

a) ¢Cumple las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]?
b) ¢Hay algun punto de la grafica en el que la recta tangente sea paralela a la recta que pasa

por los puntos (0, f (0)), (3. (3))2

B) Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(Z, —1,3) y es perpendicular al plano que pasa por

los puntos B(11,0), C(0,-1,2) y D(-2,2,1). Calcula también el volumen del tetraedro ABCD.

Reserva 2 de 2004

Primer bloque
A) a) Enuncia la regla de L’Hopital.

2

. et -1
b) Calcula lim .
x>0 cOSX —1

B) Resuelve la ecuacién matricial AX —B+C =0, donde

4 1 1 2 0 - 0 -1 2 1
A= , B= , C=
-1 0 -2 -11 0 1 0 -3 0

Segundo bloque
A) Calcula las dimensiones de 3 campos cuadrados de modo que: el perimetro del mayor sea el
doble del perimetro del menor, se necesiten exactamente 1120 metros de valla para vallar los tres
campos y las sumas de sus areas sea la minima posible. Cada campo tiene su propia valla.

1 - 1 0
B) Se consideran las matrices A= yB= :
4 2 4 -1

a) Determina los valores de c tales que la matriz A+cB no tenga rango 2.
b) Calcula, para los valores hallados de c, la matriz A(A+cB) y su rango.

Tercer bloque
A) Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que:

P(0)=P(2)=1.
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y que
2P dx = L
J.O (X) X= g

x? +1

B) Dada la funcién f(x) = , estudia:

a) Asintotas.

b) Maximos y minimos.

c) Intervalos de concavidad y convexidad.

d) Haz un dibujo aproximado de la gréafica aprovechando los apartados anteriores.

Cuarto bloque
3X-y+z =0
A) Dadalarecta r = .
X—Yy =1
a) Determina la ecuacién de la recta s que pasa por el punto P(2,-1,0) y corta

perpendicularmente a r.
b) Calcula el punto Q interseccion de ry s.
c) Calcula el simétrico de P respecto ar.

B) Considera los cuatro puntos A(10,1), B(11,0), C(0,11) y D(Lk,k-1).

a) Halla k para que los cuatro puntos sean coplanarios (estén en el mismo plano).
b) ¢Queé valores de k hacen que el volumen del tetraedro determinado por los cuatro puntos
sea 30 unidades de volumen?

Junio de 2005

Primer bloque

X (x<-1)
A) Estudiasi la funcion f(x) =<1-x* (-=1<x<2) escontinuaen los puntos Xx=-1y x=2
-3 (2<x)

Representa graficamente dicha funcion.
B) Determina f(x) sabiendo que

f(x)=24x; £(0)=2, f'(0)=1y f(0)=0

Segundo bloque
A) Una imprenta recibe el encargo de disefiar un cartel con las siguientes caracteristicas: la zona

impresa debe ocupar 100 cm?, el margen superior debe medir 3 cm, el inferior 2 cm, y los
margenes laterales 4 cm cada uno.

Calcula las dimensiones que debe tener el cartel de modo que se utilice la menor cantidad de papel
posible.

B) a) Enuncia la regla de L'Hopital.

f . X—senx
b) Resuelve el limite siguiente: lim ————
x>0 tg X —Sen X

Tercer bloque
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A) Dado el sistema de ecuaciones dependiente del parametro a
X+2y+z=a
X+y—-az=a
2X+3y+z=a

se pide:
a) Discusion del mismo en funcion del valor del pardmetro a.
b) Resolucion en el caso de que a#0.

a b c

B) Si la matriz A={d e f | tiene su determinante igual a n, averigua, utilizando las

g h i
propiedades de los determinantes, el valor del determinante de las matrices siguientes:
6d 4e 2f d+f e f+e
B=[3g 2h i |yC=|a+c b c+b
9a 6b 3c g+i h i+h
Cuarto bloque
X =2t
A) a) Halla la ecuacion del plano que contiene alarecta r=<y =3+t yal punto P(Z—LZ) :
z=1-t

b) Calcula la distancia desde el plano obtenido al punto Q(O,l,O),

B) Halla el 4rea y las longitudes de las tres alturas de un triangulo cuyos vértices son: A(LL1),

B(0,35) yC(4,0,2).

Septiembre de 2005

Primer bloque
A) De todos los prismas rectos de base cuadrada y tales que el perimetro de una cara lateral es
de 30 cm, halla las dimensiones del que tiene volumen méaximo.

B) Estudia el crecimiento y la concavidad de la funcion fi(0,+00)—>]R definida por

f(x)= Io%_ (log es el logaritmo neperiano)

Segundo bloque
A) a) Halla los valores de los coeficientes b, ¢ y d para que la grafica de la funcion

y = x* +bx® +cx+d corte al eje OY en el punto (0,-1), pase por el punto (2,3) y, en ese punto,

tenga tangente paralela al eje OX.
b) Una vez hallados esos valores, halla los maximos y minimos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la citada funcion.
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x++/x

X
5 dx.
X

B) Calcula la primitiva de _[

Tercer bloque
A) a) Discute, en funcion de los valores de m, el siguiente sistema:

2x-3y =0
X—y+z=0
X+2y+mz=m

b) Resuelve, en los casos de compatibilidad, el sistema anterior.

1 2 m 12
B) Se consideran las matrices: A=[l L J yB=m 0],
0 2

donde m es un numero real. Encuentra los valores de m para los que A-B tiene inversa.

Cuarto bloque
A) Calcula la ecuacion de una recta que pasa por el punto de interseccion del plano

T=X+Yy—-2+6=0 con larecta sEgzy—2:2+1 y es paralelo a la recta
. 3X+y-4=0
~ |4x-3y+z-1=0

B) Dados los puntos A(1,-2,3) y B(0,2,1), se pide:

a) la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por ambos puntos;
b) la ecuacion del plano & que esta a igual distancia de Ay B;
c) la distancia al origen de la recta interseccion del plano 2y—z =0 con el plano r del

apartado b).

Reserva 1 de 2005

Primer bloque
A) Dada la funcion f (x) = (2x +1)e* **, determina la funcion g(x)tal que g'(x) = f (x), con la
condicion de que su grafica pase por el punto (0,2).

B) Se desea construir una lata de conservas en forma de cilindro circular recto, de area total 150
cm?y volumen maximo. Determina el radio de la tapa y la altura del cilindro.

Segundo bloque
. _ ax+bx? si 0<x<2
A) Se sabe que la funcién f -[0,5]—>R dada por f(x)= es
C+vx—-1 si 2<x<5
derivable en el intervalo (0,5), y verifica que f (0) = f (5). (Cuanto valen a,byc?
B) Considera la funcion f :R — R definida por f(x) = (x—2)e*.
a) Determina los intervalos en los que la funcion f es creciente.
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b) Dibuja la region limitada por la gréfica de f, el eje de abscisas y las rectas de ecuaciones
X=1yx=3.
c) Halla el area de la region descrita en el apartado anterior.

Tercer bloque
3Xx+4y+3z=9
A) Se considera el sistema de ecuaciones <mMx+2y+z=5
X+y+z2=2
a) Determina los valores de m para que el sistema dado tenga solucion Unica.

b) Resuelve param = 1.
B) Encuentra las matrices A y B, sabiendo que verifican las siguientes ecuaciones matriciales:

2A+3B=M —-A+B=N
8 4 7 9 -2 16
siendkoM=|18 11 -6] y N= |17 1 -10
8 3 13 9 4 13

Cuarto bloque
A) Halla la ecuacion del haz de planos que tienen por eje o arista la recta

X=1+A1
r=1y=24
z=-1+31

y calcula, después, el que pasa por el punto P(11,1).

B) Calcula el volumen del tetraedro que tiene como vértices el punto D(10,10,10) y los
puntos en que el plano 7 = 2x+ 3y +2z—12 = 0 corta los ejes de coordenadas.

Reserva 2 de 2005

Primer bloque

A) Un objeto se lanza hacia arriba, verticalmente, desde un determinado punto. La altura, en

metros, alcanzada al cabo de t segundos viene dada por h(t) =5-5t —5e™ .

Calcula el tiempo transcurrido hasta alcanzar la altura maximay el valor de ésta.
B) De la funcién f :R — R definidapor f(x) =ax®+bx*+cx+d se sabe que tiene un méximo

relativo en x =1, un punto de inflexion en (0,0) y que J: f(x)dx = % :

Calculaa, b, cyd.

Segundo bloque
A) La funcion f:R —R dada por

x2+bx+c si x<0
f(X)=1log(x+1)
X

si x>0
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es derivable en el punto x=0. ;Cuénto valen by c?

B) a) Halla el valor positivo de a para que .[Oafl(x +1)dx = % .

b) Calcula el area de la superficie comprendida entre el eje OX , larectay =x+1 y las rectas
Xx=0y x=2.

Tercer bloque
(m+2)x+(m-1)y-z=3
A) Se considera el sistema de ecuaciones siguiente: {MX—y+2z =2
X+my—-z=1
Se pide:
a) Discutirlo para los distintos valores de m.

b) Resolverlo param = 1.
B) Estudia para qué valores de m la matriz siguiente tiene inversa:

m 0 1
0 1 1
m 0 m

y, en el caso de ser posible, halla su inversa para m=—1.

Cuarto bloque
) 2X-y—-2+3=0
A) Encuentra un punto R perteneciente a larecta r = tal que los segmentos
—-2X+3y-2-1=0

PQ y PR formen un &ngulo recto, siendo P(10,0) yQ(0,-15).

X=-1+2a
B) Dada la recta de ecuaciones paramétricas: r =<y =-1+«
z=1

y los puntos P(112) yQ(1-12), se pide que:
a) Encuentres la posicion relativa de r y la recta determinada por los puntos P y Q. o
b) H_aIIa el punto R de r para los que el triangulo PQR sea isdsceles de lados iguales PR y

QR.

Junio de 2006

Primer Bloque
A) Determina los valores a,b,¢c € R para que la funcion f (x)=x*+ax®+c pase por el origen

de coordenadas, tenga un punto de inflexion en X=-1, y su recta tangente en X=1 tenga
pendiente 3.

B) Enuncia el teorema de Rolle. En los ejemplos siguientes f (—2)= f (2) pero no hay ningdn

valor ce(-2,2) tal que f'(c)=0. Justifica en cada caso porque no contradicen el teorema
de Rolle.
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1
a) f(x):F b) g(x)=2-|x|
Segundo Bloque
A) Calcula la integral indefinida jdex
X* —2x+1

B) Dadas las funciones f (x)=x*-1y g(x)=1-x a) Eshoza el recinto encerrado entre sus
gréaficas. b) Calcula el area de dicho recinto.

Tercer Bloque
A) Despeja lamatriz X en funciénde A e 1, en laecuacion (X + A)2 = X?+ X -A+1, siendo
Xy A matrices cuadradas de orden dos, e |, la matriz identidad de orden dos.
3x—ky=3
B) A un compaiiero le piden que clasifique y resuelva el sistema < y+3z=6 para el valor del
X+kz=5

parametro k € R que el desee. Obtiene que el sistema es compatible determinado y que una
expresion de sus soluciones en forma paramétricaes X=1+2t y=... z=... Determina para

qué valor del parametro Kk ha clasificado y resuelto el sistema y calcula las expresiones de las
incognitas y y z que le faltan.

Cuarto Bloque
A) El plano o de ecuacion general x+Yy+z=10 cortaalasrectas ,:x=y=1r,:y=2=2y

r,:x=z=3 enlos puntos A, BYyC respectivamente.
a) Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntosy D(1,2,3).
b) Determina la distancia desde el vértice D hasta la cara opuesta del tetraedro.

Xx=1+2t
B) a)Hallaunpuntodelarectar=4 y=-t -equidistantede lospuntos P(-1,2,1) y Q(0,3,1)
z=-1

b) Calcula la ecuacion implicita de un plano 7z de modo que el simétrico del punto P respecto
del plano 7 sea Q.

Septiembre 2006

Primer Bloque
A) Determina, si es posible, los valores del parametro keR para que la funcién definida por

L_ex Si X<O
f(x)= 2X +1—e? sea continuaen x=0

(2x-k)’ =6 si x>0
B) Para la funcion f (x)=(x+2)e* se pide
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a) Estudia su dominio y continuidad

b) Determina sus puntos de corte con los ejes

c) Obtén las coordenadas de los méximos y minimos relativos
d) Determina las coordenadas de los puntos de inflexion

Segundo Bloque

3

x2 +1 dx

X“+4

B) Dibuja aproximadamente las gréficas de las funciones f (x)=x*-3y g(x)=2x,y

A) Calcula la siguiente integral j

sombrea el area que queda encerrada entre ellas. Calcula el valor de dicha area.

Tercer Bloque

a b c
A) Sabiendoque [d e f|=x yademas
g h i

3b 6¢c 6a| |[a+2b b-c 7c
e 2f 2d|-|d+2e e—f 7f|=50x+6
5h 10i 109| [g+2h h-i 7i
hallar el valor de X
ax—3y—-2z=0
B) Clasifica en funcion del parametro @€ R el sistema de ecuaciones —x+(5+ a)z =0y
2X+3y+4z=0
resuelvelo si es posible para a=—4.

Cuarto Bloque
X=3+t (=1
A) Dadas lasrectas r={y=5+t y s= - se pide
A) Z 6 ty {—2y+z=2 P
=6+

a) Analiza su posicion relativa
b) Halla la ecuacion general del plano 7z que contiene a S y es paraleloa r

B) a) Calcula unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(2,-1,3) yes

X=-1+24
perpendicularalarecta r=4 y=3-1
z=0

b) Halla las coordenadas del punto P' simétrico del punto P respecto de la recta r .

Reserva 1 de 2006

Primer Bloque
A) Enuncia el teorema de Bolzano. Aplicalo para demostrar que la ecuacion 2 =1+(1+ x)2

tiene al menos una solucion, determinando un intervalo (a,b) con a,beR y a<b en el cual
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se encuentre dicha solucion.
B) De entre todos los rectdngulos de perimetro 20, ¢ Cuél tiene diagonal menor?

Segundo Bloque

. 12arctan x
A) Calcula el valor de la integral .[ —

>— dx siendo arctan1=""y arctan0=0
0 14X 4

. log x : : ] : i
B) Para la funcion f(x)= ng se pide: a) Determina las asintotas horizontales de la funcion.

b) Calcula el &rea comprendida entre la gréfica de la funcién f (x) el eje de abscisas y las rectas

x=ey x=¢.

Tercer Bloque

120
2X -Y =
(30 J

02 -1
X Y =
& -1 oj

b) Resuelve la ecuacion matricial X -A—X =B donde
-11 1 -1
A= y B= :
2 1 0 2
B) a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a€ R
x+ay+(l-a)z=2+a

X+2az=a
2X+ay—z=a

A) a) Resuelve el sistema matricial

b) Cuando a=-2 obtén una solucién tal que z=0.

Cuarto Bloque
X=2+A4
A) a) Halla la ecuacion general del plano 7 que contiene a la recta r=< y=-4 y es
z=-3+21
perpendicular al plano 7'=x=3.
b) Discute en funcién del parametro a€R la posicién relativa de los planos
m,=Xx-2y+5z=1y m,=-a’x+2y-5z=a.
B) Dado el plano o =2x+3y—-2z=4 y larecta
| x-y-az=2
S={3x+5y—6z =a
se pide:
a) Analiza su posicion relativa segtn los valores del parametro a€R.
b) Calcula la distancia de la recta al plano en los casos a=2y a=0.
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Reserva 2 de 2006

Primer Bloque
A) Se dispone de 1200 metros cuadrados de chapa para construir un depésito en forma de prisma
recto de base cuadrada, que no incluya la tapa superior. Halla el lado de su base X y su altura y

de manera que el volumen que se pueda almacenar sea maximo. Calcula dicho volumen.
B) Dada la funcion f :R —R definida por f(x)= % x* —2x%+3 se pide

a) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimiento
b) Calcula las coordenadas de sus puntos de inflexion

Segundo Bloque
A) Halla el 4rea encerrada entre la curva y = x> —4x*+3x+2 y larecta y =2

B) Sea la funcion f (x)=axe*+b con a,beR y a,b>0. Calcula a y b para que la recta

tangente a la funcion en x =0 tenga pendiente 1 y que ademas se cumpla que el area
comprendida entre la funcion, el eje de abscisas, y las rectas x=0 y x=1 sea 3.

Tercer Bloque
1 0

a 01
A) Dadas las matrices Az[ 11 2) y B=|0 -1] sepide
2 «
a) Encuentra para que valores de « € R la matriz A-B tiene inversa

X

a
b) Razonese si el sistema A-|y :(bj puede ser compatible determinado, y si
z

0

X
B-( j: 0 | puede ser un sistema incompatible
0

B) SiT=

e
w N o

0
0 | halla, en funcién de A€R, el rango de lamatriz M =4-T +(1-4)-T?
3

Cuarto Bloque
A) Discute segun los valores del parametro a € R la posicion relativa de las rectas

rE{x+2y—z:0 SE{ 3y+z=1

-X+y+2z=1 2x—ay—3z=a

B) Dados el plano @ =x+3y+z=1 el plano f=x—-y+2z=3 yel punto P(2,-1,5)
a) Calcula el angulo que forman los planos o y S

b) Halla unas ecuaciones en forma continua de la recta que es paralela a ambos planos y
que contiene al punto P
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Junio de 2007

Primer Bloque

A) a) Define el concepto de funcion continua en un punto.
3x -3x
e

b) Si f(x)= ;—xe , indica de forma razonada en qué valor X=a no esta definida f (x).

f(x) si a .
) sea continua.
b si XxX=a

c) Calcula el valor de b eR para que la funcién g(x)= {
B) Dada la funcién f (x)=9x+6x*—x*, se pide:
a) Halla los puntos en los que la recta tangente a la grafica de f (x) tiene pendiente 1.

b) Calcula los puntos de inflexion de f (x).

Segundo Bloque
2

l+«/§

B) Dadas las funciones f (x) zi y 9(x)= —x+g, se pide:

dx

A) Calcula la siguiente integral: j

a) Esboza sus gréaficas y sombrea el recinto encerrado entre ellas.
b) Calcula el area de dicho recinto.

Tercer Bloque
A 1 O

A) Calcula el rango de lamatriz A=| -1 24 -2 | en funcion del parametro 4 €R. ;Para qué
1 -1 2
valores del parametro 4 € R tiene inversa la matriz A? (No se pide hallarla)
ax+y=0
B) Discute y resuelve, en funcion del parametro ac R, el sistema < -y +2az=0.
-X+ay=0

Cuarto Bloque

. X+y=5 y=1 Xx-y=1 ]
A) Consideramos las rectas: I, = , = ynL= . Se pide:
y+z=2 X+y+2=6 y—-z=3

a) Demuestra que las rectas r; y r, se cortan en un unico punto.

b) Halla las ecuaciones en forma continua de la recta que pasa por el punto de interseccién
delasrectas I, yr,,yesparalelaa r; .

X=1+t+s
B) Dados los planos e =x+y—-z=1yf=sy=1-t ,cont,seR, se pide:
Z=2+s

a) Determina su posicion relativa.
b) Calcula la distancia entre ellos.
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Septiembre de 2007

Primer Bloque
A) En agosto de 1548 el matematico Ludovico Ferrari le propuso a su colega Niccolo Fontana,
apodado Tartaglia, el siguiente problema: “Halla dos niimeros reales no negativos cuya suma sea
8 de manera que su producto multiplicado por su diferencia sea maximo”. Obtén las soluciones
de este problema con dos decimales de aproximacion.

2
a; +xb’ con a,b e R, sabemos que pasa por el punto (1,2), y que tiene

B) De la funcion f (x)=

una asintota oblicua cuya pendiente es —6. a) Determina los valores ayb de la funcién. b)
Determina, si existen, las asintotas verticales de dicha funcion.

Segundo Bloque
X
(x+1)3

B) Esboza las gréficas de las funciones parabélicas f (x)=2x* y g(x)=-x*+3, sombreando

dx

A) Calcula la siguiente integral: I

el recinto cerrado que determinan. Calcula el area de dicho recinto.

Tercer Bloque
A) Enuncia el Teorema de Rouché-Frébenius. Contesta razonadamente a las siguientes preguntas
para un sistema AX =B en forma matricial:
a) ¢Puede un sistema homogéneo ser incompatible?
b) Silamatriz 2x3, ¢puede ser el sistema AX =B compatible determinado?

. 0 2 1 -1 _
B) Dadas las matrices A:(z 4} yB :( 1 ] se pide:

2
a) Resuelve la ecuacién matricial AX + X =B, donde X es una matriz 2x2.
. 2X+2Y =A . _
b) Resuelve el sistema , siendo X eY dos matrices de orden 2x2.
4X +3Y =B

Cuarto Bloque
A) Consideramos los planos 7, =x+2y—-z=1, 7,=3X—2=3 y m,=—X+2y+z7=7.
a) Determina su posicion relativa.
b) El &ngulo que forman los planos 7, y 7, .

B) Dados los puntos de coordenadas A(3,1,1), B(0,2,2) y C(-1,-1-1), se pide:
a) Determina la ecuacion general del plano que los contiene.
b) Calcula la distancia desde el punto P(0,0,4) a dicho plano.

Reserva 1 de 2007
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Primer Bloque
A) Enuncia el Teorema de Bolzano. Aplicalo para probar que la ecuacién sen x = x* —1 tiene al
menos una solucion. (Indicacién: el angulo x lo consideraremos en radianes).

B) De entre todos los triangulos rectdngulos cuya hipotenusa mide 3 metros, determina la medida
de los catetos de aquél que tenga &rea maxima.

Segundo Bloque
A) Sea aeR una constante real no nula, y considera la parabola f (x)=ax”—4a . Encuentrael

valor de a para que se verifiquen simultdneamente las dos siguientes condiciones: a) que el
area comprendida entre la parabola y el eje de abscisas sea de 32 unidades cuadradas. b) Que
la funcién f (x) sea concava hacia arriba (U).

B) Encuentra una primitiva de f(x)= x?-sen x que pase por el origen de coordenadas.

Tercer Bloque

11 0
A) Razona si existe la matriz inversade A=|{0 1 0 |y, en caso afirmativo, calculala.
2 0 -1

Resuelve la ecuacion matricial AX +2A=1, donde X es una matriz de orden 3x3 e | es
la matriz identidad de orden 3x3.
X+y=4
B) Discute el sistema de ecuaciones s ax—Yy =6 en funcion del parametro a R, resolviendolo
X—ay =-6
cuando sea compatible.

Cuarto Bloque

z2=4 z=0 .
A) Dadas las rectas r E{ y s E{ , se pide:
X-y=0 y

a) Estudia su posicion relativa.

b) Determina los puntos, Rer ySes de cada recta, entre los que se alcanza la distancia
minima entre ambas rectas.

X=14+t Xx=1+s
B) Dadoelplano 7=X+y+z=2 ylasrectas p=qy=—-t ,teRyr,=<y=-s ,seR,

a) ¢Existe algun plano paralelo a 7 que contenga a la recta r, ?
b) ¢Existe algin plano paraleloa 7 que contenga a larecta r, ?

c) Sien algun caso la respuesta es afirmativa, halla la ecuacion general de dicho plano.
32

Cipri Matematicas I



|.E.S. Ramdn Giraldo

Reserva 2 de 2007

Primer Bloque

. . . 1+x .
A) Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange. Dada la funcion f (x) = se pide:

a) ¢Se puede aplicar dicho teorema a la funcién dada en el intervalo [1,6]?
b) ¢Se puede aplicar dicho teorema a la funcién dada en el intervalo [3,11] ?

c) Si en algun caso se cumplen las hipétesis del teorema, calcula el valor para el cual se
verifica la tesis del mismo.
B) Dada la funcion f (x)=2-x*-e™, se pide:
a) Halla las coordenadas de sus maximos y minimos relativos.
b) Calcula, si existe, la ecuacion de la asintota horizontal por la derecha (cuando X — +x).

Segundo Bloque
A) Se considera la pardbola f (x)=-x*+4. Se pide: a) Calcula las ecuaciones de las rectas
tangentes a f (x) en x=2yenx=-2, eshozando una grafica con la parabola y las dos rectas

tangentes. B) Calcula el area comprendida entre la parabola y dichas rectas tangentes.
—X+3 dx

4x*+9

B) Calcula la siguiente integral: I

Tercer Bloque

A) Consideramos las matrices A:(_ll _11 ;J y B=|1 |. Se pide:
a) Calcula, si es posible, la matriz
M =BB' - A'A, donde B' y A'
son las matrices traspuestas de las matrices B y A.
b) Determina el rango de la matriz M en funcién del parametro k eR .
B) a) Clasifica en funcion del parametro A €R el sistema
AX+y+z2=0
X+Ay=0
3X+1z2=0
b) Resuélvelo, si es posible, para los valores A=—2y A=-3.

Cuarto Bloque
x-1 z-2 .
A) Dadas la recta — = y+2= — Y el punto P(1,1,2), se pide:
a) Ecuacion general del plano que contiene a la recta y al punto.
b) Distancia desde el punto P alarecta r.

B) Dados los puntos de coordenadas
A(3,2,2), B(1,3,3), C(0,0,2) yD(0,0,-1)

33

Cipri Problemas de Selectividad



LE.S. “Ramon Giraldo”

se pide:
a) Calcula el area del triangulo de vértices A, By C..
b) Analiza si los cuatro puntos forman un tetraedro y en caso afirmativo halla su volumen.

Junio de 2008

Primer Bloque

A) Calcula los siguientes limites:
1

3 2 —_—

. XT=8X"+7X . 2X cosx

a) I|m2— b) Ilm[—+cosx
x—=0 X" =X s\ T

2

B) Definicion de punto de inflexion de una funcion.
Calcula el valor de los parametros a,b € R para que la funcién f (x)= (x2 - a)eX +bx tenga un

punto de inflexion en x=0 y un minimo relativoen x=1.

Segundo Bloque

. 2x3 —9x° +9x+6
A) Calcula la integral dx.
Al g I x> —5x+6

B) Calcula la integral definida: J.: e’ sen xdx.

Tercer Bloque
100
A) Dadalamatriz A={1 1 0|, se pide:
0 01
a) Encuentra la expresion general de la potencia n- ésima de A. En otras palabras, calcula la

expresion de A" donde n es un nimero natural cualquiera.
b) Razona que la matriz A" tiene inversa para cualquier ne N, n>1, y calcula dicha matriz

inversa.
B) Encuentra, si es posible, un valor del pardmetro a<R de modo que el sistema
X+y-z=1
X—y+22=2.
2X+z2=a

a) Sea compatible determinado.
b) Sea compatible indeterminado.
c) Seaincompatible.

Cuarto Bloque
A) Dados los vectores u=(a,b1), v=(-3,4,1) yw=(12,c), determina el valor de los
pardmetros a,b,ceR de manera que los vectores VYW sean perpendiculares y ademas

uxw=v, donde x denota el producto vectorial. ;Qué angulo forman u y v en dicho caso?

34
Cipri Matematicas I




|.E.S. Ramdn Giraldo

B) Dados los puntos de coordenadas A(1,1,1), B(1+4,2,1-1) y C(1+ 4,1+ 4,2+ 1), donde

AeR.
a) Prueba que los vectores ABy AC forman un angulo de 90°, independientemente del valor

de 1.
b) Determina los valores de A para que la longitud de la hipotenusa del tridngulo rectangulo
de vértices A, By C seaigual a 3.

Septiembre de 2008

Primer Bloque
A) Dadas las funciones f (x)=In(1-x*) yg(x)=1In(1+x*), se pide:

a) Determina el dominio de cada una de ellas.
b) Estudia si dichas funciones tienen puntos de inflexion.

B) Determina los valores de los parametros a,beR para que la funcion f(x)= (ax2 +bx)e*x

. . , 1
tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x =3 y ademas pase por el punto (1, —Ej . Halla

la ecuacion de la recta tangente a f (x) en el punto de abscisa x=0.

Segundo Bloque
A) De lafuncién f (x)=(x+a)senx donde @ esun nimero real, se sabe que la integral definida
_Lﬂ f (x)dx es tres veces el valor de la pendiente de la recta tangente a f (x) en x=0. Calcula

el valor de a.
2

B) Definicion de primitiva de una funcion. Sabiendo que F(x)=e* es una primitiva de la
funcion f(x):
a) Comprueba que la funcién f (x) es creciente en R

b) Calcula el area determinada por la grafica de f (x) , el eje de abscisas, y las rectas x =—1

y x=1.
Tercer Bloque
z
3 z+7 3 x -3 1 2
Xx =3 1
A) Sabiendo que 0 1=6 calculaelvalordez y 3y y 012
ey S 2 z 7 1 2
z 7 1 X
X x-3 3 0O 6 0 2
2
X—2y+az=0
—ay+2z=0

B) Clasifica el sistema en funcion del parametro ac R, y resuélvelo para

2x—-y+(a+1)z=0
X+y+z=0
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a=-2.

Cuarto Bloque
A) Dados el plano 7=x—y+z+k =0, donde keR, y larecta rEXT_?’:yH:—z,se pide:

a) Demuestra que para cualquier k R, larecta r es paralela al plano 7 .
b) Determina el valor de k € R, de forma que la recta r esté contenida en el plano 7 .
X=1+t-s
B) Dado el punto P(2,2,1) y el plano 7 ={y=1-t+s, se pide:
z=t
a) Distancia desde el punto P al plano 7.
b) Ecuaciones generales de la recta que pasa por el punto P y es perpendicular a 7.

Reserva 1 de 2008

Primer Bloque
A) Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange. Explica su interpretacion geomeétrica.
Determina los valores de los parametros kK, p € R para que la funcion

K+x .
— si x<0
f (X) =4 x-1
e“+p si x>0
verifique las hipotesis de dicho teorema en el intervalo [—1, 3]

B) Determina los valores a,b € R para que la funcién f (x)=asenx-+bcosx pase por el punto

(%\/ﬁj y ademas cumpla que la pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x =%

sea 5. Calcula la derivada de orden 2008 de dicha funcién.

Segundo Bloque
1

A) Enuncia la Regla de Barrow. Calcula la integral definida IO(X2 + X)ede.

e +e

1+e*

B) Calcula la integral '[ dx. Indicacion: Puede ayudarte hacer un cambio de variable

adecuado.

Tercer Bloque

1 -1
A 0 1
A) Considera las matrices A=|0 1 |y B:(2 1 1j,donde AeR.
10

a) Estudia, en funcion del parametro 4, el rangode A-B.
b) Razona que la matriz B- A tiene inversa para cualquier AR, y calcula dicha matriz
inversa.
B) Considérese el sistema de ecuaciones lineales en forma matricial AX =B, donde:
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1 -1 2 1 X
A=l2a a -1|,B=|2|yX=|y
1 -a 1 3 z

siendo a un parametro real. Se pide:
a) Clasifica el sistema en funcion del parametro ae R .

b) Para a=0, obtén las soluciones mediante el calculo de X = A™B.

Cuarto Bloque
A) Dados los planos 7, = 2x + y++kz=3,donde keR*,y 7, =3X+4y =-5, se pide:
a) ¢Es posible hallar k para que 7, y 7, formen un angulo de 60°? En caso afirmativo,

calculalo.
b) ¢Es posible hallar k para que =,y 7, sean perpendiculares? En caso afirmativo,
calculalo.
) X—y=-1
B) Considera los puntos A(1,2,1), B(3,6,3), C(0,-15) y larecta r= y=4
a) Hallaunpunto D de larecta r de forman que los puntos A, B, C y D estén en un mismo
plano.

b) Determina un punto D' de larecta r para que el volumen del tetraedro determinado por

. 10
los vértices A, B, CyD' sea 3

Reserva 2 de 2008

Primer Bloque
A) Determina el valor de k e R, k =0, para que se cumpla que:

. e¥—kx—=1 .. 8senx+2tanx
lim > =lim
x>0 kx x>0 X4+Senx

B) Determina los valores de a,b,c € R para que la funcion f (x)=ax’+bx+c pase por el punto

. . 3 ,
(2,8), tenga un minimo relativo en x =§ y ademés la recta tangente a f (x) en el punto de

abscisa x=1 tenga pendiente 4. Calcula la ecuacion de la recta normal a f (x) en el punto de
abscisa x=1.

Segundo Bloque
A) Calcula el area determinada por la grafica de la funcion f (x)= x> —9x y el eje de abscisas.

B) Calcula las siguientes integrales: a) J-In xdx, b) jtg X dx.,

Tercer Blogue
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%0

0 1 0 |, sepide:
%00
a) Calcula A?.

b) Resuelve la ecuacion matricial 6A°X =3X +1,, siendo |, la matriz identidad de orden
3.
B) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

Sea AX =B un sistema de ecuaciones lineales, escrito en forma matricial, con m ecuaciones
y n incdgnitas. Contesta razonadamente las siguientes preguntas:
a) Si n>m, ;puede el sistema ser compatible determinado?

b) Sin=m y|A/=0,;cual esel rango de la matriz ampliada A|B? Clasifica el sistema en

A) Dada la matriz A=

este caso.

Cuarto Bloque
A) Dados los planos 7, =x+y—-z=1 7,=2x+2z2=0y 7, =x+3y+kz=3, donde keR.
a) Analiza su posicion relativa en funcion del parametro k e R .

b) En el caso en que los tres planos se cortan en una recta, calcula las ecuaciones paramétricas
de la misma.

B) Encuentra el valor del pardmetro a<R sabiendo que la proyeccion del punto P(a,2a,3a)
sobre el plano 7 =2x+y-z=12 es P'(8,13,17).

Junio de 2009

Primer Bloque
A) Encuentra el punto de la recta X+ Y =4, que cumpla que la suma de los cuadrados de sus
coordenadas sea minima.
B) Enuncia el Teorema de Bolzano. Como aplicacién de este teorema, demuestra que las graficas

de las funciones f(x)=¢e* y g(x)= 2cos(x*) se cortan en, al menos, un punto.

Segundo Bloque

I - 36
A) Encuentra una primitiva de la funcion f (x)= 4:(:—9)(2 :

Ix +e¥

B) Calcula la integral definida: J:de . (Puede ayudarte hacer un cambio de variable).
X

Tercer Blogue
A) a) Sean A, B y X matrices cuadradas de tamafio n. Despeja X de la ecuacion AXB =B?:

b) Calcula la matriz X siendo
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0 0 -1 1 0 2
A=0 1 -1|yB=0 1 3|.
1 -1 0 1 01

B) a) Calcula, en funcion del pardmetro a e R, las soluciones de la ecuacion:
b) ¢Para qué valor de a la ecuacion anterior tiene una Unica solucion?

Cuarto Bloque
A) a) Estudia, en funcion del pardmetro keR, la posicion relativa de los planos

m=X+y-z=1y m,=x+y-k’z=Kk.
b) ¢Existe algin valor de k para el que los planos =, y 7, sean perpendiculares?

y Xx+z=1
B) a) Halla la ecuacion general de un plano 7 que contenga a larecta r = {y -0 y pase por
+ 7=
el origen de coordenadas.
b) Halla las ecuaciones paramétricas de una recta r' contenida en dicho plano, que sea

perpendicular a r y que pase por el punto P(1,0,0).

Septiembre de 2009

Primer Bloque
A) Un deposito cilindrico construido sin la tapa superior tiene una capacidad de 277 m®.
Determina cuanto miden el radio de su base y su altura sabiendo que se ha construido de forma

que su superficie sea minima.
2

. Calcula

B) Se sabe que larecta y=9 es una asintota horizontal de la funcion f (x) =—

ax” —
valor del parametro a € R . Estudia si para dicho valor del parametro tiene asintotas verticales u
oblicuas.

Segundo Bloque
A) Calcula las integrales:

a) | tan xdx b) [(1+tan®x)dx c) [arctan xdx.
B) a) Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion
2 i —
f(x): X +4x+3 s! X < 1.
1-x° si x>-1
b) Determina el 4rea encerrada por la gréfica de la funcién f (x) y el eje de abscisas.

Tercer Bloque
A) a) Sean A, By X matrices cuadradas de tamafio n. Despeja X de la ecuacion XA=2X + B?

b) Calcula la matriz X siendo

B) a) Clasifica, en funcién del parametro 4 € R, el sistema de ecuaciones
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AX+y—-2=2
5x+3y+3z=0
3X+2y+4iz=1

b) Resuélvelo para 1 =0, si es posible.

Cuarto Bloque
A) Di si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y razona tus respuestas.
a) Dados un plano 7 y un punto P que no esté contenido en 7z, existe un Unico plano
perpendicular a 7 que pasa por P .
b) Dados unarecta r y un punto P que no esté contenido en la recta r, existe un unico plano
perpendicular a r que pasa por P.

Xx=t X=2+S
B) Dadas lasrectas r=<y=-t yr'=<y=s , cons,teR.
z=1-t Z=a+s

a) Encuentra un valor del parametro a< R para que las rectas r y r' estén contenidas en un
mismo plano. Halla la ecuacion general de dicho plano.

b) Para a=0, calcula unas ecuaciones paramétricas de un plano 7 que contenga a la recta r
y unas ecuaciones parametricas de otro plano 7' que contenga a la recta r', de modo que
'y z' sean paralelos.

Reserva 1 de 2009

Primer Bloque
A) Segun el articulo “The design of honeycombs” de A. L. Peressini, ¢l area de la superficie de
una celda de un panel de abejas esta determinada por la funcion:
J3-coso
A(f)=p+qQ—————
(0)=p+ sené
donde p Yy son dos constantes reales positivas, y 0 € (O%j un cierto angulo. Calcula con qué

angulo @ construyen las abejas las celdas de un panel, sabiendo que minimizan dicha area.
2

B) Se sabe que la recta x =—3 es una asintota vertical de la funcién f (x) = . Calcula el valor

X—a
del pardmetro a<R . Estudia si para dicho valor del pardmetro la funcién f (x) tiene asintotas
horizontales u oblicuas.

Segundo Bloque
: . : . ] 1
A) Enuncia la formula de integracion por partes. Aplicala para hallar J(l_Fj In xdx .

B) Determina una funcién f:R—R sabiendo que cumple que f"(x)=3e*+2, f"(0)=7,

£/(0)=3y f(1)=3(e+1).

Tercer Bloque
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1 2 0 -1
A) Determina en funcion del parametro ac R, el rango de lamatriz A={2 -1 a 2
1 -a a a
B) a) Clasifica, en funcion del parametro k € R, el sistema de ecuaciones
X+2y+z=1
2X—y+2=4
3x+y-z=k
y+z=-2

b) Resuélvelo cuando sea compatible determinado.

Cuarto Bloque
A) Consideremos los planos

m=X-2y+2=0y 7m,=2x+ay+bz=24.
a) Calcula a,be R para que los planos 7, y 7, sean paralelos. ;Son coincidentes en dicho
caso?
b) Calcula la ecuacién general de un plano 7, que equidiste de 7, y 7, paralos valores a y b
antes obtenidos.

x=1
B) Dado el punto P(0,-1,0) ylarectar=<y=2+t conteR.
z=-t

a) Determina la ecuacion general del plano perpendicular a r que pasa por el punto P .
b) Halla las coordenadas de un punto Q de larecta r de modo que la distanciade P a r sea

igual a la distancia de P a Q. Calcula dicha distancia.

Reserva 2 de 2009

Primer Bloque
A) Encuentra el punto de la gréafica de la funcién f (x)= x® +x*+x+1 en el que la pendiente de

la recta tangente sea minima.
- 1 . .
B) Dada la funcion f (x) Ty donde Inx es el logaritmo neperiano de X:
nx
a) Determina su dominio y sus asintotas.
b) Razona que la funcion es decreciente en su dominio.

Segundo Bloque

2x° —9x* +9x +6
A) Calcula la integral indefinida dx.
Al g I x> —5x+6

B) Halla una primitiva F(x) de la funcion f (x)=8x®+2x, que cumpla que F(x)>0 para

todo xe R, y de forma que el 4rea comprendida entre la grafica de F(x), el eje de abscisas y

41
las rectas x=0 y x=1 sea 5

41

Cipri Problemas de Selectividad



LE.S. “Ramon Giraldo”

Tercer Bloque
m 2 -1 m-1
A) Determina en funcion del parametro me R, el rango de lamatriz A= 2 4 m m+2]|.
3 6 -3 0

B) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius. Sean A una matriz 3x3, B una matriz columna
no nula de tamafio 3x1, O la matriz nula de tamafio 3x1, y consideremos los sistemas
expresados en forma matricial AX =B y AX =0.

a) Sabiendo que AX =B es incompatible, clasifica el sistema AX =0.
b) Sabiendo que la matriz A tiene inversa, clasifica el sistema AX =B.

Cuarto Bloque
A) Dados los puntos A(1,0,1), B(2,1,0) yC(1,1,a) conaeR:
a) ¢Existe algun valor de a para el que los tres puntos estén alineados?
b) ¢Existe algun valor de @ para el que el plano que el plano que contiene a los tres puntos
A, By C seaparalelo al plano 7 =4x—-6y—-2z=7?

X=a-s
x—2y=1
A) Dadas las rectas r = 1yr's y=a+s, conseR.
y-7=-
z=5s

a) Estudia en funcion del parametro a € R su posicion relativa.
b) Para el valor del parametro a que hace que r yr' se corten en un punto, halla el punto P

de interseccion entre ambas rectas, y las ecuaciones paramétricas de unarecta S perpendicular
aryar' que pase por dicho punto P.

Junio de 2010

Propuesta A

1A. a) Enuncia el teorema de Bolzano

. . - 1 .
b) ¢Se puede aplicar dicho teorema a la funcién f (x) T en algun intervalo?
+

c) Demuestra que la funcion f (x) anteriory g(x)=2x-1 se cortan en al menos un punto.

2A. a) Representa graficamente las parabolas f (x)=x*-3x-1y g(x)=-x*+x+5.
b) Calcula el area del recinto limitado por ambas graficas.

kx+y+z=Kk
3A. a) Clasifica en funcion del parametro k e R el sistema de ecuaciones < x+ky+z=k.
X+y+kz =k
b) Resuélvelo, si es posible, para k =1.
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X=-4
4A. a) Estudia la posicion relativa de larecta r=4 y=0 , A€R y el plano de ecuacién general
z=1+41

T=2X-y+32=06.
b) Encuentra la ecuacion general de un plano 7' perpendicular a 7 que contengaa r.

Propuesta B

1B. La velocidad de una particula, medida en m/s, esta determinada en funcién del tiempo t >0,
medido en segundos, por la expresion v(t)=(t*+2t)e™. Se pide
a) ¢En qué instante de tiempo del intervalo [0,3] se alcanza la velocidad méxima?

b) Calcula !imv(t) e interpreta el resultado obtenido.

2B. Calcula la integral indefinida I% dx
+

1 b+2

de forma que se cumpla que el determinante de la matriz B sea igual a 8, y ademaés se verifique que
A-B=B-A.

. . 2 1 2 a-3 ]
3B. Consideremos las matrices A= 0 y B= ¢ | Determina los valores @,b,c € R

4B. Dado el plano 7=x+2=4 y el punto P(1,1,0) se pide:

a) Encuentra la ecuacion general del plano 7' paralelo a z que pasa por P.
b) Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta r perpendicular a 7 que pasa por P.

Septiembre de 2010
Propuesta A
1A. Definicion de derivada de una funcion en un punto. Dada la funcion
ax+sen x
2X—X
f(x)=1bx+c si 0<x<1
L si x>1
1+X

determina los parametros @,b,c € R para que f (x) sea una funcién continua en x=0 y ademas
sea continua y derivable en x=1.

2A. Determina el dominio de la funcion f (x)=~/2x+1. Calcula la integral definida _|._01 f(x)dx.
2

43

Cipri Problemas de Selectividad



LE.S. “Ramon Giraldo”

A A -1 0 01
3A. Dadas lasmatrices M ={4 3 A |y F=/0 1 0]sepide:
2 1 -3 1 00

a) ¢Para qué valores de A € R existe matriz inversa de M .

b) Para A=0 resuelve si es posible la ecuaciéon X-M =2F donde X es una matriz
cuadrada de orden 3.

X+y+2=3 i
4A. Dado el punto P(0,0,1) y larecta r = se pide

X—-y=0
a) Calcula la distancia desde el punto P alarecta r.

b) Halla unas ecuaciones paramétricas de una recta s que pase por el punto P y corte
perpendicularmente a larecta r.

Propuesta B

3x 1 0

1B. Dada la funcion definida por f (x)=/0 x 1 | se pide:

-1 0 x-6
a) Halla su expresion polinémica simplificada calculando el determinante.

b) Calcula las coordenadas de su punto de inflexion y los intervalos en donde sea concava
hacia arriba y concava hacia abajo.

2B. Enuncia la formula de integracion por partes. Calcula la integral indefinida Ix log xdx .

2X+y+4z2=0
3B. Clasifica en funcion del parametro A €R y resuelve para 2 =-3 el sistema { x—2y+z=0 .
X+3y+z=10

. \ 2Xx+3z=0
4B. Consideramos los planos 7 =ax+by+3z=c, 7'=2x-y+z=3 ylarecta r =

y+2z=-4
a) Determina los parametros a,b € R para que los planos sean paralelos.

b) Para los valores a y b obtenidos estudia la posicion relativa del plano 7z y larecta r en
funcién de CeR .

Reserva 1 de 2010

Propuesta A

1A. Dada la funcién f (x)=3x°-36x+2, se pide:
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a) Determina las coordenadas de sus maximos y minimos relativos.
b) Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange. Analiza si es posible aplicarlo a la
funcion f(x) en el intervalo [-2,2] y en caso afirmativo, calcula en que puntos se

verifica la tesis del teorema en dicho intervalo.

2A. Dado un nimero real a> 0, calcula el area del recinto encerrado entre la gréafica de la funcion
1 . . .

f (x) =— el eje de abscisas y las rectas x=a y X=a+1. Explica razonadamente que cuando a
X

tiende a oo dicha area tiende a cero.

3A. Clasifica en funcion del parametro keR el sistema de ecuaciones y resuélvelo en el caso en que
x+100y -z =100

sea compatible indeterminado { x-100y+2z=0 .
Xx+300y +kz =200

X=1+24
x=0
4A. Comprueba que las direcciones de las rectas rE{y+z—1 y r'=y=2+1 A€R son
- z=1

perpendiculares. Halla la ecuacion general de un plano 7z que contenga a la recta r y sea paralelo a
r.

Propuesta B

1B. El espacio recorrido por una particula en metros esta determinado en funcién del tiempo t>0 en
segundos por la expresion e(t)= At*+Blog(t+1)+C . Se pide:

a) Determina los coeficientes A,B,C €R sabiendo que el instante t=0 la particula ha

recorrido 6 m la velocidad inicial para t =0 es de 8 m/sy que la aceleracién cuando t =1
es de 2 m/s?.
e(t)

t?

b) Para los valores obtenidos de A, By C calcula !im

1

dx.
X%+ x?

2B. Calcula la integral indefinida J.

3B. Despeja X en la ecuacion matricial X-A=B—-2X donde A, B y X son matrices cuadradas
4 2

110 1
de orden 3. Calcula la matriz X siendo A=|0 0 1|yB=|2 2 5

100 1 4 4
4B. Calcula los parametros a,b,c € R de la ecuacion del plano 7 =ax+Yy+bz=c sabiendo que
pasa por el origen de coordenadas, es perpendicular al plano de ecuacién 7'=x+2y=3 y que
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x=1+1
contiene a la recta de ecuaciones r=<y=1+1 con A€R.
z=1+1

Reserva 2 de 2010

Propuesta A

1A. Dada la funcién f (x)= arcsin(\/E) definida para X >1 se pide:
a) Calculay simplifica f'(x).
b) Explica razonadamente porque en ningun punto de la grafica de la funcion f (x) la recta
tangente es horizontal.

2A. Calcula aeR siendo a>0 para que el area de la regién limitada por la gréafica de la funcion
f (x)=6x el eje de abscisas y la recta x=a sea igual a 2000 u’.

1 2 2 1 00
3A. Dadas las matrices M =0 2 3|y N={0 0 1] sepide:
0 0 3 2 01
a) Estudia para que valores de 4 €R el rango de la matriz M — AN es igual a 3.
3IX+Y =M
b) Resuelve el sistema de ecuaciones { X 1Y = N donde X e Y son matrices cuadradas

de orden 3.

4A. Dado el plano de ecuacion general 7 =2Xx+ay—z =4 se pide

a) Determina, si es posible, un valor del parametro a€R de modo que el plano = sea
paralelo al plano de ecuaciéon 7'=X+y+z=2.

b) Determina i es posible un valor del parametro 8€ R de modo que el plano 7z sea paralelo
X=1-4
alarectar=< y=24 .
71=2+4

Propuesta B

1B. Determina los valores de los parametros &,b,C € R de forma que la funcién f (x)=ax’+bx+c
cumpla que pasa por el punto de coordenadas (3,10) y tiene un extremo relativo en el punto (1,-2).
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2B. Calcula la integral indefinida _[
\/x+

X y z
3B. Sabiendo que {4 0 2[=10 obtén el valor de los siguientes determinantes
5 5 5
3x 3y 3z
a (2 0 1
1 1 1
0 4 2
b) Iy x z
5 5 5
Xx+1 y+1 z+1
c) | 4 0 2
5 5 5
X=2-1 X=2+pu
4B. Dadas lasrectas r=4 y=21 y r'=<y=-2u se pide:
Z2=2+A1 =4+ pu

a) Comprueba que las dos rectas se cortan en un punto calculando dicho punto de corte.
b) Determina el angulo de corte entre ambas rectas.

Junio de 2011

Propuesta A

2
1A. Dada la funcién f (x) :4X+2—?;X+4, se pide:

a) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f (x).

b) Coordenadas de los maximos y minimos relativos de f (x).

2A. Calcular las siguientes integrales:
a) J'(cos(2x) +5en xcos X ) dx

x3 -1
b) Ix+2 d

3A. Dadas | tri A—4 > B—Ol ide:
. Dadas las matrices A= 3 4 yB= 10 , Se pide:

Resuelve el sist wricial 2% T3 =A
a) esuelve el sistema matriCla X 1Y =B
47

Cipri Problemas de Selectividad




LE.S. “Ramon Giraldo”

b) Encuentra una formula general para B", ne N. (Indicacion: Calcula las primeras potencias
de la matriz B)

X=1+at
4A. Consideremos el plano 7=x—z=0 ylarectar=<y=1-t ,teR
z2=2t

a) Determina el parametro a< R para que larecta y el plano sean paralelos.
b) Parael valorde a determinado, obtén las ecuaciones paramétricas de una recta r ' paralela
al plano 7 y que corte perpendicularmente a r en el punto P(1,1,0).

Propuesta B

1B. En cierto experimento la cantidad de agua en estado liquido C(t), medida en litros, esta

determinada en funcién del tiempo t, medido en horas, por la expresion:
C(t)=§+10t+$+$ te[1,10]

Halla cudl es la cantidad minima de agua en estado liquido y en que instante de tiempo se obtiene en
el intervalo comprendido entre t =1 horay t =10 horas.

2B. a) Representa graficamente la region del primer cuadrante limitada por las graficas de las
funciones f(x):1 yg(x)ziz, ylarecta x=2.
X X

b) Calcula el area de dicha region.

3B. a) Clasifica, en funcion del parametro 4 € R, el sistema de ecuaciones:

AX+2y—-2=1
X-y-z=1
O9X+y—-2z=3

b) Resuélvelo, si es posible, para 4 =2.

4B. Dados los puntos de coordenadas A(0,1,0), B(1,2,3),C(0,2,1) y D(k,11), donde k e R:
a) Determina el area del triangulo de vértices A, ByC.

b) ¢Para qué valores del parametro K el tetraedro cuyos vértices son A, B, CyD tiene un
volumen de 5u®?

Septiembre de 2011

Propuesta A

1A. a) Determina el valor del parametro a € R, para que la funcion
f(x)=(x—a)e"
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tenga un minimo relativo en Xx=0. Razona que, de hecho, es un minimo absoluto.
b) Para el valor de @ obtenido, calcula los puntos de inflexion de la funcion f (x).

2_
2A. Calcula la integral j 3 X 23X+1
X —5x"+8x-4
1 -1 0 0
X
. 3 k 0 :
3A. Dadas las matrices A= 4 K , X=|y|lyO= 0 se pide:
z
0 5k 1 0

a) Calcula en funcién del parametro k € R el rango de la matriz A.
b) ¢Existe algtn valor de k € R para el cual el sistema AX =O sea incompatible?
c) ¢Paraqué valores de k R el sistema AX =0 es compatible indeterminado?

X=t
Xx—y=1
4A. Dadas las rectas r = y ys=qy=1-t, teR, se pide:
y+z=1 Lt

a) Determina su posicion relativa.
b) Halla el &ngulo que forman sus vectores directores.

Propuesta B

1B. a) Enuncia el teorema de Bolzano y el teorema de Rolle.

b) Demuestra que la ecuacion e* +x’ =0 tiene al menos una solucion real.
c) Demuestra que, de hecho, dicha solucion es unica.

2B. Sean las funciones f (x)=x*yg(x)=a, con aeR, a>0. Calcula el valor del pardmetro a

para que el area encerrada entre las graficas de las funciones f (x) y g(x) sea 3—; :

3B. a) Clasifica, en funcién del parametro me R, el sistema de ecuaciones
X-y+z=1
2x-3y=-1
X+2y+mz=m+3

b) Resuélvelo, si es posible, para m=7.

X+y-z=3

Xx—y=1

a) Halla el valor del parametro k € R para que el plano 7 vy larecta r sean paralelos.
b) Para el valor de k obtenido, calcula la distancia desde la recta r al plano 7 .

4B. Consideremos el plano z=x—-ky=0, ylarecta r E{
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Reserva 1 de 2011

Propuesta A

1A. a) Definicion de funcion continua en un punto.
b) Determina el valor del parametro a R para que la funcién

ax’ si x<3
f(x)= \/gs_z G ya3 sea continua en X =3.
2A. Calcula las siguientes integrales:
) jii)z( dx b) (X +x)cosx dx

3A. He pensado en tres numeros, de manera que la suma de los primeros es igual al tercero. Si al
triple del primer namero le resto el doble del segundo vuelvo a obtener el tercero. Si al doble del
primero le resto la mitad del segundo también obtengo el tercero. Por ultimo, si al doble del primero
le resto el segundo y sumo uno, de nuevo vuelvo a obtener el tercer nimero.

a) Plantea un sistema de ecuaciones que recoja la informacion anterior y clasificalo.

b) Determina, si el problema tiene solucion, los tres nimeros que he pensado.

4A. Consideremos las rectas

Xx=1-at
r=<y=b+t conteR y sEx—Z:y;lz:ZLZES:
z2=2t
a) Determinar los parametros a,b € R para que las dos rectas se corten perpendicularmente en un

punto.
b) Calcula para los parametros obtenidos en el apartado anterior, las coordenadas del punto de corte.

Propuesta B

1B. Calcula los siguientes limites:

1
. [ 2X+1 )\t -
2) “m( j b) Iim(senx szcosxj

x>\ X+ 2 x—>0

2B. a) Representar graficamente la regién limitada por las funciones f (x)=x*, g (x) = 1 , el eje de
X

abscisas y larecta X=¢.
b) Calcula el area de dicha region.
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1 0 k
0 k 1

es siempre igual al rango de la matriz A'A, cualquiera que sea el valor de k € R. (Recuerda que A'
representa la matriz traspuesta de A.

3B. Consideremos la matriz A=( j , con k e R. Demuestra que el rango de la matriz AA'

X+y+z=0
2y—-z=-1

unarecta r' que pase por P y corte perpendicularmentea r.
b) Encuentra las coordenadas del punto P' simétrico de P respecto de r.

4B. a) Dada la recta r E{ y el punto P(0,1,0), obtén las ecuaciones paramétricas de

Reserva 2 de 2011

Propuesta A

1A. a) Determina el valor del pardmetro a< R, a >1, de forma que el &rea del triangulo de vértices

A(0,0), B(0,a)yC (ai—l’oj sea minima.

2A. Calcula las siguientes integrales:
a) jxln(x) dx

(Indicacién: In (x) representa el logaritmo neperiano de x)

b) | Jx dx
1++/x
3A. a) Despeja X de la ecuacion matricial XB—1 = XA+ A, donde X, B, Ael son matrices de
tipo 3x3.
b) Calcula la matriz X de tamafio 3x3, solucién de la ecuacion, siendo
121 2 20 1 00
A=l0 2 1{,B=|0 3 2|el={0 1 0
0 01 0 0 2 0 01

4A. a) Analiza, en funcion del pardametro meR, la posicion relativa de los planos
m=2X-y+2=0,7r,=y+z=my 7z, =mx+Yy—-z=8.

b) Razona que, independientemente del valor del parametro m, los planos 7z, y 7, son
perpendiculares.

Propuesta B

1B. Dada la funcion f (x)= 2X e pide:

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Asintotas verticales y oblicuas.
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2B. a) Representa graficamente la region encerrada por las graficas de las funciones
f(x)=x"-2x-2yg(x)=-x"+2x-2.
b) Calcula el &rea de dicha region.

3B. a) Enuncia el teorema de Rouché-Frébenius.

b) Considera el sistema AX =B, donde A es una matriz 3x4, X = y B es una matriz con una

~ N < X

sola columna. ¢De qué dimensiones es la matriz B ?
c) ¢Puede el sistema ser compatible determinado?
d) Si el sistema es incompatible y el rango de la matriz A es dos, ¢cual es el rango de la matriz

ampliada (A|B)?

+2y=1

X
4B. Dados los puntos P(1,1,2) yQ(1,1,0),y larecta r z{ , Se pide:

y+z=0
a) Ecuacion general del plano 7 que contiene al punto P yalarecta r.
b) Halla la distancia desde el punto medio de los puntos Py Q al plano 7 calculado en el

apartado anterior.

Junio de 2012

Propuesta A

1A. Dada la funcion
f(x)=x>+ax*+bx+c
calcula los parametros a,b,c R sabiendo que:
o Larectatangente a la graficade f (x) en el punto de abscisa X=-1 tiene pendiente —3.

e f(x) tiene un punto de inflexion de coordenadas (1,2).

2A. a) Esboza la region encerrada entre la parabola f (x)=x*-1ylarecta g(x)=5-x.
b) Calcula el area de la regidn anterior.

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro me R :
X+y+z2=0
X+2y+3z2=0
mx+(m+1)y+(m-1)z=m-2
3X+(m+3)y+4z=m-2

b) Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible determinado.

4A. a) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano
7 =X-—Yy+3z=-3 con los ejes de coordenadas.
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b) Si llamamos A, By C a los Vértices del tridngulo del apartado anterior, encuentra el valor del
parametro AR para que el tetraedro de vértices A, B, C yD(—/lz,2+/1,—3) tenga volumen
minimo.

Propuesta B

1B. La concentracion (en %) de nitrégeno de un compuesto viene dada, en funcion del tiempo
t €[0,+0) medido en segundos, por la funcion

60
NO= e

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. ¢Para qué t €[0,+x) la

concentracion de nitrégeno es minimay cuél es esa concentracion?
b) ¢A qué valor tiende la concentracion de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

2B. Calcula las siguientes integrales:

1
j 1 dx I(tan x+—j dx
4+9x? tan x

3B. a) Sean Ay B matrices cuadradas de orden neN, n>2, tales que B es la inversa de A:
e Si|A|=3 razona cuanto vale |B|.

e (Cualeselrangode B?
b) Calcula el determinante de la matriz cuadrada X de orden 3 que verifica:

1 -2 8 1 00
0 10 -3|X=|0 3 0
0 7 O 0 07
y+z=0
4B. Dados el plano 7=2X—2=6 ylarecta r= :
X—y+az=4

a) Encuentra el valor del parametro a€R para que z yr sean paralelos.

b) Para el valor de @ del apartado anterior, da la ecuacion general del plano 7" que contiene a
I y es perpendiculara 7.

Septiembre de 2012

Propuesta A

1A. a) Enuncia el Teorema de Bolzano y el Teorema de Rolle.

b) Demuestra, usando el Teorema de Bolzano, que existen al menos tres raices reales distintas de la
ecuacion x*> —5x+3=0.

c) Demuestra, usando el Teorema de Rolle, que la ecuacidn anterior no puede tener mas de tres raices
reales distintas.

2A. Calcula las siguientes integrales:
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J'senzxcosx dx je& dx
Jx
3A. Sabiendo que
a b c
d e f|=5
g h i
calcula el valor de los determinantes
b b+a 2c a+d+g b+e+h c+f+i
e e+d 2f d+g e+h f+i
h h+g 2i g h i

indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta.

4A. Dado el plano 7 =x+y+2z=7 yel punto P(1,0,0):
a) Calcula el punto Q de 7 que hace minima la distanciaa P .
b) Calcula el punto simétrico P' de P respecto del plano = .

Propuesta B

1B. Dada la funcién

ax>+b
f(x)=
( ) 2X+6
Calcula los parametros a,b € R sabiendo que:

e f(x) tiene una asintota oblicua de pendiente 2.

e f(x) tiene un minimo relativo en el punto de abscisa X=0.

2B. Calcula el area encerrada entre las graficas de las funciones
f(x)=x*-3x*+2x+1y g(x)=1

3B. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ae R :
X+Yy+2z=0
ax—-3z=a
2X+ay—-z=a

b) Resuélvelo para el valor a=1.

X=24
4B. Dado el punto P(1,0,0) ylarectar=<y=3+1, 1eR:
z=-1
a) Da unas ecuaciones paramétricas de la recta S que pasa por P y corta perpendicularmente a

r.
b) Calcula la distanciade P ar .
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Reserva 1 de 2012

Propuesta A

1A. a) Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange y da su interpretacion geométrica.
b) Calcula un punto del intervalo [0, 2] en el que la recta tangente a la graficade f (x)=3x*+2x+1

sea paralela a la cuerda (o segmento) que une los puntos de la graficade f(x) en x=0yx=2.

2A. Calcula la integral:

X+2
J-x3+x2 ax
3A. Dadas las matrices
0 01 3 00
A=|0 1 0 y B=0 3 0
1 00 0 0 3

se pide:
a) Calcula A" cuandoneN es par.
b) Resuelve la ecuacion matricial 6A”X =B —3AX , donde X es una matriz cuadrada de
orden 3. (Indicacion: Sustituye de inicio el valor de A® para facilitar los calculos).

4A. Dadas las rectas
X=A1
s=sy=a+4 AeR
z=-1
a) Calcula el valor del parametro a€R para que r y s se corten en un punto. Da dicho punto de

corte.
b) Para el valor de a obtenido, calcula la ecuacion general del plano 7 que contiene a r ys.

Propuesta B

1B. Sabiendo que la funcion

f(x)=i)2(i§) abeR

tiene un punto critico en (1,1), calcula a y b y demuestra que el punto critico es un méximo.

2B. a) Esboza la region encerrada entre el eje de abscisas y las parabolas
f(x)=x>yg(x)=x"-4x+4.
b) Calcula el &rea de la regidn anterior.

3B. a) Discute el sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro me R :
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mx+z=1
my+z=m
—mx—my+(m+1)z=-m-1

b) Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible indeterminado.

4B. Dados el plano z=y—-z=3 y larecta
X=24
r=sy=1+41 AeR
z=-1+1

a) Estudia la posicion relativade 7z yr.
b) Da unas ecuaciones paramétricas de la recta S paralelaa 7 que cortaa r
perpendicularmente en el punto P(0,1,-1).

Reserva 2 de 2012

Propuesta A

1A. a) Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion en un punto.
b) Encuentra el punto de la funcién f (x)=x*—8x*+18x* +30x+1 en el que la pendiente de la recta

tangente a la grafica de f(x) es minima. Encuentra también el punto donde la pendiente es méaxima.
2A. Encuentra una primitiva F (x) de la funcién f (x)=(x*+1)e" tal que F(0)=5.

3A. Dada la matriz

a 0 0 -b

A= 0 a b con a,beR, a#0, b=0
0 -b a
b 0 0 a

a) Calcula AA", donde A" es la matriz traspuesta de A.
b) Razona que siempre existe la matriz inversa de A, independientemente de los valores
abeR, a=#0,b=0.

4A. Dados los planos 7, =x-2y—-z=0y 7, =2Xx—-y+Az=4:
a) Calcula el valor del parametro A €R para que los planos 7, y 7, sean perpendiculares.

b) Para el valor de 4 <R obtenido en el apartado anterior, obtén unas ecuaciones paramétricas
de larecta I paralelaa 7, y a 7, que pasa por el punto P(1,2,3).

Propuesta B

1B. Calcula el valor del parametro ac R, a>0, para que se verifique la igualdad
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1-X—/1+X

lime x = Iim(cost)Qiz

x—0 x—0

2B. a) Esboza la region encerrada entre la parabola f (x)=x*-6x+9 y larecta g(x)=2x+2.
b) Calcula el &rea de la region anterior.

3B. Un grupo de amigos se reune cada sédbado en la misma cafeteria. Hace dos sabados tomaron 4
cafés, 6 refrescos y 2 infusiones, siendo el precio total 15,40 euros. El sdbado pasado tomaron 5 cafeés,
4 refrescos y 3 infusiones, siendo el precio total 14,40 euros. Hoy sédbado han pedido 3 cafés, 8
refrescos y 1 infusion. Cuando piden la cuenta, el camarero les dice que el precio total es 18 euros.
Se pide:
a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales con los datos del enunciado anterior.
b) Asumiendo que los dos sdbados anteriores los precios totales estaban bien calculados y
que los precios de los cafés, refrescos e infusiones no han cambiado, razona que hay un
error en la cuenta de este sabado.

4B. Dadas las rectas

z-1 AeR
3

X
2

a) Estudia su posicion relativa.
b) Calcula la distanciaentre r ys.

Junio de 2013

PROPUESTA A

1A. a) Enuncia el Teorema de Bolzano.
b) Razona que las gréficas de las funciones f (x)=3x"-10x*+10x’+3 y g(x)=e" se cortan

en algln punto con coordenada de abscisa entre —1 y 0.
c) Calcula los puntos de inflexion de f (x).

2A. Calcula el valor del parametro a€ R, a>0, para que el valor (en unidades de superficie) del
area de la region determinada por la parabola f (x)=-x*+a’ y el eje de abscisas, coincida con la

pendiente de la recta tangente a la grafica de f (x) en el punto de abscisa x =-a.

3A. a) Encuentra dos matrices A, B cuadradas de orden 2 que cumplan:
m Su suma es la matriz identidad de orden 2.
m Al restar a la matriz A la matriz B se obtiene la traspuesta de la matriz

1 2
3 4
b) Si M es una matriz cuadrada de orden 2 tal que [M|=7, razona cuél es el valor de los

determinantes [M?| y [2M].
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4A. a) Estudia la posicion relativa del plano 7=X—-y—-z=a y larecta
_|2x+y+az=0
r={x—2y=0
en funcién del parametro ac R .
b) Calcula la distancia entre 7 yr para cada valorde acR.

PROPUESTA B

1B. a) Calcula los valores de los parametros a,b € R para que la funcion
2
; (x) _ax + bx
X+1

tenga como asintota oblicua la recta Y =2X+3.
b) Para los valores encontrados, escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f (x)
en el punto de abscisas x =0.

2B. Calcula las siguientes integrales:

2 —
IZsenxc;)sde’ J-x 3+x 4dx
1+sen”x X* —4X
3B. a) Sabiendo que
1 1 1
|Al=la b c|=2
a? b? c?
donde a,b,c R, calcula los determinantes
a-1 b-1 c-1 (a+1)’® (b+1)" (c+1)’
a’-1 b*-1 c*-— y a b c
5 5 5 a’ b? c?

indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta.
b) Razona que, puesto que |A|= 2, los parametros &,b,c € R deben ser distintos entre si (no puede

haber dos iguales).

4B. a) Estudia la posicion relativa de las rectas
b) Calcula la distancia entre las rectas r y s:

{x+y—z=1 {x—z=0
r= y S=
2X+y-2z=1 X+2y—-2=12
Septiembre de 2013
PROPUESTA A
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1A. a) Calcula el valor de a€ R, a >0, para que la funcion

€ ¢ si x<0
ax
f(x)= .
2X+7 .
si x>0
2x+1
sea continuaen x=0.
b) Calcula el limite lim f(x).
2A. Calcula las siguientes integrales:
I—1+XJ2M/; dx, I—z € dx
X e —-3e*+2

Observacion: El cambio de variable t = €* puede ayudarte a calcular la segunda integral.

3A. a) Despeja X en la ecuacion matricial XA—B =2X, donde A, B y X son matrices cuadradas
de orden 3.
b) Calcula X, siendo

300 01 0
A=2 3 0 y B=2 0 -2
12 3 0 -1 3

4A. a) Estudia la posicion relativa de las rectas
Xx—2z=1 X+y+z=1
r= Yy S=
y—-z=2 X—2y+2z=a
en funcion del parametro aeR .
b) Encuentra el punto de corte de las rectas en el caso en que sean secantes.

PROPUESTA B

1B. a) Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion en un punto.
b) Halla el punto de la gréfica de la funcién f (x)=x*+3x*+1 donde la recta tangente tiene

pendiente minima.

. - . 1
2B. a) Esboza la region encerrada entre las graficas de las funciones f (x) = S yg (x) =-2Xx+3

b) Calcula el area de la regidn anterior.

3B. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro me R
X+y-5z=-1
2X—-y—-3z=1-m
X—=2y+2z=m
b) Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible indeterminado.

4B. a) Dados los puntos P(4, 2, 3) y Q(2, 0, -5), da la ecuacién implicita del plano z de modo que
el punto simétrico de P respecto a 7 es Q.

b) Calcula el valor del parametro AR para que el plano determinado por los puntos
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P, Q yR(4,1,0) pase por el origen de coordenadas.

Reserva 1 de 2013

PROPUESTA A

1A. a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Razona que existe al menos un punto en el intervalo (1, 2) donde la recta tangente a la

gréfica de la funcion f(X)=x"+3x"-5x° —15x* + 4x+12 tiene pendiente nula.

2A. Calcula el valor del parametro a€ R, a>0, para que el area de la region comprendida entre
las gréficas de las parébolas f (x)=-x*+a” yg(x)=—-4x*+4a’ sea 32 unidades de superficie.

3A. a) Despeja X en la ecuacion matricial AX =1,—2BX , donde I3 es la matriz identidad de orden

3y A, By X son matrices cuadradas de orden 3.
b) Calcula X, siendo

1 0 1 010
A=|-2 1 -2 y B=[1 0 1
0 0 1 101

4A. Dados los planos 7 =ax+2y+z=4, ac Ry n'=2x—4y-2z=Db, beR:
a) Razona para que valores de a,beR son 7y 7' coincidentes.
b) Razona para que valores de a,beR son 7y 7' paralelos no coincidentes.
c) Razona para que valores de a,beR son 7y 7' perpendiculares.

PROPUESTA B

1B. a) Calcula para que valores del parametro a R se verifica la igualdad

Iim(cos(ax))x% —e?

x—0

b) Calcula el limite

lim &(m—\/ﬁ)

X—>+00

2B. Calcula las siguientes integrales:
I 2C0S X

mdx, j(x2+2x)lnxdx

3B. Dado el sistema de ecuaciones lineales:
X+y—z=0
—4x-2y+mz=0, meR
3X+y+2z2=0

a) ¢Existe algun valor del pardmetro m para el que el sistema sea incompatible?
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b) Estudia para que valor del pardmetro m el sistema tiene alguna solucion distinta de la trivial
x=y=2z=0.
c) Resuelve el sistema para todos los valoresde meR .

4B. Dados el punto P(1,0,1) y la recta

X=A1
r=qy=1+4, 1€R
z2=2+A1
a) Da unas ecuaciones paramétricas de la recta 5 que corta perpendicularmente a r y pasa por el

punto P.
b) Calcula el punto simétrico Q de P respecto ar.

Reserva 2 de 2013

PROPUESTA A

1A. Si la media aritmética de dos numeros reales positivos es 24, calcula el valor de dichos
numeros para que el producto de uno de ellos por el cuadrado del otro sea maximo.

2A. Calcula las siguientes integrales:

I(ZInX+Inxj dx, 1'3\/2x+1 dx

X

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro me R :

2y—z=m
3x-2z=11
y+2=06

2X+Yy—4z=m
b) Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible determinado.

4A. Dado el plano 7=x-z=0 vy las rectas

x=1+41
X+y=2
r=qy=2 , AeR y S=
4y+22=6
z=-1-1

a) Halla el angulo que forman = y r. Razona cuantos planos hay perpendiculares a 7 que
contengan larectar .
b) Halla la posicién relativa de 7 y s. Razona cuantos planos hay perpendiculares a 7 que
contengan la recta s.

PROPUESTA B

1B. a) Enuncia el Teorema del valor medio de Lagrange.

61

Cipri Problemas de Selectividad



LE.S. “Ramon Giraldo”

b) Calcula un punto del intervalo [—2,2] en el que la recta tangente a la gréafica de la funci
f (x)=x?+3x+2 sea paralela a la recta que pasa por los puntos (-2, 0) y (2,12).

2B. El 4rea del recinto encerrado entre la grafica de la parébola f (x)=a(x’-2x), acR, a>0
el eje de abscisas, es de 12 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

3B. Evariste Galois, Niels Abel y Srinivasa Ramanujan fueron tres genios matematicos que antes
sus prematuras muertes dejaron desarrollada una importante obra matematica. Calcula las edades q
tenian cuando fallecieron, sabiendo que su suma es 78, que su media aritmética coincide con la ed
de Abel, y que cuatro veces la edad de Ramanujan mas dos veces la de Abel es nueve veces la ed
de Galois.

4B. a) Determina el valor del pardmetro k € R para que la recta
X=1+4
r=<y=k-4, 1eR
=21
este contenida en el plano 7 =x+2y+z=7.

on

Y

de
ue
ad
ad

b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, obtén la ecuacion implicita de un plano =

que corte perpendicularmente a 7, de modo que la interseccion de ambos planos sea r.

Junio de 2014

PROPUESTA A

1A. a) Calcula los valores de los parametros a,b € R para que la funcion
x*—2x+a si x<0
f (X) 1.2 .
x“+be*+3 si x>0

sea continua y derivable en x =0.
b) Para los valores encontrados, calcula la ecuacion de la recta tangente a la graficade f (x) enel

punto de abscisa x = 0.

2A. Calcula la integral definida
J'Ol(x2 + x+1)e‘X dx

3A. a) Sabiendo que A es una matriz cuadrada de orden 2 tal que |A|=5, calcula razonadamente el

valor de los determinantes [-A], |A™|, |AT|, |A°|

b) Sabiendo que

w P o
o - T
= = e)
I
N
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calcula, usando las propiedades de los determinantes,

5 0 0 O
3-a -b 1-c

2 2a 2b 2c
l+a 1+b 1+4c y

0 30 0 10
3a 3 3

1 4 4 4

4A. a) Halla a € R para que las rectas
X+2y-z=1 X+y=0
r= y Yy S= y

—X+y-32=2 3X+2y+z=a

se corten en un punto.
b) Para dicho valor de a, da la ecuacion implicita de un plano 7 que contengaarys.

PROPUESTA B

1B. a) Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
f(x)=1+x%".

b) Calcula las asintotas de f (x).

2B. Para cada ¢ > 2 definimos A(c) como el &rea de la region encerrada entre la gréfica de

1+ X

f(x)==3

X

el eje de abscisas, y las rectasx =1y x =c.
a) Calcula A(c).

b) Calcula CILrEo A(c)

3B. a) Se sabe que el sistema de ecuaciones lineales

X—2y+3z=4
2X—-y+2=8 aelR
X—5y+az=4

es compatible indeterminado. Calcula a y resuelve el sistema para dicho valor del parametro.
b) Para el valor de a encontrado, da una solucién particular del sistema tal que x =y.

4B. Dados el plano 7 =x—Yy =4 y larecta
{x+z:1
r= aelR
2Xx+y+az=0
se pide:
a) Estudia si existe algun valor del pardmetro a para el que r y 7 sean paralelos.
b) Estudia si existe algun valor del parametro a para el que r y =z se corten
perpendicularmente.
c) Para a = 1, da la ecuacion implicita de un plano 7' que contenga a r y corte
perpendicularmente a 7.
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Septiembre de 2014

PROPUESTA A

1A. a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion
f (x) _ x-1
2X+2

Estudia si tiene puntos de inflexion.
b) ¢En qué puntos de la grafica de f (x) la recta tangente es paralela a larecta Yy =X—2?

2A. a) Eshoza la region encerrada entre las gréaficas de las funciones f (X) =Senx, g (X) =-SenXy
3z

T
las rectas x == yx=—.
2 2

b) Calcula el &rea de la region anterior.

3A. a) Discute, en funcion del pardmetro me R, el rango de la matriz
1 3 -1
A= m+1 3 m-1
m-1 m+3 -1
b) ¢Para que valores del pardmetro me R existe la matriz inversa de A?
4A. a) Estudia la posicion relativa de las rectas

r=x=-y=12 y S=X=y=2-2
b) Calcula la distancia entre r ys.

PROPUESTA B

1B. Para la funcion f (x)=+x*+x+1:

a) Estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus extremos relativos.
b) Estudia si tiene asintota oblicua cuando X — +<o.

2B. Calcula las integrales

J‘eX ixeX o y I4Jr2x2 dx

Nota: en la primera integral puede ayudarte hacer el cambio de variable t =€” .

3B. Encuentra dos matrices A, B cuadradas de orden 2 que sean solucion del sistema matricial
2A+B=C?
A-B=C™

13
C= .
s
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4B. a) Estudia, en funcion del valor del parametro a <R, la posicion relativa de los planos
T =X+y-2=3
m,=X-y+az=-1
my=ax+y—-z=5

b) Calcula, en funcion del parametro a <R, la distancia entre los planos 7, y 7,.

Junio de 2015

PROPUESTA A

1A. Dada la funcién f (x)=e*™ +ax?+b con a,beR:
a) Determina los parametros a,b € R sabiendo que la gréafica de f (x) pasa por el punto (0, 2)

y que en dicho punto tiene un extremo relativo.
b) Para los valores de los pardmetros encontrados, estudia si dicho extremo relativo es un
MAaximo o un minimo.

2A. Dada la funcion
2X+4 si —2<x<0
g(X):{(zx—z)z si 0<x<1
a) Esboza la region encerrada entre la grafica de g(x) y el eje de abscisas.
b) Calcula el area de la region anterior.

3A. a) Despeja X en la ecuacion matricial XA+B= X, donde A, B y X son matrices cuadradas

de orden 3.
b) Calcula X, siendo

0 0O 0 3 -2
A=|1 0 O y B=|-1 4
2 10 1 2 1

4A. a) Calcula la distancia del punto P(-1,2,0) a larecta
; :{—x+ y+2z=0
y+z=1
b) Calcula el punto simétrico de P respecto de I'.

PROPUESTA B

1B. Calcula el dominio y las asintotas de las siguientes funciones

J2x = x X

=S ¥ W ppa

2B. Dada la funcién f (x)=(x+1)e™, se pide:
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a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de f (x).

b) Encuentra una primitiva de la funcion f (x) que pase por el origen de coordenadas.

3B. He pensado un nimero de tres cifras tal que la cifra de las decenas es la media aritmética de las
otras dos. Ademas, si a dicho nimero se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la

diferencia es 198. Por Ultimo, las tres cifras de mi nimero suman 12.
a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que recoja la informacion anterior y clasificalo. Para
ello, puede serte util observar que el nimero cuya cifra de las centenas es X, la de las decenas

y, Yy la de las unidades Z , puede expresarse como 100x+10y+z.
b) Determina, si el problema tiene solucidn, el nimero de tres cifras que he pensado.

4B. Dados los puntos A(LA+1,-1), B(2,4,0) yC(2+2,0,1), se pide:
a) Estudia si existe algin valor del pardmetro 1 <R parael que A, By C estén alineados.
b) Para 1 =-1, da la ecuacion implicita del plano 7 que contiene a los puntos A, By C.

Septiembre de 2015

PROPUESTA A
1A. Calcula los siguientes limites:
__In(1+2x) _ 1
IXII](‘)]W y I)('Eg (1+tan X)X+senx

Nota: tan x denota a la tangente de X.

2A\. a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f (x)=x* en el punto de abscisa x =2

b) Esboza la region encerrada entre la gréfica de f (x), la recta calculada en el apartado a) y el eje

de ordenadas.
c) Calcula el area de la region anterior.

3A. a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.
b) Razona que el sistema de ecuaciones lineales

X+3y—-3z=4
2Xx—-y+z=1 aelR
3Xx+2y—az=5

no es compatible para ningun valor de acR.
c) Resuelve el sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

2X-y+2=3
4A. Dada larecta r =
X—z=1
a) Da laecuacion del plano 7z perpendicular a I' que pasa por el punto P(2,1,1).

b) Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los tres puntos
que resultan al hacer la interseccion de 7 con los ejes coordenados.
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PROPUESTA B

1B. Determina cémo dividir un segmento de 90 cm en dos trozos, de forma que la suma del area de
semicirculo cuyo didametro es uno de ellos y el area de un triangulo rectangulo que tiene como base
el otro trozo y cuya altura es 7 veces su base, sea minima.

Nota: recuerda que el area de un circulo de radio I' es 7zr?.

2B. Calcula las integrales

J‘%(4x3_(‘/§)dx y J'xlnx dx

3B. a) Despeja X en la ecuacion matricial AX —A=2A%, donde Ay X son matrices cuadradas de

orden 3.
b) Calcula X, siendo

2
0
-1

¢) Calcula los determinantes de las matrices A™ y A,

A=

o R K
o R O

4B. Dados el plano 7=x+ay+3z=2, a€R, ylarecta
i :{x—2y+z =-1
2x—-y=0
a) Halla a para que ~ yr se corten perpendicularmente.
b) Halla & para que = yr sean paralelos.

Junio de 2016

PROPUESTA A

1A. Dada la funcién f (X)=Xx’+3x*+ax—6, ae R se pide:
a) Determinar el valor del parametro a e R para que la pendiente de la recta tangente a la grafica
de f (X) en su punto de inflexion sea —3.
b) Para el valor del parametro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos de

crecimiento y decrecimiento de f (X)

2A. Calcula la integral definida

/4

Z- COS+/X
JZ Vx dx

0 2
Nota: puede ayudarte hacer el cambio de variable t = Jx y a continuacién aplicar integracion por
partes.
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3A. a) Discute el sistema de ecuaciones lineales en funcion del pardmetro me R
X—y+mz=0
4x—-3y+2z=m
-mx+y—-z=1-m

b) Calcula la solucién cuando el sistema sea compatible indeterminado.

4A. Sea I' larecta determinada por el punto P(1,0,1) y el vector v =(1,-1,0).
a) Calcula el punto de r més cercano al punto Q(0,0,1).
b) Calcula el punto simétrico de Q respectoa r.

PROPUESTA B

1B. a) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

b) Razona que la ecuacion 3" + x° =0 tiene al menos una solucion real.
¢) Razona que, de hecho, dicha solucién es Unica.

2B. a) Calcula el 4rea de la region acotada por las gréaficas de las parabolas f (x)=x*-4x+3y
g(x)=—x"+2x+11.

b) Calcula c e R para que las rectas tangentes a las graficas de f (x) y g(x) en el punto de abscisa
X = C tengan la misma pendiente.

3B. Sabiendo que

2 2 3
X y z|=10
a 2b 3c

donde X,Y,Z,a,b,c R, calcula los determinantes

0 3x y z
14 14 21
0 3a 2b 3c
X+4 y+4 72+6 y
0 6 2 3
a 2b  3c 50 0 0
5 5 5

indicando las propiedades que usas en cada caso para justificar tu respuesta.

4B. Dados los planos
m=axX+y+21=2, m,=X+y+z=0 Yy m=Xx+ay+z=a
donde aeRR, se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de los planos anteriores en funcion del parametro ac R .
b) Para el valor a =1, calcular la distancia entre 7, y 7.

Septiembre de 2016
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PROPUESTA A

1A. Se quiere construir un deposito de chapa abierto superiormente con forma de prisma recto de
base cuadrada, de 100 m? de capacidad, lo mas econémico posible, sabiendo que:

e El coste de la chapa usada para los laterales es de 100 euros el metro cuadrado.

e El coste de la chapa usada para la base es de 200 euros el metro cuadrado.

2A. Dada la funcion
g(x)=(x+b)cosx , beR
a) Calcula la primitiva G(x) de g(x) que verifique G(0)=1.
b) Calculael valor de b e R sabiendo que
lim S () -9'(%) _,
x—0 X
3A. Dadas las matrices
1 0 O
1 0 1 2 3 3 21
Az( J,Bz 0 1 O ,Cz[ ]yDz( ]
-1 1 -1 2 -3 010
0 -1 1

a) ¢Que dimension debe tener una matriz X para poder efectuar el producto matricial AXB ?
b) Despeja X en la ecuacion matricial AXB+C =D
c) Calculala matriz X .

4A. Dadas las rectas

X=-1+2
r52—x=y—2=§ y s=ly=-1+1 conieR
z=Cc-31

donde c R, se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de r y s en funcion del parametro ce R .

b) Hallar el punto de interseccion de r ys cuando dichas rectas sean secantes.

PROPUESTA B

1B. Dada la funcion
f(x)=2xe"™

se pide:
a) Estudiar si tiene asintotas horizontales.
b) Calcular sus puntos de inflexion.

2B. Dadas las funciones f (x)= 2 y g(x)=3-x, se pide:
X

a) Esbozar la region encerrada entre las graficas de f (X) Y9 (X) :
b) Calcular el area de la region anterior.

3B. a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.
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b) Razona que un sistema de tres ecuaciones lineales con cuatro incognitas no puedes ser compatible
determinado.
c) Determina para qué valores del pardmetro a <R el sistema
2X+y—-z2+2t=2
5x+y+2z=1
X+8y—-5z+6t=a
es incompatible.

4B. Dados los planos
X=1+A+u
r=2X-3y+z2=0 y 7xa'=y=A-u con A, ueR
2=2+21+u
y el punto P(2,-3,0), se pide:
a) Hallar la ecuacion continuade larecta I' que pasapor P yesparalelaalarecta S determinada
por la interseccionde 7 y 7.

b) Calcular el angulo entre los planos 7y 7.

Junio de 2017

PROPUESTA A

1A. Dada la funcién

X’ +a si x<2
f(X)= 2 .
—X“+bx-9 si x>2

a) Calcula razonadamente los parametros a 'y b para que f (X) sea derivable en todo R .
b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado anterior,

la funcion f (X) verifica las hipotesis del teorema en el intervalo [—2, 6] :

2A. Con una chapa metalica de 8x5 metros se desea construir, cortando cuadrados en las esquinas,
un cajon sin tapa de volumen maximo. Halla razonadamente las dimensiones de dicho cajon.

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ac R :

ax — vy + z = a-4
2X + y — az = a-1
y - z = -3

b) Resuelve razonadamente para el valor a =—1.

4A. Dado el punto P(2,0,-1) y las rectas
- -y+2z+4=0
_Xx=2_y+l_z y SE{X y+27+

-1 2 6 X+z+1=0

70
Cipri Matematicas I




|.E.S. Ramdn Giraldo

a) Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s.
b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por P es paraleloa r yas.

5A. a) Los operarios A, B y C producen, respectivamente, el 50 %, el 30 % y el 20 % de las
resistencias que se utilizan en un laboratorio de electronica. Resultan defectuosas el 6 % de las
resistencias producidas por A, el 5 % de las producidas por B y el 3 % de las producidas por C. Se
selecciona al azar una resistencia:

a.1) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa.

a.2) Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del operario A.
b) Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de 5 unidades. Calcula razonadamente la
probabilidad de:

b.1) Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B.

b.2) Que en una caja haya al menos dos fabricadas por B.

n| P 001 o005 010 015 02 025 030 033 035 040 045 049 0,50
5|0 0,9510 0,7738 0,5905 04437 03277 0,2373 0,1681 0,1317 0,1160 0,0778 0,0503 0,0345 0,0313
1 0,0480 0,2036 0,3281 03915 04096 0,3955 03602 0,3292 0,3124 0,2392 0,2059 0,1657 0,1563
2 0,0010 0,0214 00729 0,1382 0,2048 0,2637 0,3087 0,3292 0,3364 0,3456 0,3369 0,3185 0,3125
3 0,0000 0,0011 00081 00244 00512 0,0879 0,1323 0,1646 0,1811 0,2304 0,2757 0,3060 0,3125
et 0,0000 0,0000 0,0005 00022 00064 0,0146 0,0284 0,0412 0,0488 0,0768 0,1128 0,1470 0,1563
5 0,0000 0,0000 0,0000 00001 00003 0,0010 00024 0,0041 0,0053 0,0102 00185 0,0282 0,0313
PROPUESTA B
1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:
3 2
X +3x" -4 _xIn(x+1)
a) lim ———— b) lim————
x>-2X° +5X° +8x+4 x>0 2 —2C0S X

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

2B. Dadas las funciones f (x)=-x*y g(x)=x*-2x-4:
a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por sus gréaficas.
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la gréafica de g(x) en el punto de

abscisa x =-3.

3B. Dadas las matrices

2 1 0 -1 0 1 0 1 0
A=-1 0 0,B={2 -1 0,yC=0 3 0
1 2 1 1 0 O -1 0 -1

a) ¢Tiene inversa la matriz 21, + B ? Razona la respuesta.
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que 2X +C = A— XB.

4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta, en su forma general o implicita, que contiene
a los puntos P(0,1,-2) y Q(4,-3,0).
b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de P yQ, y que pertenezca a la recta:
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X=2+A1
r=<y=—-4 condelR
z=-5

5B. a) En mi casa dispongo de dos estanterias Ay B. En A tengo 20 novelas, 10 ensayos y 10 libros
de matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de matemaéticas. Elijo una estanteria al azar y de
ella, también al azar, un libro. Calcula razonadamente la probabilidad de que:

al) El libro elegido sea de matemaéticas.

a2) Si el libro elegido resulto ser de matematicas, que fuera de la estanteria B.
b) El tiempo de espera en una parada de autobus se distribuye segun una distribucién normal de media
15 minutos y desviacion tipica 5 minutos.

b1) Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos.

b2) ¢(Cuantos minutos de espera son superados por el 33 % de los usuarios? Razona la

respuesta.

a 0,00 0,01 002 003 0,04 005 006 0,07 0,08 0,09
0,0 [0,5000 0,5040 055080 0,5120 0,5160 0,5199 05239 05279 0,5319 0,5350
0,1 | 05398 0,5438 0,5478 05517 05557 0,5596 0,5636 05675 05714 0,5753
0,2 | 05793 0,5832 0,5871 0,5910 05948 0,5087 0,6026 0,6064 06103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 06331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 06554 0,6591 0,6628 0,6664 06700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879

Septiembre de 2017

PROPUESTA A

1A. a) Calcula razonadamente el &rea de la region determinada por la curva f (x)=(x-1)(x+2),

las rectas X=-3, X=2y el eje de abscisas. Esboza dicha region.
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién f (x) en el
punto de abscisa x=2.

2A. a) Determina el valor de k e R para que la siguiente funcion sea continuaen x=0:
1

( X+1)X si x<0
f(x)=1 2x+1
6x+k si x>0

b) Enuncia el teorema de Bolzano y comprueba si la ecuacion cosx =2 —x tiene alguna solucion real
en el intervalo [0,27].

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ac R :

ax + y + z =1
X + ay + z =0
X + y + az =0

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a=0.
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4A. Dados los planos o =—-x+2y+z+2=0y f=-2y+z=0:
a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas y los puntos
de interseccion del plano « con los tres ejes coordenados.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general o implicita de la recta paralela a los planos a 'y 8
que pasa por el punto P(0,-1,3).

5A. a) En una empresa hay tres robots A, B y C dedicados a soldar componentes electrénicos en
placas de circuito impreso. El 25 % de los componentes son soldados por el robot A, el 20 % por el
B y el 55 % por el C. Se sabe que la probabilidad de que una placa tenga un defecto de soldadura es
de 0,03 si ha sido soldado por el robot A, 0,04 por el robot B y 0,02 por el robot C.

al) Elegida una placa al azar, calcula razonadamente la probabilidad de que tenga un defecto

de soldadura.

a2) Se escoge al azar una placa y resulta tener un defecto de soldadura. Calcula razonadamente
la probabilidad de que haya sido soldada por el robot C.
b) Lanzamos cinco veces una moneda trucada. La probabilidad de obtener cara es 0,6. Calcula
razonadamente la probabilidad de:

b1) Obtener exactamente tres caras.

b2) Obtener mas de tres caras.

P

n| 0,01 005 0010 015 020 025 030 033 035 040 045 049 0,50
5|0 0,510 0,7738 0,5905 0,4437 0,3277 0,2373 0,681 0,1317 0,1160 0,0778 0,0503 0,0345 0,0313
1 0,0480 0,2036 0,3281 0,3915 0,4096 0,3955 0,3602 0,3202 0,3124 0,2592 0,2039 0,1657 0,1563
2 0,0010 0,0214 0,0729 0,1382 02048 0,2637 0,3087 0,3202 0,3364 0,3456 0,3369 0,3185 0,3125
3 0,0000 0,0011 0,0081 0,0244 00512 0,0879 0,1323 0,1646 0,1811 0,2304 0,2757 0,3060 0,3125
4 0,0000 0,0000 0,0005 0,0022 00064 0,0146 00284 00412 0,0488 0,0768 0,1128 0,1470 0,1563
5 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 00003 0,000 00024 00041 0,0053 0,0102 00185 0,0282 0,0313
PROPUESTA B

1B. Halla razonadamente las dimensiones mas econdmicas de una piscina de 32 m* con un fondo
cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y el suelo necesiten la cantidad minima de
material.

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
3 2
X*+2x°+x-10 )
a dx b) | x°Inx dx
) J. X2+ X—2 ) I
Nota: In denota el logaritmo neperiano

3B. Dadas las matrices

011 -1 0 1 1 10
A=1 0 0, B={0 -1 0jyC=0 3
0 01 1 1 0 -1 0 1

a) Calcula razonadamente At
b) Calcula razonadamente la matriz X que verificaque AX +B = C?.

4B. a) Halla razonadamente el valor de a<RR para que el plano ¢ =X—-Yy—-az+5=0 sea paralelo a
la recta
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X-2 'y 2z

r=—

3 5 2
b) Calcula razonadamente la distancia del punto P(l, 2,3) alarectar= XT_:% =y-1=1z.

5B. a) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que la segunda bola extraida sea blanca.

a2) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, que la primera fuera roja.
b) El tiempo de duracion de las llamadas telefénicas a través de cierta centralita se distribuye segun
una distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos.

b2) El tiempo de duracion que no es superado por el 33 % de las llamadas.

a 0,00 0,01 002 003 004 005 006 0,07 0,08 0,09
0,0 [0,5000 0,5040 05080 05120 0,5160 0,5199 05239 05279 0,5319 0,5359
0,1 | 05398 0,5438 0,5478 05517 05557 0,5596 0,5636 05675 05714 0,5753
0,2 | 05793 0,5832 0,5871 05910 05948 0,5087 0,6026 0,6064 06103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 06331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 06554 0,6501 0,6628 0,6664 06700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879

Junio de 2018

PROPUESTA A

1A. a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonadamente que la grafica de la funcién
f (x)=x"+x+1 corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [-1,1].

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando X recorre
toda la recta real.

2A. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

eX
[ e ®

Nota: En la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable €* =t .

a) j:(xz —1)cosx dx

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ac R :
X + 3y — az = 4
X + ay + z = 2
X + 4y — 5z = 6

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a=2.

4A. Dado el plano @ =4x+2y+42-15=0y el punto A(2,-31):
a) Calcula la distancia del punto A al plano « .
b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al plano

o seaigual a la distancia del punto A al plano « .
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5A. a) Una planta industrial tiene tres maquinas. La maquina A produce 500 condensadores diarios,
con un 3 % de defectuosos, la maquina B produce 700 con un 4 % de defectuosos y la C produce 800
con un 2 % de defectuosos. Al final del dia se elige un condensador al azar.

al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuoso.

a2) Si es defectuoso, calcula razonadamente la probabilidad de que haya sido producido por la

maquina A.
b) Lanzamos un dado perfecto cinco veces. Sea X la variable “Numero de multiplos de tres que
pueden salir”.

b1) Calcula razonadamente la media y la desviacion tipica de la variable X .

b2) Calcula razonadamente la probabilidad de obtener cuatro o mas multiplos de tres.

no Pl oo1r o005 010 015 020 025 030 033 035 040 045 049 0,50
15 o 0,0510 0,7738 0,5005 0,4437 0,3277 02373 0,1681 0,1317 0,1160 0,0778 0,0503 0,0345 0,0313
1 0,0480 0,2036 03281 0,3015 0,4006 0,3055 0,3602 0,3202 03124 0,2502 020590 0,1657 0,1563
2 0,0010 0,0214 0,0720 0,1382 02048 02637 023087 0,3202 03364 0,3456 03369 023185 03125
3 0,0000 00011 00081 0,0244 0,0512 00879 0,1323 0,1646 0,1811 0,2304 02757 03060 0,3125
4 0,0000 0,0000 0,0005 0,0022 0,0064 00146 00284 00412 00488 0,0768 0,1128 0,1470 0,1563
5 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 00010 00024 0,0041 00053 0,0102 0,0185 0,0282 0,0313
PROPUESTA B

1B. a) Prueba que cualquiera que sea la constante a, la funcion f (X) =X’ -5x* +7x+a cumple las

hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [1, 3] :

b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1, 3) cuya existencia asegura el teorema de
Rolle.
c) Calcula razonadamente los puntos de la gréafica f(x)=x-5x"+7x donde la recta tangente tenga

la misma pendiente que larecta Y =4X+2.

2B. Dadas las funciones f(x)=2xe™yg(x)=x’", calcula razonadamente el area del recinto
cerrado limitado por las graficas de las funciones.

3B. a) Encuentra los valores del parametro a <R para que la siguiente matriz tenga inversa:

a-1 1 -1
A=l 0 a-2 1
a 0 2

-1
b) Para a = 2 calcula razonadamente A~ y comprueba el resultado.

c) Para a =0 calcula razonadamente el valor de los determinantes ‘A_l‘ y [2A.
4B. Dados los vectores U=(0,11), v=(11-1) y w=(2,0,3):

a) Determina el valor de 41 R tal que el vector u— Av sea perpendicular a w.
b) ¢Son linealmente dependientes los vectores u, vy w?
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c) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pase por el punto
P(2,0,2) y que sea perpendicular simultaneamente a los vectores u y v .

5B. a) El 60 % del censo de una ciudad son mujeres. Las preferencias de las mujeres por los tres
partidos que se presentan so: el 30 % vota a A, el 50 % vota a B y el resto a C; mientras que entre los
hombres las preferencias son: el 10 % vota a A, el 60 % a B y el recto a C. Elegida al azar una persona
del censo, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Ser hombre y votante de C.

a2) Si resulté ser votante de B, que sea mujer.
b) Las notas que se han obtenido por 1000 opositores han seguido una distribucién normal de media
4,05 y desviacion tipica 2,5.

Bb1) ;Cuéntos opositores han superado el 5? Razona la respuesta.

b2) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de corte.

a 000 001 002 003 004 005 006 0,07 0,08 0,09
0.0 [0,5000 05040 055080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0.1 | 0,5398 05438 05478 05517 05557 05596 0,5636 05675 05714 0,5753
0.2 | 05793 05832 05871 05910 05948 05987 0,6026 06064 0,6103 0,6141
0.3 | 0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 06368 0,6406 06443 0,6480 0,6517
0.4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 06736 06772 0,6808 0,6844 0,6879

Julio de 2018

PROPUESTA A

1A. Después de la administracion via oral de un farmaco, la concentracion de este en sangre sigue el
modelo: C(t)=at’e™, donde t €[0,+x) es el tiempo en horas transcurridas desde la administracion
yabeR".

a) Determina los valores de a Y b para que el modelo de la concentracion tenga un extremo relativo
en el punto (2,8e).

b) Segun el modelo anterior, ¢a qué valor tiende la concentracion de este farmaco a largo plazo?
Interpreta el resultado. Nota: a largo plazo se entiende como que t — +oo.

2A. Dada la funcion

2

X +a si x<0
f(X)= Xx-1
bx-1 si x>0

a) Calcula razonadamente los parametros a y b para que f (x) sea derivable en todo R .

b) Calcula razonadamente el parametro b para que Lz f(x)dx=4.

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro ac R :
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X — 'y - 7 = 1
X + 2y + z = -4
X — 4y - 3z = a*-3

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = —3.

4A. Dados los puntos A(-1,30), B(2,0,-1) y la recta r interseccion de los planos
a=Xx-2y-6=0y f=2y+z=0.

a) Calcula la distancia del punto A alarecta r.
b) Encuentra razonadamente el punto de la recta r cuya distancia al punto A sea minima.

¢) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por Ay B sea paralelo a la
recta I.

5A. a) En una tienda de ldmparas tienen tres proveedores A, B'y C. A suministra el 20 %, B el 10% y
C el resto. De las ldmparas de A salen defectuosas el 5 %, de las de B el 4 % y de las de C el 2 %.
Elegida una ld&mpara al azar de la tienda, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salgan defectuosas.

a2) Si resultd defectuosa, que fuera suministrada por B.
b) Una parte de un examen consta de cinco peguntas tipo test. Se aprueba dicha parte si contestas
correctamente al menos tres preguntas. Calcula razonadamente la probabilidad de aprobar dicha parte,
contestando al azar, cuando:

b1) Cada respuesta tiene dos items, solamente uno verdadero.

b2) Cada respuesta tiene cuatro items, solamente uno verdadero.

no Pl po01 005 010 015 020 025 030 033 035 040 045 049 0,50
5 0 09510 0,773% 05905 0,4437 023277 02373 01681 0,1317 0,1160 00778 0,0503 0,0345 0,0313
1 0,0480 02036 0,3281 0,3015 0,4006 03955 03602 03202 0,3124 02502 0,2050 0,1657 0,1563
2 0,0010 0,214 0,0729 0,1382 0,2048 02637 03087 03292 0,3364 03456 0,3369 03185 0,3125
3 0,0000 0,0011 00081 0,0244 00512 00879 0,1323 0,1646 0,1811 02304 0,2757 03060 0,3125
4 0,0000 0,0000 0,0005 0,0022 0,0064 00146 00284 0,0412 0,0488 00768 0,1128 0,1470 0,1563
5 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010 00024 00041 0,0053 00102 0,0185 00282 0,0313
PROPUESTAB

1B. Determina razonadamente el punto (X,Y) de la pardbola y=x*+1 en el que la suma de sus

coordenadas alcanza su minimo valor.
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la parabola dada en el punto

de abscisa x = —%.

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:

2x3 —x* +2
a) J. )(2—— dx b) I12(2x—3)ex‘1 dx

afo 7)o o)

a) Halla razonadamente dos parametros a Y b tales que A> =aA+bl .

3B. Dadas las matrices
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b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican que (A—X)(A+ X )=A>- X2,

4B. Dados los puntos A(-1,2,0), B(1,0,-4) Y larecta

X =1 - A
r=<y = A
Z = 3 + A

a) Calcula razonadamente un punto C de larecta I' que forme con A y B un tridngulo isésceles
con el lado desigual en AB.
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta perpendicular a la recta I' y al

vector AB y que pase por el punto A.

5B. a) En una clase el 80 % aprueba la asignatura de Biologia, el 70 % aprueba la asignatura de
Matematicas y el 60 % aprueba Biologia y Matematicas.
al) Si se elige un estudiante al azar, ¢cudl es la probabilidad de que apruebe alguna de las
asignaturas?
a2) Si se elige un estudiante y ha aprobado Biologia, ¢cuél es la probabilidad de que también haya
aprobado Matematicas?
b) Un dispensador de cierto refresco esta regulado de manera que cada vez descargue 25 cl de media.
Si la cantidad de liquido dispensado sigue una distribucion normal de varianza 4:
b1) Calcula razonadamente la probabilidad de que descargue entre 22 y 28 cl. (0,75 puntos)
b2) Calcula razonadamente la capacidad minima de los vasos que se usen, redondeada a cl, para
que la probabilidad de que se derrame el liquido sea inferior al 2,5 %.

a 0,00 001 002 003 004 0,05 006 007 008 0,09
1,5 [0,9332 00345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,406 0,9418 0,0429 0,9441
1.6 | 0,9452 00463 09474 0,9484 09495 0,9505 09515 0,9525 09535 0,9545
1.7 | 09554 009564 09573 0,9582 09591 0,9599 0,9608 09616 09625 0,9633
1.8 | 0,9641 00649 09656 0,9664 09671 0,9678 0,9686 0,9603 0,9699 0,9706
1.9 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 0,9756 09761 0,9767

Junio de 2019

PROPUESTA A

1A. a) Determina el valor de @ y de b para que lafuncion f (x) sea derivable en todo R

ax’ +bx+2 si x<1

f(x)=

b) Comprueba si la funcion f (x)= x*—4 verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo
[-3.3].

b .
avX—— si x>1
X

2A. a) Calcula razonadamente el area de los recintos limitados por la funcion g(x)=-x*+2x+3, la
recta x =—2 Yy el eje de abscisas.
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b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcion g (x) en el
punto de abscisa x = 4.

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a e R

ax + 2y = a’
-X + Yy 4+ z = 5
X — ay — z = —(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor de a=1.

4A. Dados los puntos A(1,2,0), B(0,-1,2),C(2,-13) yD(10,1):

a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que por Ay B yes
paralelo a la recta que pasa por CyD.

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B,C yD.

5A. a) Una fabrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comunidad
Auténoma, una fabrica B produce el 20 % y la fabrica C el resto. El controlador de calidad sabe que
son defectuosos el 4 % de los tractores fabricados por A, el 10 % de los fabricados por By el 2 % de
los fabricados por C.
Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:

al) No salga defectuoso.

a2) Si resultd defectuoso, que no fuera fabricado por C.
b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la
pizarra. Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan
a la pizarra:

b1) Tres chicas.

b2) Al menos tres chicos.

P

n 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

[\ U I

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3202
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0.1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0.2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0.3125
0,1563
0,0313

PROPUESTA B

1B. Calcula razonadamente los siguientes limites:
X
. [ 2e*t
a) I|m(
-1 x+1

2B. Dadas las funciones f (X)=

1

2
_ex —l_X

b) lim

yg(x)

1+ x?

2

2

x>1X% +4X+3

X
=—_—con xeR.

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f (x) y g(x)
b) Calcula razonadamente el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f (x) y g(x)
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3B. Dadas las matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A=1-1 1 0|,B=(0 1 1(yC=11 0
2 -1 0 1 -1 2 01 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que AX —2B=C.

x—1:%: Z;rl, el punto P(3,1,-1) y el plano r=2X+Yy-7=0.

a) Calcula la distancia del punto P alarecta I .
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por

el punto Q, siendo Q el punto de corte de larecta I' y el plano paralelo azz que contiene a P.

4B. Sean larecta r =

5B. a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se
activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de que
se active el segundo es de 0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una emergencia:
al) Se active al menos uno de los dos sensores.
a2) Se active solo uno de los sensores.
b) EIl tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencion quirdrgica sigue una distribucion
normal N (10,2). Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden

realizar:
b1) Entre 6,5y 13 horas.
b2) En menos de siete horas.

a 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

1,5 | 0,9332 0,9345 0,9357 09370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 0,9463 0,9474 09484 0,9495 0,9505 09515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 09554 0,9564 0,9573 09582 0,9591 0,9599 0,9608 09616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 09671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0,9767

Julio de 2019
PROPUESTA A
: - > 2 ==X .. :
1A. a) Estudia la continuidad en todo R de la funcion f(x):? indicando los tipos de

discontinuidad que aparecen.
b) Calcula las coordenadas de los extremos relativos de la funcion g(x)=xe™.

2A. a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por las graficas de las funciones
f(x)=16-x*y g(x):(x+2)2 -4,
b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x)=16-x’
en el punto de abscisa x=1.
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3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro ac R .

x - (a-2)y - z = 1
X - 2y + 7 = -4
X - 3y + az = -a’
b) Resuélvelo razonadamente para el valor de a = 3.
X=1+A+u
4A.Dada|arectarzx—_llz%:gyelplanoﬁz y=A-u conAueR.
z=-1+21

a) Determina razonadamente la posicion relativade ry .

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano perpendicular al plano 7 y que contiene
alarecta I.

5A. a) Sean AYB dos sucesos de un experimento aleatorio cuyas probabilidades son P(A)=0,75
y P(B)=0,35. Calcula razonadamente las probabilidades que deben asignarse a los sucesos

AUB YyANB en cada uno de los siguientes casos:
al) Si AyB fuesen independientes.

a2) Si P(A4)=0,6.
Nota: P(%) denota la probabilidad condicionada.

b) EIl 1 % de los cheques que recibe un banco no tienen fondos. Razona la respuesta de las siguientes
preguntas:
b1) Si en una hora recibe cinco cheques, ¢cudl es la probabilidad de que tenga algin cheque sin
fondos? Redondea el resultado a la centésima.
b2) El banco dispone de cinco sucursales en una ciudad, ¢cudl es la probabilidad de que al menos
tres sucursales de esa ciudad reciban algun cheque sin fondos?

p

n 0,01

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,33

0,35

0,40

0,45

0,49

0,50

0,9510
0,0480
0,0010
0,0000
0,0000
0,0000

T N OR

0,7738
0,2036
0,0214
0,0011
0,0000
0,0000

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005
0,0000

0,4437
0,3915
0,1382
0,0244
0,0022
0,0001

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,1317
0,3292
0,3292
0,1646
0,0412
0,0041

0,1160
0,3124
0,3364
0,1811
0,0488
0,0053

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0503
0,2059
0,3369
0,2757
0,1128
0,0185

0,0345
0,1657
0,3185
0,3060
0,1470
0,0282

0,0313
0,1563
0,3125
0.3125
0,1563
0,0313

PROPUESTA B

1B. a) Demuestra que la ecuacion sen x —2x+1=0 tiene al menos una solucion real en el intervalo
[O, 7r] .

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de soluciones de la ecuacion anterior cuando
x [-200,200].

2B. Calcula razonadamente las siguientes integrales:
1 1
a x+1)e *dx b) | ———dx
JL’( ) )j Vx (1+x)
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Nota: en la integral b) puede ayudarte hacer el cambio de variable t = Jx .

3B. Dadas las matrices

a 0 o0
1 01
A=/{0 1 a |yB=
0 10
1 0 a+2

a) Calcula razonadamente el rango de la matriz A segun los valores del pardmetro ac R .
b) Para a =1 calcula razonadamente la matriz X que verifica que XA=B-X..

4B. a) Dados los vectores U=(~10,-2), v=(a,b,1) y w=(2,5,¢), halla razonadamente el valor de

a, b y ¢ para que los vectores u y v sean ortogonales y para que el vector W sea igual al producto
vectorial de u y v.

b) Determina razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
P(-131) y es perpendicular al plano 7=X+y+2z-3=0. Comprueba si los puntos
Q(1,5,5) y R(0,4,2) pertenecen o no a la recta.

5B. a) En la sala de pediatria de un hospital el 70 % de los pacientes son nifias. De los nifios el 40 %
son menores de 36 meses y de las nifias el 30 % tienen menos de 36 meses. Un pediatra entra en la
sala y selecciona un paciente al azar. Calcula razonadamente la probabilidad de:

al) Que no tenga menos de 36 meses.

a2) Si el paciente resulta ser menor de 36 meses, que sea nifia.
b) En una de las pruebas de acceso al cuerpo de ingenieros de la Administracion Pablica se realiza
un test de 100 items a 450 opositores. Cada item vale un punto y se supera la prueba si se obtienen al
menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones obtenidas por los opositores siguen una
distribucion normal de media 60 puntos y desviacion tipica 10 puntos, calcula razonadamente:

b1) La probabilidad de obtener 75 o0 més puntos.

b2) El nUmero de opositores que obtuvieron menos de 75 puntos.

a 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

1,5 | 0,9332 0,9345 0,9357 09370 0,9382 0,9394 09406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 | 0,9452 09463 0,9474 09484 0,9495 09505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 0,9554 09564 0,9573 09582 0,9591 09599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 09713 09719 0,9726 09732 0,9738 09744 0,9750 09756 0,9761 0,9767

Modelo de 2020

1. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcidn del parametro d € R
ax + 2y = a’
-X 4+ Yy + 7 = 5
x — ay — z = —(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor 2 =1.
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2. Dadas las matrices

-1 -1 -1 1 2 2 011
A=-1 1 0|,B=0 1 1jyC=110
2 -1 0 1 -1 2 012

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) Calcula razonadamente la matriz X que verificaque AX -2B=C.

3. a) Determina el valor de a y de b para que la siguiente funcién f (X) sea derivable en todo R
ax’ +bx+2 si x<1
F(x)=

b ]
avX—— si x>1
X

b) Comprueba si la funcion f (X) =X’ ~4 verifica las hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo
[-2.3).

4. Calcula razonadamente los siguientes limites:

_[2e* ) e
) ..m[ j by lim & =X

o1 x+1 x>1X% +4X+3

; . .. . 2
5. a) Calcula razonadamente el &rea de los recintos limitados por la funcién g(X) =-X"+2X+3, Ia

recta X=—2 vy el eje de abscisas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la gréfica de la funcion g (X) en el

punto de abscisa X=4.

6. Sean la recta rEXT_lz%:ZTH, el punto P(3,1-1) y el plano 7 =2x+y—-2=0.

a) Calcula la distancia del punto P alarecta I'.
b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por

el punto Q, siendo Q el punto de corte de larecta I' y el plano paralelo a 7z que contienea P.

7. Dados los puntos A(1,2,0), B(O,—l,Z), C(Z,—l,3) y D(l,O,l)

a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que pasa por Ay B
y es paralelo a la recta que pasa por CyD.
b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, CyD.

8. a) Una fabrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comunidad Auténoma,
una fabrica B produce el 20 % vy la fabrica C el resto. El controlador de calidad sabe que son
defectuosos el 4 %. de los tractores fabricados por A, el 10 % de los fabricados por B y el 2 % de los
fabricados por C. Elegido un tractor al azar, calcula razonadamente la probabilidad de:
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al) No salga defectuoso.

a2) Si resulté defectuoso, que no fuera fabricado por C.
b) En mia clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la
pizarra. Calcula razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan
a la pizarra:

b1) Tres chicas.

b2) Al menos tres chicos.

n ';\.\\_\p 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 025 0,30 0,33 0,35 0,40 0,45 0.49 0,50
~.
(5|0 09510 07738 05905 04437 03277 02373 01681 0.1317 0.1160 00778 00503 00345 0,0313
1 0.0480 0,2036 03281 03915 04096 03955 03602 03292 03124 02592 0.2059 01657 00,1563
2 0.0010 0,0214 00729 01382 02048 02637 03087 03292 03364 03456 03369 03185 03125
3 0.0000 00011 00081 00244 00512 00879 01323 0.1646 01811 02304 02757 03060 03125
1 0.0000 0,0000 00005 00022 00064 00146 00284 0.0412 0488 00768 01128 01470 0,1563
5 0.0000  0,0000 00000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 00185 00282 00313
L3
Julio de 2020
1. a) Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene inversa
1 a+1 2 1
0 2 1 a
A=
a 0 10
a 0 20
b) Calcula razonadamente todos los posibles valores x, y, z para que el producto de las matrices

x 1 3 1
Cz( ] yDz( j conmute.
y z 1 -1

2. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro € R :

ax — ay — z = a
ax — ay = a
ax + 2y -z =1

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para @ =2, si es posible.

3. Dada la funcion

i Si X<2
-2
f(x): s( ) si 2<x<3
(—) Sl X>3

3—X

a) Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los puntos en
los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

b) Calcula razonadamente el siguiente limite:
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) xe™*
lim >
x01 4 2x—cos(x )

4. Sea lafuncion f(X)—XZLXJrl
' X% +1
a) Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcion f(X) y

clasificalos.
b) Calcula la ecuacion de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la

funcion (X) en el punto de abscisa X=0.
3x—-2

5. a) Calcula razonadamente la siguiente integral: jﬁldx
X5 —2X+

b) Calcula, justificadamente, el area acotada del recinto limitado por la gréfica de la funcion
g(X)=-%"+2x"+3X y el eje de abscisas.

X==1+A-u
6. Dados los planos 7, =2X+Yy+2-2=0y m,=qy=-A+pu
1=-2421

a) Calcula razonadamente el angulo que forman los dos planos.
b) Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3, =3, 2) y los puntos de
corte del plano 7, con los ejes coordenados.

X==1+pu
x—2y=1-b
7. Dados el plano 7=y =1+A+au ylarecta s E{ y .
z=-3
2=14+2A-u
a) Calcula razonadamente el valor de los parametros @ Y b para que la recta S esté contenida en

el plano .
b) Si a=0Yy b =3, calcula razonadamente la ecuacion en forma implicita de la recta I' que pasa

por el punto P(l, -1 —8) es paralela al plano 7 y es perpendicular a larecta S .

8. a) En un servicio de emergencias el 60 % de los avisos que se reciben se clasifican con el cddigo
amarillo, el 30 % con el naranja y el 10 % con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos recibidos
que son falsas alarmas es 3 % en el caso de codigo amarillo, 2 % en el naranjay 1 % en el rojo. Si se
recibe un aviso,

a.1) ¢Qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?

a.2) Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ¢qué probabilidad hay de que haya

sido un aviso codigo rojo o naranja?
b) Si en una centralita se reciben 9 avisos,

b.1) ¢Qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 0 menos avisos naranjas?

b.2) ¢Qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?
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nkp 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.33 0.35 0.40 0.45 0.49 0.50

0.9135 0.6302 0.
0.0830 0.2985 0.:
0.0034 0.0629 0.

0.2316
0.3679
22 0.2597

) 0.1342 0.0751 0.0404 0.0272 0.0207 0.0101 0.0046 0.0023 0.0020
) 0.3020 0.2253 0.1556 0.1206 0.1004 0.0605 0.0339 0.0202 0.0176
) 0.3020 0.3003 0.2668 0.2376 0.2162 0.1612 0.1110 0.0776 0.0703
0.0001 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2731 0.2716 0.2508 0.2119 0.1739 0.1641
0.0000 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2017 0.2194 0.2508 0.2600 0.2506 0.2461
0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.0994 0.1181 0.1672 0.2128 0.2408 0.2461
0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0326 0.0424 0.0743 0.1160 0.1542 0.1641
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0069 0.0098 0.0212 0.0407 0.0635 0.0703

) ).000 ( 0.0000 0.0001 0.0004 0.0008 0.0013 0.0035 0.0083 0.0153 0.0176

) ).000 ( 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0016 0.0020

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

WIS Uk W ~=O

(
(
( )
( )
( )
( )

Septiembre de 2020
1. Dadas las matrices
0 1 1 1 2
11 1
A=1 0 -2|,B=|0 -1 yC=( j
2 0 -2
0 -1 0O 1 -1

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.
b) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacion matricial AX +1,=BC, donde I, es la

matriz identidad.

2. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a€R :

X + 2y + az = a
X + ay + 2z = a
-X 4+ y + z =1
b) Resuelve el sistema anterior para a=2, si es posible.
1

- T
3. a) Calcula razonadamente el siguiente limite: lim| —————
0| X sen(2x)

b) Dada la funcién
2%t si x<1
f(x)=4x-2 si 1<x<?2
In(x-1) si x>2

Donde In es el logaritmo neperiano, estudia la continuidad de la funcién f (X) en Xx=1yen x=2,
y clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.

4. a) Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin tapa superior

y con un volumen de 108 dm?® para que la super cie total de la caja (formada por las caras laterales y
la base) sea minima.
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. - - 2
b) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcion f (X) =X"+X+1 en el punto de
abscisa x=1.

5. a) Calcula razonadamente la siguiente integral: jl_dxx
+e

(Cambio de variable sugerido: e* =t)

b) Determina justificadamente el area acotada que encierran las graficas de las funciones

f(X)=-x*+2x+4 y g(x)=x+2.

X—-2y—-2=0
y—-z-2=0
a) Calcula razonadamente la distancia del punto P(l, 2,—1) al plano .

6. Sean el plano 7=X+2y—-2z-4=0 y larecta rz{

b) Halla razonadamente el area del tridngulo que forman el punto de interseccion de la recta I
con el plano 7, y los puntos B(L-12) yC(0,11).

2X—-2y=4 —
7. Dadas lasrectas r=1"" Y77 s=X_¥Y*2_ 271\ ol nunto P(-1,0,2).
z=0 3 -2 1

a) Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Halla razonadamente la ecuacion general del plano que pasa por el punto P vy es paralelo a las
rectas r ys.

8. a) EI 70 % de los usuarios de Instagram tiene menos de 34 afios, el 25 % entre 34 y 54 afios (ambos
incluidos) y el 5 % mas de 54 afios. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98 % de los menores
de 34 afios, el 40 % de los usuarios entre 34 y 54 afios (ambos incluidos) y el 10 % de los mayores de
54 afios. Si se selecciona un usuario al azar:

a.1l) ¢Qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?

a.2) Si el usuario seleccionado al azar con esa que accede diariamente, ¢qué probabilidad

hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 afios (ambos incluidos)?
b) El tiempo que un usuario de la red Instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue una
ley normal de media 53 minutos y desviacion tipica 10 minutos.

b.1) ¢Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte méas de 30

minutos al dia?

b.2) ¢Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67 minutos al dia?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 ] 09192 0.9207 0.9222 09236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

2.2 | 09861 0.9864 09868 0.9871 0.9875 09878 0.9881 0.9884  0.9887 0.9890
2.3 ] 09893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
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Junio de 2021

1. Sean las matrices
2 1 2 011
A=10 1 1| y B=|1 0 1
1 01 010

a) Calcula razonadamente el determinante de A", es decir, la matriz traspuesta de A.
b) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial XA+3A=B.

2. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a€R :

X + Yy + z = a+l
ax + 7z = a-1
X — Yy + 7 = 3

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para @ =0, si es posible.

2

3. a) Calcula razonadamente la siguiente integral: .fg —dx
+e
(Cambio de variable sugerido: e* =t).
b) Calcula razonadamente la siguiente integral: J'_ZX +; dx
X+

4. a) Seael punto P(1,0,1) ylarecta r = XTH - % = x_—11 . Calcula razonadamente la distancia del
punto P alarecta I.

x=0+24
b) Sean las rectas S=1y=1-2al y t= x-1_ y+11 _21-2 . Calcula razonadamente el valor de

z=0+21 B

a€R para que las dos rectas sean paralelas.

5. Sean los puntos A(0,0,1),B(2,1,0), C(111) yD(1,1,2).
a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, CyD

b) Calcula razonadamente la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, By C, y de la recta
perpendicular a este plano que pasa por el punto D.

6. a) Sea la funcion f (x)=ax®—-2x*>—x+b con a,b eR. Determina razonadamente los valores de

a y b para que la grafica de la funcién pase por el punto (1,2) y la pendiente de la recta tangente a
la gréfica de la funcion en este punto sea 1.
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- x*—ax+1 si x<0 _
b) Sea la funcion f(X)= b §i x>0 con a,beR. Determina razonadamente los

valores de a y b para que la funcion sea continua y derivable en x=0.

e -1
2x—4

7. a) Calcula razonadamente el siguiente limite: Iin;
X—>

b) Dada la funcién
xX*-2 si x<l1
f(x)= 2x-1 si 1<x<3
X—2
2" si x>3

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en lo que no lo sea
indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

8. a) Se sabe que el 20 % de los usuarios de una red social nunca comparte fotografias, mientras que
el otro 80 % si que lo hace. Ademas, de los usuarios que no comparten fotografias, el 50 % ha
comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que comparten
fotografias, se sabe que el 90 % ha comentado alguna vez una fotografia de sus contactos. Elegimos
un usuario de esta red social al azar.
a.1l) ¢Qué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus
contactos?
a.2) Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos, ¢cual es la
probabilidad de que comparta fotos?
b) Un algoritmo de reconocimiento facial es capaz de identificar de manera correcta al 80 % de las
personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este algoritmo.
b.1) ¢Que probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las
fotografias?
b.2) ¢(Cudl es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una persona?

n| P 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

! 0 0.6561 0.4096 0.2401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
1 0.2916 0.4096 0.4116 0.3456 0.2500 0.1536 0.0756 0.0256 0.0036
2 0.0486 0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.1536 0.0486
3 0.0036 0.0256 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 0.4116 0.4096 0.2916
4 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625 0.1296 0.2401 0.4096 0.6561

Julio de 2021

1. Sean las matrices
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=N

A:

o b W

1
0
11
a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX +3I =A.

2. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro € R :

X + ay + z = 2
X + 7 = a
ax + 2y + z = 3

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para @ =2, si es posible.
3. a) Calcula razonadamente la siguiente integral: IXCOS(Bx)dx

dx
2x% +1

b) Calcula razonadamente la siguiente integral: j

4. Sean los planos 7, =ax+y+2z=3 y x,=2x—-y+az=0.
a) Determina razonadamente el valor de a para que los planos 7, y 7, sean perpendiculares.

b) Para @ =1 calcula la distancia del punto P(2,0,1) al plano 7.

5. a) Calcula razonadamente el siguiente limite: Iirrll i(l_ll
X—>! e —_
b) Dada la funcién
e* si x<0

f(x): il si 0<x<?2
X_

X sl X>2

estudia su continuidad en x=0 y en X =2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.

2 —_—
6. Sea la funcién f(x):w.
3x" +3

a) Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcion f (x) y clasificalos.

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica de la funcion
f (x) en el punto de abscisa x =1.

7. a) Sea la funcion f (X) =ax +bx* + X=1 con a,beR. Determina los valores de @ y b para que

la gréfica de f (X) pase por el punto (1,1) y tenga aqui un punto de inflexion.
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b) Sea la funcion f(X) = XSENX—COSX. Enuncia el teorema de Rolle y Usalo para razonar si la

funcion f (X) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [—1,1].

8. a) En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves y graves segtn llegan al hospital.
El 20 % de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60 % de los pacientes
graves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90 % de pacientes leves
y un 10 % de pacientes graves. Si se selecciona un paciente al azar:

a.1) ¢Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?

a.2) Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, ¢cudl es la probabilidad de que llegaréa al hospital

con una dolencia leve?
b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.

b.1) ¢(Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como leves?

b.2) ¢Cuél es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados como leves?

n P 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

8 0 0.4305 0.1678 0.0576 0.0168 0.0039 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000
1 0.3826 0.3355 0.1977 0.0896 0.0313 0.0079 0.0012 0.0001 0.0000
2 0.1488 0.2936 0.2965 0.2090 0.1094 0.0413 0.0100 0.0011 0.0000
3 0.0331 0.1468 0.2541 0.2787 0.2188 0.1239 0.0467 0.0092 0.0004
4 0.0046 0.0459 0.1361 0.2322 0.2734 0.2322 0.1361 0.0459 0.0046
5 0.0004 0.0092 0.0467 0.1239 0.2188 0.2787 0.2541 0.1468 0.0331
6 0.0000 0.0011 0.0100 0.0413 0.1094 0.2090 0.2965 0.2936 0.1488
7 0.0000 0.0001 0.0012 0.0079 0.0313 0.0896 0.1977 0.3355 0.3826
8 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0039 0.0168 0.0576 0.1678 0.4305

Junio de 2022

1. a) Encuentra todas las matrices X que conmutan con la matriz

2 0
A=
1 -1
es decir, que verifican que AX = XA.
b) ¢Existe alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 4?

2. a) Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una
agenda. ¢Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en céntimos todos son
maultiplos de 50?

b) Calcula razonadamente el siguiente limite:

) X+1) x
lim| —=
X—>+00 X

3.a) Sealacurva f (X) =a-x",
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a.1) ¢Qué valores puede tomar a R para que lacurva f (x) =a - x* corte al eje de abscisas (eje

OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado?
a.2) Encuentra razonadamente a R para que el area de dicho recinto valga 36.
b) Resuelve la siguiente integral:

J'de
V1+3x?
El cambio de variable t =1+3x> te puede ayudar.

4. Sean las rectas

X=24 x=-1
r=qy=-4 y s=iy=u
z=a Z=-5u

Donde A, u son los parametrosy aeR.

a) Estudia su posicidn relativa en funcién de los valores que toma a.
b) Encuentra razonadamente un plano que contengaa S y que sea paraleloa I .

5. a) Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta interseccion de los planos
m=X=y+ly n,=y+22=5.
b) Enuncia el teorema del valor medio del calculo integral. Encuentra razonadamente el punto al que

3

hace alusion dicho teorema para la funcion f(x)=— en el intervalo [13]. Interpreta
X

geométricamente lo hallado.

6. a) Estudia el rango de la matriz M en funcion del pardmetro me R, siendo

2 m 0 1
M={2 1 0 m
4 1 m 2

b) Sean los planos 7, =2x+my=1, 7,=2X+y=m Yy 7z, =4X+y+mz=2. Estudia su posicion
relativa segun los valores de m. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior.

7. a) Sean los vectores u=(111) y v=(10,1). Calcula el plano que pasa por el punto A(0,0,1) y

con vector normal el producto vectorial de u y v.

b) EIEVAU club de futbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juega Benceno
(su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno
juegue un partido es del 80 %.

a.1) ¢Cual es la probabilidad de que el EVAU C.F. gane un partido cualquiera?

a.2) Si el EVAU C.F. acaba de ganar un partido, ¢cudl es la probabilidad de que Benceno haya

jugado?

8. a) Se calcula que una quinta parte de los nifios espafioles presentan algln tipo de intolerancia
alimentaria. En una cantina escolar los nifios se sientan en mesas de 4 comensales.
a.1) ¢Cual es la probabilidad de que en una mesa haya algin nifio con intolerancia alimentaria?
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a.2) Cuando en una mesa hay algun nifio con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve el pan
sin gluten. Si un dia hay ocupadas 8 mesas, ¢,cuél es la probabilidad de que haya que servir pan sin
gluten en alguna mesa?
b) El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una
distribucion normal de 985 g de media y 25 g de desviacion tipica.
b.1) ¢ Cuéntos pesaran mas de 1 kg?
b.2) ¢Cuénto pesara el més ligero del 70 % de los que méas pesan?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.10 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.56567 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

Julio de 2022

1. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro € R :

X + 2y + 3z = a+l
ax + 7 = 0
X + ay + 2z = 1

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =1, si es posible.

2. a) Encuentra razonadamente el valor de a,b € R para que la funcion
f (x) _ axX +1
2X+b
tenga una discontinuidad de salto infinito en X =1 y tienda a 2 cuando X — +o0.
b) Resuelve la siguiente integral:

chos(Zx)dx

3. a) Estudia la continuidad en R de la funcion
2" _8x+14

f(x)= x> —2X
b) Sea el determinante
X y 2
a b c=2
1 2 3

Donde X,Y,Z,a,b,c €R. Calcula razonadamente (e indicando las propiedades de los determinantes
que utilizas) el determinante de
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1 2 3
a-2 b-4 c-6
2x 2y 2z

4. Seael punto A(1,0,1) yelplano 7=X+Yy+2=8.

a) Calcula la recta perpendicular a 7 y que pasa por A. ¢En qué punto se cortan la recta y el
plano?

b) Obtén el punto de la recta anterior distinto de A, que dista de 7 igual que A, es decir, el
simétrico de A con respecto a 7.

5. a) Sea el plano 7=X-3y+z=0 vy los puntos A(0,0,-1) y B(111). Obtén el plano
perpendicular a 7z y que contienea Ay B.
b) Calcula el &rea de la region delimitada por las funciones f (x)=x*-4x+5y g(x)=3-x.

6. a) Sea el tetraedro cuyos Vvértices son los puntos A(a,0,1), B(1,3,0), C(0,1,0) y D(111) y
D(111), con acR. Halla los valores de a para que el volumen de dicho tetraedro sea 1.
b) Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que la funcion

2e* —8x-3
f (X) - 2
X“+2
corta al eje de abscisas al menos una vez.

7. a) Despeja la matriz X de la ecuacion matricial AX +B =X, siendo X, A y B matrices
cuadradas cualesquiera. Calcula X para las matrices

aslo 3)ve(sd)

b) Un piloto de Férmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera. Si
participa en las proximas 4 carreras, ¢cudl es la probabilidad de que gane al menos dos?

nl P 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

4 0 0.6561 0.4096 0.2401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
1 0.2916 0.4096 04116 0.3456 0.2500 0.1536 0.0756 0.0256 0.0036
2 0.0486 0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.1536 0.0486
3 0.0036 0.0256 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 0.4116 0.4096 0.2916
4 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625 0.1296 0.2401 0.4096 0.6561

8. @) En un determinado I.E.S. la probabilidad de que un alumno apruebe si va a clase es del 80 %,
mientras que si no va a clase es del 50 %. EIl 90 % de los alumnos va a clase.

a.1) ¢Cual es la probabilidad de que un alumno apruebe?

a.2) Si un alumno ha suspendido, ¢cual es la probabilidad de que no haya ido a clase?
b) Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 mL. La cantidad que realmente
contienen sigue una distribucion normal con media 150 mL y desviacion tipica 5 mL.

b.1) ¢Qué proporcion de las botellas contiene mas de 152 mL?
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b.2) ¢ Qué proporcién de botellas tiene entre 149 y 152 mL?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.10 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

Junio de 2023
1. Sean las matrices X =[a b], con a,b,ceRR, A=(2 1j yB=(1 OJ.
c 0 4 2 2 0

a) Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores @,b,Cc € R para que AX =B.

b) Si ademas queremos que X sea simétrica, ¢qué se debe cumplir? ;Coémo es la matriz X
resultante?

2. a) Enuncia el teorema de Bolzano.
b) Sea la funcién f (x)=x’+6x*+3x—10. Utiliza el teorema de Bolzano para justificar que esta

funcion tiene al menos una raiz en el intervalo [0,2].

c) ¢Podria f tener mas de una raiz en el intervalo [0,2]. Justifica tu respuesta.

3.Seanel punto A(11,a) yel plano 7=bx+y+z=1con a,belR.

a) ¢Qué deben cumplir los valores a,b€R para que el punto A esté contenido en el plano 7 y éste

tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector U =(1,2,0)?

b) Con los valores a,b € R del apartado anterior, obtén la ecuacion de la recta perpendicular al plano
7Ty que pasa por el punto A.

4. a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el poligono
Campo y el poligono Llano). EI 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono Campo mientras
que el 70 % se realiza en el poligono Llano. Ademas, en el poligono Campo el 10 % de las
reparaciones son de tipo mecanico y el 90 % de tipo eléctrico. En el poligono Llano el 30 % de las
reparaciones son de tipo mecanico y el resto de tipo eléctrico.
a.1) ¢Cual es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparacién de tipo
mecanico?
a.2) Si se ha realizado una reparacion de tipo eléctrico, ¢qué probabilidad hay de que se haya
realizado en el poligono Llano?
b) EI famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en
un tiempo que sigue una distribucion normal de media 1,5 minutos y desviacion tipica 0,15 minutos.
b.1) (Cudl es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1,35 minutos?
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b.2) ¢Cudl seria el tiempo exacto que es mayor que el 85,08 % de los tiempos realizados al
completar una vuelta al circuito?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
090 | 0.8159 08186 08212 08238 08264 08289 08315 08340 08365 0.8389
1.00 | 0.8413 08438 0.8461 0.8485 08508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
110 | 0.8643 08665 08686 0.8708 08729 08749 08770 0.8790 0.8810 0.8830
120 | 0.8849 0.8869 0.8888 08907 08925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 09015
130 | 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
140 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 0.9319
1650 | 09332 09345 09357 09370 09382 009394 009406 09418 09429 0.9441
1.60 | 0.9452 09463 09474 009484 009495 09505 09515 09525 09535 0.9545
1.70 | 0.9554 09564 09573 09582 09591 09599 09608 09616 09625 0.9633

5. a) Calcula la siguiente integral:

J‘ dx
(1-3%)2 - (1-3x)?

Puedes utilizar el cambio de variable 1—3x =t°.

1 01 1 00
b) Sean las matrices A=|0 1 0|{yB=|0 0 0. Sincalcular A™, razona por qué A™ existe,
2 00 2 11

y discute si la matriz A™'B tiene inversa.

6. a) Calcula el siguiente limite:

. (5x +1sz
lim| ——
X—>+0 5x

b) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2,1,3) y cuyo vector director es

perpendicular a los vectores u =(2,2,0) y v=(0,0,-1).

7. a) Sea la funcion f (x)=x’+3x"+x+3. Obtén sus maximos y minimos relativos.

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas sin
reemplazamiento y se obtiene una puntuacién igual a la suma de los valores correspondientes.

b.1) ¢(Cudl es la probabilidad de que la puntuacion obtenida sea de 3?

b.2) ¢Cudl es la probabilidad de que la puntuacion sea mayor de 3?

1111
8.a) Sealamatriz A=|0 1 2 1| cCalculaelrangode A.
2101
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b) Sea larecta I' definida por la interseccion de los planos 7, =x+y+z=1y x,=y+2z=1. Por
otro lado, consideramos el plano 7z, =2x+y =1. Determina la posicion relativa de la recta I' y el
plano 7, . El resultado del apartado anterior te puede ayudar.

Julio de 2023

2X + y - z = -1
1. Sea el sistema de ecuaciones lineales 3 =X + ay + Z = 2 conacR.
2x + Yy 4+ az = 3

a) Discute como es el sistema en funcion de los valores del pardmetro acR .
b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =1, si es posible.

2. Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera
que la region resultante sea un rectangulo mas medio circulo, tal y como se ve en la figura adjunta.

. . . - h :
El rectangulo tiene de lados h,r € R, de manera que el radio del semicirculo es > La empresa tiene

solamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de longitud, que ha de ser el perimetro
del aparcamiento con la mayor area posible con ese perimetro de 80 metros.

h |

a) Escribe el area del aparcamiento en funcion del valor h.
b) ¢Cuanto deben valer h Yy r para que el area del aparcamiento sea lo mayor posible?

3. a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna b tiene 8 bolas
rojas y 10 bolas negras. Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el dado
y si sale un numero multiplo de 4 se extrae una bola de la urna A. Si sale otro nimero se extrae una
bola de la urna B. Calcula, razonadamente:

a.1) La probabilidad de obtener una bola roja.

a.2) Sabiendo que la bola extraida es roja, la probabilidad de que haya sido extraida de la urna

A
b) Una empresa de mensajeria sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se
pueda hacer la entrega) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de entregar
6 paquetes.

b.1) ¢Cual es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el destinatario esté

ausente?

b.2) ¢Cudl es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paquetes?
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n K d 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

6 0 0.7351 0.3771 0.1780 0.0754 0.0277 0.0083 0.0018 0.0002 0.0000 0.0000
1 0.2321 0.3993 0.3560 0.2437 0.1359 0.0609 0.0205 0.0044 0.0004 0.0000
2 0.0305 0.1762 0.2966 0.3280 0.2780 0.1861 0.0951 0.0330 0.0055 0.0001
3 0.0021 0.0415 0.1318 0.2355 0.3032 0.3032 0.2355 0.1318 0.0415 0.0021
4 0.0001 0.0055 0.0330 0.0951 0.1861 0.2780 0.3280 0.2966 0.1762 0.0305
5 0.0000 0.0004 0.0044 0.0205 0.0609 0.1359 0.2437 0.3560 0.3993 0.2321
6 0.0000 0.0000 0.0002 0.0018 0.0083 0.0277 0.0754 0.1780 0.3771 0.7351

4. Sean el plano 7=ax+y-z=1,con aeR,y los puntos A(1,0,0) y B(b,1,-1), con beR.

a) Determina el valor de a,b € R para que el vector AB sea perpendicular al plano 7 y el punto
A esté contenido en el plano 7.
b) Con los valores de a,b R obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacion de la recta

que pasa por A y es perpendicular al plano 7.

5. a) Encontrar el area encerrada por larecta x =—1 y las graficas de las funciones f (x) =x*—-2x+3

y g(x):%x2+l.

-2 1 a
b) Sea lamatriz A=| -1 0 0 | con aeR.Estudiael rango de A en funcion de los valores
-1 a+l a+1

de a.

6. a) Calcula el siguiente limite:
. x3=3x*+3x-9
lim
x—3 3x-9
b) Sean el punto A(1,2,1) y el plano 7 =X—Yy =1. Calcula la distancia del punto A al plano 7.

7. a) Resuelve la siguiente integral:
j(x+3)e*zxdx

b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale otro
resultado deja de tirar y la puntuacién obtenida es el nimero de unos obtenidos durante las tiradas.
b.1) ¢Cuél es la probabilidad de no obtener ningun uno? ;Cual es la probabilidad de obtener una
puntuacion de uno? ;Y la de obtener una puntuacion de tres?
b.2) ¢Podrias dar la probabilidad de obtener una puntuacion ne N?
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1 3 5
1 35 > > >

8. a) Sabiendoque |2 b ¢[=6 con a,b,c,X,y,z€R. Calculael valorde [a+2 b+6 c+10 e
X y 2 4x 4y 4z

indica en cada paso las propiedades que utilizas.
b) Calcula el angulo que forman los vectores U=(111) yv=(3,2,3).

Modelo 1 de 2024

1. En una joyeria hay 120 piezas de El Sefior de los Anillos entre Anillos Unicos, Broches Hoja y
Colgantes de Arwen. Sabemos que hay 20 Anillos menos que la suma de los Broches y los Colgantes.
También sabemos que los Anillos y los Colgantes suman lo mismo que el nimero de Broches

multiplicado por un niimero indeterminado (t € R).
a) Plantea el sistema de ecuaciones que permite resolver el problema y estudia las soluciones
dependiendo de los valores de t.

b) Resuelve razonadamente el sistema anterior para t =4, si es posible.

2. Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera
que la region resultante sea un rectangulo mas medio circulo, tal y como se ve en la figura adjunta.

El rectangulo tiene de lados h,r € R, de manera que el radio del semicirculo es g . La empresa tiene

solamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de longitud, que ha de ser el perimetro
del aparcamiento con la mayor area posible con ese perimetro de 80 metros.

<>
;
h
"
a) Escribe el area del aparcamiento en funcion del valor h.
b) ¢Cuanto deben valer h'y r para que el area del aparcamiento sea lo mayor posible?

3. Para transportar a su mascota, Frank ha fabricado una caja, seguin puede verse en la figura adjunta.
La tapa de arriba de la caja viene definida por los puntos E(3,0,2), F (0, 0, 4), G (3, a, b) y H(0,6,4)
con a,beR.

a) ¢Qué deben cumplir los valores a,b € R para que la parte de arriba de la caja forme un plano.

b) Suponiendo que la parte de arriba de la caja es un plano, determina los valores a,b € R para que
los lados EG y GH formen un angulo de 90°y, E y G sean distintos.
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4. a) Sea la funcion

X*+1 si x<1
f(x)= .
e siox>1
con aeR. Estudia la continuidad de f(x) e indica de qué tipo son sus discontinuidades (si las

hubiera) para los distintos valores del parametro aeR.
b) Sean los planos 7z, =—x+y+2z=1yxz,=2y+z=-1. Determina la ecuacion del plano

perpendicular a los planos 7, y 7, y que pasa por el punto A(0,1,1).

5. a) En el primer curso de un grado en ingenieria industrial los alumnos deben cursar una asignatura
de estadistica y otra de fisica. Se sabe que la probabilidad de que un alumno apruebe estadistica es
del 60 % mientras que la probabilidad de que apruebe fisica es del 50 %. Ademas, se sabe que la
probabilidad de que aprueben las dos es del 40 %.

a.1) ¢Cual es la probabilidad de que un alumno apruebe estadistica o fisica?

a.2) Si un alumno ha aprobado fisica, ¢cual es la probabilidad de que haya aprobado estadistica?
b) En el huerto urbano “Turdus merula” producen compost para abonar los cultivos. Han observado
que la cantidad de compost que se produce cada temporada sigue una distribucion normal de media
40 kg y varianza 4 kg?.

b.1) ¢Cual es la probabilidad de que en una temporada se produzcan mas de 43 kg de compost?

b.2) ¢Cual es la cantidad exacta de compost que es menor que el 79.95 % mas grande de las

cantidades de compost producidas en otras temporadas?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.7 | 0.758036 0.761148 0.764238 0.767305 0.770350 0.773373 0.776373 0.779350 0.782305 0.785236
0.8 | 0.788145 0.791030 0.793892 0.796731 0.799546 0.802337 0.805105 0.807850 0.810570 0.813267
0.9 | 0.815940 0.818589 0.821214 (0.823814 0.826391 0.828944 0.831472 0.833977 0.836457 0.838913
1.0 | 0.841345 0.843752 0.846136 0.848495 0.850830 0.853141 0.855428 0.857690 0.859929 0.862143
1.1 ] 0.864334 0.866500 0.868643 0.870762 0.872857 0.874928 0.876976 0.879000 0.881000 0.882977
1.2 | 0.884930 0.886861 0.888768 0.890651 0.892512 0.894350 0.896165 0.897958 0.899727 0.901475
1.3 | 0.903200 0.904902 0.906582 0.908241 0.909877 0.911492 0913085 0.914657 0.916207 0.917736
1.4 | 0919243 0.920730 0.922196 0.923641 0925066 0.926471 0.927855 0.929219 0.930563 0.931888
1.5 0.933193 0.934478 0.935745 0.936992 0.938220 0.939429 0.940620 0.941792 0.942947 0.944083

6. a) Calcula la siguiente integral:

I dx

(1-3%)2 - (1-3x)?

100

Cipri Matematicas I



|.E.S. Ramdn Giraldo

Puedes utilizar el cambio de variable 1—3x =t°.

1 01 1 00
b) Sean las matrices A=|0 1 0|yB=|0 0 O|.Sincalcular A", razén por qué A™ existe, y
2 00 2 11

. . . -1 . .
discute si la matriz A" B tiene inversa.

7. a) Resuelve la siguiente integral:
j(x+3)e*zxdx

b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve atirar. Si sale otro

resultado deja de tirar y la puntuacién obtenida es el nimero de unos obtenidos durante las tiradas.
b.1) (Cudl es la probabilidad de no obtener ningin uno? ;Cuél es la probabilidad de obtener una
puntuacion de uno? ;Y la de obtener una puntuacion de tres?

b.2) ¢Podrfas dar la probabilidad de obtener una puntuacién NeN?

al 1

8.a) Sealamatriz A=| 2 a 0. Determina para qué valores de a€R la matriz A es invertible.
011

b) Sean los planos 7z, =ax+y+2z=1y z,=by+z=-1, con a,beR. ;Qué deben cumplir

a,b e R para que los planos no sean perpendiculares?

Modelo 2 de 2024

1. Tres lapices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una
agenda.
a) Plantea el sistema de ecuaciones que permita determinar cuanto vale un lapiz, un cuaderno y
una
agenda.
b) ¢Podemos saber el precio de cada articulo si ninguno es gratis y en céntimos todos son
multiplos de 50? En caso de que se pueda, obtén los precios correspondientes. En caso de que no
se puede, justifica por qué no.

2. Una carpintera debe disefar una caja con forma de prisma de altura h y cuya base sea un triangulo

rectdngulo de base 3 vy altura 4r, tal y como se puede ver en la figura adjunta. Ademas, la
carpintera debe asegurarse de que el area de la superficie sea de 36 cm? y su volumen lo mayor
posible.

4r

h
3r
a) Escribe el volumen de la caja en funcién del valor r.
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b) ¢Cuénto deben valer h 'y r para que el volumen de la caja sea lo mayor posible?

3. Un arquitecto desea disefiar un edificio con la forma de paralelepipedo que se ve en la figura de
abajo:

A
Sean los vectores BA=(a,b,0), BC =(0,80,0) y BF = 0,10,C) con a,b,ceR*. Todos los valores
estan en metros.

a) Seguln el disefio de la figura anterior, el vector BA ha de ser perpendicular a los vectores
BC y BF . ¢Qué den cumplir los valores a,b,c € R* para que esto ocurra?

b) Teniendo en cuenta las condiciones del apartado anterior, calcula los valores de a,b,ceR",

para que la longitud de AaB sea de 40 m y el volumen del edificio sea de 3 200 metros
cubicos.

4. a) Una fabrica posee dos robots (A y B) para soldar piezas en la linea de produccion. El robot A
procesa el 60 % de las piezas mientras que el robot B procesa el 40 % restante. EI 10 % de las piezas
procesadas por el robot A presenta algun defecto de soldadura mientras que el 5 % de las piezas
procesadas por el robot B presenta algun defecto.

a.1) ¢Cual es la probabilidad de que una pieza producida en esa linea de produccién presente

un defecto de soldadura?

a.2) Si una pieza se ha producido sin defectos, ¢cudl es la probabilidad de que la haya

procesado el robot A?
b) En un examen de oposicion solamente el 30 % de los candidatos aprueba. Un tribunal evalla a 6
opositores.

b.1) ¢Cudl es la probabilidad de que exactamente tres opositores no aprueben?

b.2) ¢Cudl es la probabilidad de que al menos un opositor apruebe?

n K " 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

6 0 05314 02621 01176 00467 00156 00041 00007 0.0001 0.0000
1 03543 03932 03025 01866 00937 00369 00102 0.0015 0.0001
2 00984 02458 03241 03110 02344 01382 0055 00154 00012
3 00146 00819 01852 02765 03125 02765 01852 00819 00146
4 0.0012 00154 00595 01382 02344 03110 03241 02458 0.0984
5 0.0001 00015 00102 00369 00938 0.1866 03025 03932 0.3543
6 0.0000 00001 0.0007 00041 00156 00467 01176 02621 0.5314
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5. a) Hallar el volumen de un cuerpo de revolucion obtenido al hacer girar alrededor del eje OX el
recinto acotado por la gréfica de la funcion f (X) =3X entre las abscisas X=0yx=2.
b) El grafo siguiente muestra las conexiones por carretera entre las poblaciones A, B y C. Hallala

matriz G asociada al grafo y calcula G+G®. ¢(Cuantas formas posibles existen de ir de A a C
haciendo como maximo una escala (es decir, recorriendo un camino de dos aristas 0 menos)?

®\@

6. a) Calcula el area de la region delimitada por f (X) =6x-4yg (X) =x*+4
b) Sean el punto A(2,1,1) y larecta r EXT_l :ll _2*3 Calcula la distancia del punto A ala

recta I'.

7. a) Las ganancias (en millones de euros) de una empresa durante el primer afio vienen dadas por la
funcién f (t)=4-t(1-t)e", donde t€[0,1] representa el tiempo en afios. Sin calcularlo

directamente, justifica que existe un extremo relativo en el periodo de tiempo [0,1]. ¢Se trata de una

ganancia maxima o minima? ;Por qué?
b) En un concesionario de coches se sabe que la probabilidad de que un coche sea diésel es de 0,20
mientras que la de que sea de color rojo es de 0,10. Ambos sucesos son independientes.

b.1) ¢Cual es la probabilidad de que un coche sea diésel y de un color distinto al rojo?

b.2) ¢Cual es la probabilidad de que un coche sea diésel o rojo?

. 2 3 -1 1
8. a) Calcula las matrices Ay B que cumplan que A+2B =( A J y 2A-B :[ . 8]'

b) Determina el valor de @€ R para que los vectores U =(a,1,0) y v=(a,0,0) formen un &ngulo de
45 °, Sup6n también que a# 0.

Junio de 2024

ax+2y+z=1

1. Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a€ R: <2x+ay+z=a,
5x+2y+z=1
a) Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nimero de soluciones en
cada caso.
b) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a=1.
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2. Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar unos envases con
forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm3 (tal como se muestra en la figura adjunta)
pero que tengan la minima superficie.

a) Determina la funcion de la superficie del envase en funcion de X (incluidas las dos bases).
b) Calcula, razonadamente, los valores de x ey, para que la superficie sea minima.

c) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de cada envase y su
coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?.

3. Carla esta disefiando el tejado de una casa con GeoGebra. Para ello, debe unir una viga que tiene
de extremos los puntos de coordenadas A(2,-1,3) y B(-2,45).

a) Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.
b) ¢Cual es la longitud de la viga?

c) Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos A, B y C(0,0,1).
Determina el area de la placa triangular.

4. a) Calcula el siguiente limite: lim ¢ -1 .
xoie X2 43
1 010
b) Estudia el rango de lamatriz A=|2 0 2 1| en funcién de los valores de a€R.
al 01

5. a) Calcula la siguiente integral: IXVZX +3dX. Puedes utilizar el cambio de variable t =~/2x+3.

b) Sean los vectores l]=(1, a,O) y \7=(—1,0,2), con aeR. Determina el valor de a para que el

angulo entre los vectores U y V sea de 60°.

6. a) Calcula los coeficientes a,b,ceR de la funcion f(x):x3+ax2+bx+c tal que tenga un

extremo relativo en el punto de abscisa x=2 y un punto de inflexién en P(1,2). Justifica tu

respuesta.
b) Sean los sucesos Ay B tales que P(A)=0,2, P(AnB)=0,1y P(AUB)=0,3. Calcula:

bl) P(B) y P(Amg), con B el suceso complementario de B.
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22) P(95) Y P(a)

. a 1 . , .
7. a) Sea la matriz A=[1 0], con aeR. (Existe algin valor de a para el que la matriz A y su

inversa sean iguales? Si es asi, indica cudles. Justifica tu respuesta.

b) Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(l, 0, 0) y que es perpendicular a los vectores

u=(121) y v=(10,0).

8. a) Enun club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un Gnico deporte. EI 60 %
juega al tenis, el 25 % practica natacion y el resto, golf. En los campeonatos locales, han obtenido
algin premio el 21 % de los socios que juegan al tenis, el 30 % de los que practican natacion y el
12 % de los que practican el golf.

a.1) Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya obtenido

algn premio.

a.2) Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales, calcula la

probabilidad de que practique natacion.
b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucion normal de media
60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b.1) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos?

b.2) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos?

z 0.00 ’ 0.01 0.02 0.03 0.04 ‘ 0.05 | 0.06 ’ 0.07 ‘ 0.08 ‘ 0.09
0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.90 0.8159 08186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.10 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

Julio de 2024

1. Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el nimero de helados
de una bola vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con k > 0.
a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita determinar el nimero
de helados vendidos de cada tipo.
b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucién unica. Para los casos en
los que el sistema tiene solucion Unica, ¢es posible que en alguno de ellos se hayan vendido
el mismo numero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.
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X +2x+1 si x<3
2. Sea la funcion f(x)= 2%
X—4
a) Estudia la continuidad de la funcion y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo de
discontinuidades.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion f (x) en el punto de abscisa
X=2.

si x>3

3. Se quiere instalar un toldo que pase por el punto de coordenadas A(2,1,1) y que sea perpendicular

- . 2X-y+2=3
a una barra metélica de ecuacion r = 1 :
X—2=
a) Determina la ecuacion del plano que define el toldo.
b) Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2,-2.1). (A qué distancia se

encuentra del plano que define el toldo?

2

dx

o 2X
4. a) Calcula la siguiente integral: sz+1

) a 2 . ]
b) Sea la matriz A=[o J, con a€R. Calcula el determinante de A y de AA. cCual crees que

sera el determinante del producto de n veces (con N> 2 y entero)? Justifica y razona tu respuesta.

5. a) Calcula el volumen de la regién generada al girar la funcion f (X) =X entre los puntos X =2

y X=3 con respecto al eje X .
b) Estudia la posicion relativa de los siguientes planos: 7z, =X+y=1 7,=X+y+z=2y 7,=2=0

6. a) Calcula el siguiente limite:
X+ 22X+ X+ 2
lim .
x—>-2 X“+2X
b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estdn marcadas solo con un punto verde, 5 solo con un punto
rojo y 7 estan marcadas con los dos puntos (verde y rojo).
b.1) ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que ambas tengan un
punto verde?
b.2) Si saco una carta y tiene un punto verde, ¢cual es la probabilidad de que tenga también
un punto rojo?
En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un punto verde o
también si tiene un punto verde y otro rojo.
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Xy z
7. a) Sea el determinante @ b ¢|=1. Calcula razonadamente el valor del siguiente determinante:
3 21
X+a y+b z+c
2a  2b 2
3 2 1
. . x-1 y-1 1z .
b) Obteén la ecuacion de la recta que es paralela a la recta -1 y contine al punto
A(0,1,0).

8. a) Se tienen tres cajas A, By C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de copas. En la caja
B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de espadas y una de copas. Se tira un
dado de seis caras y, si el resultado es impar, se saca una carta de la caja A; si el resultado es 4 0 6,
se saca una carta de la caja B y, si el resultado es 2, se saca una carta de la caja C.

a.1) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

a.2) Sabiendo que la carta extraida es de copas, ¢cudl es la probabilidad que se haya extraido

de la caja B?
b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25. Si se lanza 5
veces, determina:

b.1) ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos veces?

b.2) ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?

]

n k 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 045 0.5

5 0 0.5905 0.4437 0.3277 0.2373 0.1681 0.1160 0.0778 0.0503 0.0313
1 0.3281 0.3915 0.4096 0.3955 0.3602 0.3124 0.2592 0.2059 0.1563
2 0.0729 0.1382 0.2048 0.2637 0.3087 0.3364 0.3456 0.3369 0.3125
3 0.0081 0.0244 0.0512 0.0879 0.1323 0.1811 0.2304 0.2757 0.3125
4 0.0005 0.0022 0.0064 0.0146 0.0284 0.0488 0.0768 0.1128 0.1563
5 0.0000 0.0001 0.0003 0.0010 0.0024 0.0053 0.0102 0.0185 0.0313

Modelo 0 de 2025

Ejercicio 1. Con el objetivo de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar unos
envases con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm? (tal como se muestra en la
figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

a) Determina la funcién de la superficie del envase en funcion de X (incluidas las dos bases).
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b) Calcula, razonadamente, los valores de x ey, para que la superficie sea minima.

c) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, determina la superficie de cada envase y su
coste, sabiendo que el material tiene un precio de 5 euros el dm?,

Ejercicio 2: Elige y resuelve unos de los dos apartados siguientes:
Apartado a) Carla esta disefiando el tejado de una casa con GeoGebra. Para ello, debe unir una viga

que tiene de extremos los puntos de coordenadas A(2,-1,3) y B(-2,4,5).

a.1) Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.
a.2) ¢Cudl es la longitud de la viga?

a.3) Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos A, B y C(0,0,1).

Determina el area de la placa triangular.
Apartado b) Resuelve los siguientes problemas:

b.1) Sean los vectores U =(L2,0) y v=(~10,2), con acR . Determina el valor de a para que el

angulo entre los vectores U y Vv sea de 60°.

b.2) Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(l,0,0) y que es perpendicular a los

vectores U=(12,1) y v=(10,0).

Ejercicio 3: Elige y resuelve unos de los dos apartados siguientes:
ax+2y+z=1
Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a€R: (2x+ay+z=a,
oX+2y+z=1

a.1) Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nimero de soluciones
en cada caso.

a.2) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a=1.

a 1
Apartado b) Sea la matriz Az[l OJ' con a€R . ¢Existe algtin valor de a para el que la matriz

Ay su inversa sean iguales? Si es asi, indica cuales. Justifica tu respuesta.

Ejercicio 4: Elige y resuelve unos de los dos apartados siguientes:
Apartado a) Resuelve los problemas siguientes:

a.1) Sean los sucesos Ay B tales que P(A)=0,2, P(AnB)=0,1y P(AUB)=0,3. Calcula:

« P(B)y P(Amg), con B el suceso complementario de B.

VALV

a.2) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estdn marcadas solo con un punto verde, 5 solo con un
punto rojo y 7 estdn marcadas con los dos puntos (verde y rojo).
e ;Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que ambas tengan un
punto verde?
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e Sisaco una carta y tiene un punto verde, ¢cudl es la probabilidad de que tenga también un
punto rojo?
En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un punto verde o
también si tiene un punto verde y otro rojo.
Apartado b) Resuelve los siguientes problemas:

b.1) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un tnico deporte. EI 60 %
juega al tenis, el 25 % practica natacion y el resto, golf. En los campeonatos locales, han obtenido
algin premio el 21 % de los socios que juegan al tenis, el 30 % de los que practican natacion y el

12 % de los que practican el golf.
e Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya obtenido algln
premio.
e Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales, calcula la
probabilidad de que practique natacion.
b.2) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién normal de media
60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.
e ;Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 minutos?
e ;Cual es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 minutos?

z 0.00 l 0.01 ‘ 0.02 l 0.03 ‘ 0.04 l 0.05 I 0.06 I 0.07 I 0.08 I 0.09
0.50 06915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 07123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.80 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.90 0.8159 08186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.10 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 0.9162 09177
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