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£                                                                              Matemáticas II: ejercicios de Geometría Afín Euclídea

Ejercicios resueltos de Geometría Afín Euclídea
1. Dados los planos 2 2 0  y  2 0x y z y za bº - + + + = º - + = , encuentra razonadamente la
ecuación general o implícita de la recta paralela a los planos  ya b  que pase por el punto ( )0, 1,3 ,P -
sabiendo que  ya b  son secantes.

Solución:

La recta está determinada por el vector director de la recta
2 2 0

2 0
x y z

r
y z

a
b
º - + + + =ì

º í º - + =î
 y el punto

( )0, 1,3P - .
El vector director de la recta r  es:

( )det 1 2 1 4 2 4,1, 2
0 2 1

r

i j k
u i j k

æ ö
ç ÷

= - = + + =ç ÷
ç ÷-è ø

r r r

uur r r r

Por tanto, la ecuación continua de la recta pedida es:
1 3

4 1 2
x y zs - -

º = =

y, como consecuencia, la ecuación general o implícita es:
1

4 4 04 1
1 3 2 5 0

1 2

x y
x y

s s
y z y z

-ì =ï - - =ìïº ® ºí í- - - + =îï =
ïî

2. Dado el punto ( )2,0, 1P -  y las rectas
2 4 02 1   y
1 01 2 0

x y zx y zr s
x z
- + + =ì- +

º = = º í + + =- î
Encuentra razonadamente la ecuación general del plano que pasando por P  es paralelo a  yr s .

Solución:
El plano está determinado por el punto P  y por los vectores directores de las rectas:

{ }, ,r sP u up º
uur uur

La ecuación general del plano es:

( ) ( ) ( )
2 1 1

det 2 1 0 2 2 1 2 1 0 2 3 0
1 0 1

x
y x z z y x y z

z
p p

- - -æ ö
ç ÷º = Þ - - + + + + = Þ º + + - =ç ÷
ç ÷+è ø

«De otra forma»:
El plano está determinado por P  y por el vector normal r sn u u= ´

r uur uur

.
El vector normal es:
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( )det 1 2 0 2 2 2,1,1
1 1 1

r s

i j k
n u u i k k j

æ ö
ç ÷

= ´ = - = - + + =ç ÷
ç ÷-è ø

r r r

r uur uur r r r r

Por tanto, el plano es de la forma 2 0x y z Dp º + + + = .
Imponiendo que ( )2,0, 1 :P p- Î

2 2 0 1 0 3D D× + - + = Þ = -
Así, la ecuación del plano es: 2 3 0x y zp º + + - = .

3. Dada la recta
2 3

1
x y z

r
x z

- + =ì
º í - =î

 , da la ecuación implícita del plano p  perpendicular a r  que

pasa por el punto ( )2,1,1P .

Solución:
El plano p  tiene como vector normal, el vector director de la recta, y contiene al punto P .

( )det 2 1 1 1,3,1
1 0 1

r

i j k
n up

æ ö
ç ÷

= = - =ç ÷
ç ÷-è ø

r r r

uur uur

Así, la ecuación normal del plano es:
0 donde  es un punto genérico del planon PX Xp × =

uur uuur

( ) ( )1,3,1 2, 1, 1 0 2 3 3 1 0 3 6 0x y z x y z x y zp× - - - = Þ - + - + - = Þ º + + - =

4. Dadas las rectas
2 1 0

  y
3 2 3 2 1

x y z x y
r s

x y z x y z
+ - = + =ì ì

º ºí í- + - = + + = -î î
 , da la ecuación implícita de un

plano p  que contenga a  y  .r s

Solución:
El plano p  está determinado por P  (punto de intersección de  yr s ) y por los vectores directores de
las rectas.

{ }, ,r sP u up º
uur uur

Calculamos el punto de intersección de  yr s :

[ ]
[ ]
[ ]

2 1
2 1 1   1

3 2
  3 2 2 3 2  2

0
3 2 1 1   3

3 2 1

x y z
y y z y z

x y z
y y z y z

x y x y
y y z y z

x y z

+ - =ì
- + - = - =ì ìï- + - =ï ï ïÞ + - = ® - =í í í+ = ® = -ï ï ï- + + = - - + = -î îï + + = -î

De [ ] [ ]2 1 2- × + : 0 0z z- = Þ =
Sustituyendo en [1]: 1 1y z y= + Þ =
Como 2 1 1 2 1 1x y z x+ - = Þ = - × = -

Por tanto, el punto de corte es ( )1,1,0P -  y el plano pedido es:
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( ) ( ) ( ) ( )
1 5 1
1 4 1 0 4 1 3 1 5 4 3 1 5 1 0 2 1 0

3 1

x
y x y z z x y x y z

z
p p

+ - -
º - = Þ + - - - + - + + - = Þ º + - - =

5. Dados el plano 4x yp º - =  y la recta
1

2 0
x z

r
x y z
+ =ì

º í + + =î
, da la ecuación implícita de un

plano 'p  que contenga a r y corte perpendicularmente a p .

Solución:
El plano 'p  está determinado por R rÎ , por el vector director de la recta r  y por el vector normal
del plano:

( )
( )
( )

0, 1,1

' 1, 1,1

1, 1,0
r

R r R

u

np

p

Î Þ -ì
ïïº = -í
ï

= -ïî

uur

uur

Así:

( ) ( ) ( )
1 1

' 1 1 1 0 1 1 1 0 ' 1 0
1 1 0

x
y y z z x x y
z

p pº + - - = Þ - + - - + - - = Þ º + + =
- -

6. Sea
1
3  con

x
r y

z

l
l l

l

= +ì
ïº = - Îí
ï =î

¡  una recta contenida en el plano 2 7x y zp º + + = . Obtén la

ecuación implícita de un plano 'p  que corte perpendicularmente a p , de modo que la intersección
de ambos planos sea r .

Solución:
El plano 'p  es aquel que, perteneciendo al haz de planos generados por la recta, tenga vector normal
perpendicular al plano p .

Hallamos las ecuaciones implícitas de la recta:
1

1 1 01 33  con
3 3 01 1

x
x z x zx yr y r z
y z y z

z

l
l l

l

= +ì
- = - - =ì ì- -ïº = - Î Þ º = = Þ Þí í í- = - + - =- î îï =î

¡

La ecuación del haz de rectas es: ( )1 3 0x z y za- - + + - =
Como consecuencia la ecuación del haz de planos es (efectuando operaciones):

( )1 1 3 0
rH x y zp a a aº + + - - - =

Los vectores normales de  y de
rHp p  son:

( )
( )
1,2,1

1, , 1
rH

n

n
p

a a

=

= -

uur

uuur

y como tienen que ser perpendiculares: ( ) ( )0 1,2,1 1, , 1 0 0
rHn np a a a× = Þ × - = Þ =

uur uuur

Sustituyendo en la ecuación de
rHp  obtenemos la ecuación del plano pedido:



IES. Ramón Giraldo

4

ipri
r r

£                                                                              Matemáticas II: ejercicios de Geometría Afín Euclídea

' 1 0x zp º - - =

7. Dados los planos 1 22 0  y  2 4x y z x y zp p lº - - = º - + = , obtén unas ecuaciones
paramétricas de la recta r  paralela a 1 2 y ap p  que pasa por el punto ( )1,2,3P .

Solución:
La recta que nos piden está determinada por ( )1,2,3P  y el vector

1 2ru n np p= ´
uur uur uuur

.

Calculamos el vector director de la recta:

( )
1 2

1 2 1 8 2 4 4 9 6 3 9,6,3
2 1 4

r

i j k
u n n i j k k i j i j kp p= ´ = - - = + - + + + = + + =

- -

r r r

uur uur uuur r r r r r r r r r

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta pedida son:
1 9
2 6  con
3 3

x
r y

z

m
m m
m

= +ì
ïº = + Îí
ï = +î

¡

8. Dados el plano 3y zp º - =  y la recta
2
1  con

1

x
r y

z

l
l l
l

=ì
ïº = + Îí
ï = - +î

¡ , da unas ecuaciones

paramétricas de la recta s  paralela a p  que corta a r  perpendicularmente en el punto ( )0,1, 1P - .

Solución:
La recta que nos piden está determinada por ( )0,1, 1P -  y el vector s ru n up= ´

uur uur uur

.

Calculamos el vector director de la recta:

( )0 1 1 2 2 2 2, 2, 2
2 1 1

s r

i j k
u n n i j kp= ´ = - = - - = - -

r r r

uur uur uur r r r

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta pedida son:
9
1 2  con

1 2

x
s y

z

m
m m
m

=ì
ïº = - Îí
ï = - -î

¡

9. Dados los planos 2 2 0  y  2 0x y z y za bº - + + + = º - + = , encuentra razonadamente la
ecuación general o implícita de la recta paralela a los planos  ya b  que pase por el punto ( )0, 1,3 .P -

Solución:
La recta que nos piden está determinada por ( )0, 1,3P -  y el vector ru n ua b= ´

uur uur uur

.

Calculamos el vector director de la recta:



IES. Ramón Giraldo

5

ipri
r r

£                                                                              Matemáticas II: ejercicios de Geometría Afín Euclídea

( )1 2 1 2 2 2 4,1, 2
0 2 1

r

i j k
u n n i k i ja b= ´ = - = + + + =

-

r r r

uur uur uur r r r r

Por tanto, la ecuación continua de la recta pedida es:
1 3= =

4 1 2
x y zr + -

º

y sus ecuaciones generales o implícitas:
4 4 0

2 5 0
x y

r
y z
- - =ì

º í - + =î

10. Dado el punto ( )2,0, 1P -  y  las  rectas
2 4 02 1  y
1 01 2 0

x y zx y zr s
x z
- + + =ì- +

º = = º í + + =- î
,

encuentra razonadamente la ecuación general del plano que pasando por P  es paralelo a  y ar s .

Solución:
El plano que nos piden está determinado por ( )2,0, 1P - y el vector r sn n up = ´

uur uur uur

 (como vector
normal).

Calculamos el vector normal: ( )1 2 0 2 2 2,1,1
1 1 1

r s

i j k
n n u i k k jp = ´ = - = - + + =

-

r r r

uur uur uur r r r r

Así, la ecuación normal del plano pedido es:
( ) ( ) ( )2, 0, 1 2,1,1 0 2 2 1 0 2 3 0x y z x y z x y zp- - + × = Þ - + + + = Þ º + + - =

“De otra forma”:
El plano que nos piden está determinado por ( )2,0, 1P -  y los vectores ( ) ( )1,2,0 y 1,1,1 .r su u= - = -

uur uur

La ecuación del plano pedido es:

( ) ( ) ( )
2 1 1

2 1 0 2 2 1 2 1 0 2 3 0
1 0 1

x
y x z z y x y z

z
p p

- - -
º = Þ - - + + + + = Þ º + + - =

+

11. Determina, razonadamente, el plano p  perpendicular a 2 1 1
2 2 1

x y zr - + -
º = =

-
 que pasa por

( )3,1, 2P - .

Solución:
El plano está determinado por: { } ( ), donde 2, 2,1rP n u np pp º = = -

uur uur uur

( )
0 2 2 0

2 3 2 1 2 0 2
                                                     3,1, 2

Ax By Cz D x y z D
D D

P
p

p
º + + + = Þ - + + = üïÞ × - × - + = Þ = -ý- Î ïþ

La ecuación del plano es:
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2 2 2 0x y zp º - + - =

¡Cuidado! En este caso, el plano no está determinado por: { }, ,r rP u PPp º
uur uuur

( ) ( ) ( )2, 1,1 3,1, 2 1, 2,3rPP = - - - = - -
uuur

{ }
3 2 1

, , det 1 2 2 0 4 7 6 7 0
2 1 3

r r

x
P u PP y x y z

z
p p

- -æ ö
ç ÷º º - - - = Þ º - - - + =ç ÷
ç ÷+è ø

uur uuur

Ahora bien:
( )4 3 7 1 6 2 7 0 (verdadera)P pÎ Þ - × - × - × - + =

2 2 1|| (falsa)
4 7 6rr u npp -

^ Û Û = =
- - -

uur uur


