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Aplicaciones del teorema de Bolzano
Teorema de Bolzano: Si ( ) [ ] es continua en ,f x a b  y en los extremos del intervalo toma valores

de signo contrario [ ( ) ( )signo signof a f b¹ ], entonces ( ) ( ), : 0c a b f c$ Î = .

1. Demostrar que la ecuación 2xe x- + =  tiene al menos una solución real.

Solución:
La función ( ) 2xf x e x-= + -  es continua en R , por ser suma de funciones continuas, y en particular

es continua en [ ]0,3 . Como además ( ) ( )0 3 0  y  3 0f f= > < , aplicando el Teorema de Bolzano,

( ) ( )0,3 : 0c f c$ Î = , esto es, ( )0,3 : 2 0cc e x-$ Î + - = (es decir, c es una solución real de la

ecuación inicial).

2. Demostrar que existe al menos un número real x  tal que sen x x= .

Solución:
Consideramos la función ( ) senf x x x= -  que es continua en R , por ser suma de funciones

continuas, y en particular es continua en [ ],p p- . Como además ( ) ( )0  y  0f fp p p p- = > = - < ,

aplicando el Teorema de Bolzano, ( ) ( ), : 0c f cp p$ Î - = , esto es, ( ) ( ), : sen c 0c cp p$ Î - - = (es

decir, c es una solución real de la ecuación inicial). Como consecuencia, ( ),x p p$ Î -  (que es c ) tal

que sen x x= .

3. Como aplicación del Teorema de Bolzano prueba que las funciones ( ) logf x x=  y

( ) xg x e-=  se cortan en un punto.

Solución:
Consideramos la función ( ) ( ) ( ) log xh x f x g x x e-= - = -  que es continua en +R , por ser diferencia

de funciones continuas, y en particular es continua en [ ]1, 2 . Como además ( ) ( )1 0  y  2 0f f< > ,

aplicando el Teorema de Bolzano, ( ) ( )1,2 : 0c h c$ Î = , esto es, ( )( ),c h c  es el punto de corte de

ambas funciones.

4. ¿Tiene la ecuación 5 3 1x x- =  alguna solución comprendida entre 1 y 2?

Solución:
Consideramos la función ( ) 5 3 1f x x x= - -  que es continua en R , por una función polinómica, y en

particular es continua en [ ]1, 2 . Como además ( )1 3 0f = - <  y ( )2 25 0f = > , aplicando el Teorema

de Bolzano, ( ) ( )1,2 : 0c f c$ Î = , esto es, la ecuación dada tiene una solución en el intervalo pedido.
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5. Como aplicación del teorema de Bolzano, razona que la ecuación 2 sen logx x x=  (donde
log x  representa el logaritmo natural de x ) tiene al menos una solución.

Solución:
Consideramos la función ( ) 2 sen logh x x x x= - , que es continua en ( )0,+¥  por ser diferencia de
funciones continuas en ( )0,+¥ .

· h  es continua en ( )0,+¥ , luego en particular, en cualquier intervalo cerrado [ ],a b  contenido
en ( )0,+¥ .

· [ ] [ ], 2,6a b =

( )2 0h >

( )6 0h <

Por el teorema de Bolzano, ( ) ( )2,6 tal que 0c h c$ Î = , esto es, la ecuación 2 sen logx x x=  tiene al

menos una solución en el intervalo ( )2,6 .

6. Como aplicación del teorema de Bolzano, razona que la ecuación 3 logx x x+ = -  (donde
log x  representa el logaritmo natural de x ) tiene al menos una solución.

Solución:
Consideramos la función ( ) 3 logh x x x x= + + , que es continua en ( )0,+¥  por ser suma de
funciones continuas en ( )0,+¥ .

· h  es continua en ( )0,+¥ , luego en particular, en cualquier intervalo cerrado [ ],a b  contenido
en ( )0,+¥ .

· [ ] [ ], 0,1 , 1a b =

( )0,1 0h <

( )1 0h >

Por el teorema de Bolzano, ( ) ( )0,1 , 1 tal que 0c h c$ Î = , esto es, la ecuación 3 logx x x+ = -  tiene

al menos una solución en el intervalo ( )0,1 , 1 .

7. ¿Se puede aplicar el teorema de Bolzano a la función ( ) 2logf x x x= -  (donde log x
representa el logaritmo natural de x ) en el intervalo [ ]0,1 , 0,5 ?

Solución:
La función ( ) 2logf x x x= - , que es continua en ( )0,+¥  por ser diferencia de funciones continuas
en ( )0,+¥ .

· f  es continua en [ ]0,1 , 0,5

·
( )
( )
0,1 0

0,5 0

f

f

<

>
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Por el teorema de Bolzano, ( ) ( )0,1 , 0,5 tal que 0c f c$ Î = .

8. ¿ x$ Î¡  tal que 3sen cosxx e x-= ?

Solución:
La igualdad anterior es cierta si la función ( ) 3sen cosxf x x e x-= -  verifica el teorema de Bolzano
en algún intervalo.

Consideramos el intervalo cerrado 0,
2
pé ù

ê úë û
. Se tiene que:

1) f  es continua en 0,
2
pé ù

ê úë û
 ya que es diferencia de funciones continuas en ¡ .

2) ( )0 1 0f = - <

3) 3 0
2

f pæ ö = >ç ÷
è ø

Aplicando el teorema de Bolzano podemos asegurar que ( ) 0f x = para algún 0,
2

x pæ öÎç ÷
è ø

y, por tanto,

que la ecuación anterior tiene, al menos, una solución en dicho intervalo.

9. ¿Alguna de las ecuaciones   ox xe ep = F =  tiene solución en el intervalo ( )0,2 ?

Solución:
1) Consideramos la función ( ) xf x ep= - , que verifica:

a) f  es continua en [ ]0, 2  por serlo en ¡  (es una función exponencial)

b) ( ) 00 1 0f e ep= - = - <

c) ( ) 22 0f ep= - >

Aplicando el teorema de Bolzano, ( )0, 2c$ Î  tal que ( ) 0f c = , esto es, c  es una solución de la

ecuación x ep = .

2) Consideramos la función ( ) xg x e= F - , que verifica:

a) g  es continua en [ ]0, 2  por serlo en ¡  (es una función exponencial)

b) ( ) 00 1 0g e e= F - = - <

c) ( ) 22 0g e= F - <

No se verifican las hipótesis del teorema de Bolzano y, por tanto, no podemos asegurar que dicha
ecuación tenga una solución en el intervalo que nos dan.

10. ¿Se puede aplicar el teorema de Bolzano a la función ( ) log 2
2

x xf x
x
+

=
-

 en el intervalo ( )0,1 ?

En caso negativo, encuentra algún intervalo en el que la función se anule.
(Notacion: log  representa el logaritmo natural)
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Solución:
La función f  está definida en ( ) { } ( ) ( )0, 2 0, 2 2,+¥ - = È +¥ , luego no es continua en [ ]0,1  y, por
tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano en dicho intervalo.
Consideramos el intervalo ( )0,1 , 1 . Se tiene que:

a) f  es continua en [ ]0,1 , 1  (es un cociente de funciones continuas, ya que el numerador es
diferencia de funciones continuas y el denominador no se anula en dicho intervalo)

b) ( ) log 0,1 2 0,10,1 1,1 0
0,1 2

f + ×
= >

-
;

c) ( ) log1 2 11 2 0
1 2

f + ×
= = - <

-
Aplicando el teorema de Bolzano, ( )0,1c$ Î  tal que ( ) 0f c = , esto es, la ecuación log 2 0x x+ =

tiene, al menos, una solución en el intervalo ( )0,1 .

11. ¿Alguna de las soluciones de la ecuación ( )2 33 1
2

x - + =  está en el intervalo [ ]4,5 ?

Indicación: no se puede resolver la ecuación de segundo grado.

Solución:
La función ( ) ( )23 1f x x= - +  es continua en ¡  y, por tanto, continua en el intervalo cerrado [ ]4,5 .

Aplicando el teorema de Weierstrass, f  tiene máximo y mínimo absoluto en [ ]4,5 .
Ahora bien, como dicha función es una parábola, abierta hacia arriba, su mínimo absoluto lo tiene en
el vértice y su máximo absoluto en uno de los extremos del intervalo (solo tiene uno ya que el
intervalo no es simétrico respecto del eje de simetría de la parábola):

Mínimo absoluto: ( )( ) ( ), 3, 3 3,1
2 2

b bf f
a a

æ - - öæ ö = =ç ÷ç ÷è øè ø
Máximo absoluto: ( )5 5f =  (ya que ( )4 2f = )

Como [ ]3 1,5
2
Î , alguna de las soluciones de la ecuación ( )2 33 1

2
x - + =  está en el intervalo [ ]4,5 .

Comprobación:

Las soluciones de ( )2 33 1
2

x - + =  son:

[ ]

23 2, 29
2
23 3,71 4,5

2

x

ì
-ïï= í

ï + Îïî

;

;

12. Enuncia correctamente el teorema de Bolzano y como aplicación comprueba que la ecuación
2 sen cosx x x x= +  tiene al menos una solución, razonando la respuesta.

Solución:
a) Teorema de Bolzano: Si ( ) [ ] es continua en ,f x a b  y en los extremos del intervalo toma valores

de signo contrario [ ( ) ( )signo signof a f b¹ ], entonces ( ) ( ), : 0c a b f c$ Î = .
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b) Consideramos la función ( ) 2 sen cosh x x x x x= - -  que es una función continua en ¡ , por ser
suma de funciones continuas en ¡ . Dicha función verifica:

i) ( )h x  es continua en cualquier intervalo cerrado [ ],a b

Podemos considerar [ ] [ ], 0, , , , , ...
4 4 2

a b p p p
p pé ù é ù= -ê ú ê úë û ë û

ii) ( )0 0h <

iii) ( ) 0h p >

Por el teorema de Bolzano, ( )0,c p$ Î  tal que ( ) 0h c = , es decir, la ecuación 2 sen cosx x x x= +

tiene, al menos, una solución en ( )0,p .

13. Demostrar que la ecuación 5 34 3 0x x+ + =  tiene, al menos, una raíz real. ¿En qué resultado
te basas?

Solución:
Consideramos el intervalo [ ]1,1- :

· ( ) 5 34 3f x x x= + +  es continua en ¡  por ser una función polinómica, luego en particular, es

continua en [ ]1,1- .

· ( )1 2 0f - = - <

· ( )1 8 0f = >

Por el teorema de Bolzano, ( ) ( )1,1 : 0c f c$ Î - = , es decir, la 5 34 3 0x x+ + =  tiene una raíz real en

( )1,1- .

14. ¿El polinomio 4 24 1x x- -  tiene alguna raíz negativa?

Solución:
Como la raíz tiene que ser negativa, el intervalo tiene que estar en la parte negativa del eje OX .
Probamos:

( )
( )
( )
( )

[ ] [ ]

0 1 0

1 4
, 3,0

2 1

3 44 0

f

f
a b

f

f

= - < ü
ï

- = - ï
Þ = -ý

- = - ï
ï- = > þ

Como ( ) 4 24 1f x x x= - -  es una función continua en ¡ , por ser una función polinómica, en

particular es continua en [ ]3,0- , y cambia de signo en los extremos de dicho intervalo, por el teorema

de Bolzano, ( ) ( )3,0 : 0c f c$ Î - = . Es decir, la ecuación 4 24 1x x- -  tiene una raíz negativa (ya que

está en ( )3,0- ).

15. ¿Se puede asegurar, utilizando el teorema de Bolzano, que la función ( ) tgf x x=  tiene una

raíz en el intervalo 3,
4 4
p pé ù
ê úë û

?
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Solución:

La función tangente es continua en ( )2 1 con
2

k kpì ü- + Îí ý
î þ

¡ Z  y, por tanto, en
2
p  tiene una

discontinuidad, luego no se puede aplicar el teorema de Bolzano es dicho intervalo.

16. Se considera la ecuación 3 2 6 0x x mx- + - =  con mÎ¡ . Utilizando el teorema de Bolzano,
demostrar:

a) Si 3m > - , entonces la ecuación tiene al menos una raíz real menor que 2.
b) Si 3m < - , entonces la ecuación tiene al menos una raíz real menor que 2.

Solución:
a) Sabemos que, ( )lim 0

x
f x

®-¥
= -¥ <  y ( )2 8 4 2 6 6 2 0  si  3f m m m= + + - = + > > -

Así, si 3m > - , en el intervalo ( ), 2-¥ , la función ( )f x  cambia de signo, y, por el teorema de
Bolzano, tiene al menos una raíz en dicho intervalo.

b) Sabemos que, ( )lim 0
x

f x
®+¥

= +¥ >  y ( )2 8 4 2 6 6 2 0  si  3f m m m= + + - = + < < -

Así, si 3m < - , en el intervalo ( )2,+¥ , la función ( )f x  cambia de signo, y, por el teorema de
Bolzano, tiene al menos una raíz en dicho intervalo.
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Aplicaciones del teorema de Weierstrass
Teorema de Weierstrass:
Si ( )f x  es una función continua en [ ],a b , entonces

[ ] ( ) ( ) ( ) [ ], , :     ,c d a b f c f x f d x a b$ Î £ £ " Î .

Reformulación del Teorema de Weierstrass:
Una función continua en un intervalo cerrado [ ],a b  alcanza su valor máximo y su valor mínimo
en dicho intervalo.

1. Consideramos la función ( )
2

2

si 1
2 2 si 1
x x

f x
x x

ì <
= í

- ³î
 y la representamos gráficamente:

Teniendo en cuenta la representación gráfica, f  es continua en
¡  (se puede comprobar analíticamente) y, por tanto, lo es en
cualquier intervalo cerrado que consideremos, por ejemplo, en
[ ]1,1- .

El teorema de Weierstrass afirma
que f  tiene, al menos un máximo y
un mínimo absolutos en dicho
intervalo.
En nuestro caso, tiene:
Máximos absolutos: ( ) ( )1,1 y 1,1-

Mínimo absoluto: ( )0,0

2. La función ( ) ( )2logf x x=  es continua en { }0-¡ , luego verifica el teorema de Weierstrass

en cualquier intervalo cerrado que no contenga al cero. Por ejemplo, en [ ]1, 2 .

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, la función ( ) ( )2logf x x=  tiene, al menos, un

máximo y un mínimo absolutos en el intervalo [ ]1, 2 .

Hay que observar que dicho teorema nos dice que dichos extremos absolutos existen, pero no nos
dice nada de dónde están.


