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MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

ejercicios de la

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.
e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de

resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 27 DE EXAMEN

Opcion A
. - |x2—4|
EJERCICIO 1. Sed la funciéon definida para cadac R, x = -2, porf (x):W
(1) Determina si existen y, en ese caso, el valor siéifates
lim f(x) y lim f(x)
X - =2 X— 2

(2) Representa graficamente la funcitn

EJERCICIO 2.La gréfica de la funcion derivada de una funcibn[- 4, 9] - R es:

Responde a las siguientes preguntas de manerad&zon

(1) ¢Dénde ed creciente?, donde es decreciente y donde esacoeidt

(2) ¢Donde tiendf , si los tiene, sus maximos locales, sus minimoalés y sus puntos de
inflexion?

EJERCICIO 3. (1) ¢Es posible determinar una circunferencia condoiéas coordenadas
de dos puntos diametralmente opuestos? En casméfio, describe un procedimiento.

(2) Calculalaecuacion de una circunferencia sabigaoddos puntos A=(1, 2) y B=(3, 4) son
diametralmente opuestos.
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EJERCICIO 4. Sabiendo que

a b c
X y z|=5
u v w
calcula razonadamente el valor de los siguientesmdaantes
1 2 3
(D) |2a 3 4c @ . . . ®) 1x 7y
2x 3y 4z atx bty ctz a c b
2u 3v 4w 2a+u 2b+v 2ct+ u w v
Opci6n B

EJERCICIO 1. Halla b sabiendo que la rectay = b divide en dos partes que tienen la
misma &rea la region acotada por la curva de emiagi= 9- x* y el eje de abscisas.

EJERCICIO 2. De la funcionf se sabe que su funcién derivada tiene como remson
gréfica la recta de ecuaciork 32y + 1 =0Q

(1) ¢Tiene f algun extremo local? Si la respuesta es afirmativdica si se trata de un
maximo o de un minimo y en qué valor ’ese alcanza.

(2) Siesf(0) =1, encuentra la expresion analiticaf d@s decir, dadx € R, determina el
valor de f(x) ).

EJERCICIO 3. Mezclando tres productos, digamos X, Y y Z,afebs obtener 10 kg de
pienso que contenga 19 unidades de hidratos deraayi 2 unidades de grasa. Sabiendo que
cada kilo del producto X contiene una unidad degta$ de carbono y dos unidades de grasa,
cada kilo del producto Y contiene dos unidadesidiatos de carbono y una unidad de grasa,
y cada kilo del producto Z contiene cuatro unidadkesidratos de carbono y nada de grasa,
¢.cuantos kilos de cada producto debemos poner?

EJERCICIO 4. Para cadal € R se considera el plans, de ecuacion
m=1L+2)x+ (1-N)y+ (21+3)z+ (- 1)=0.
(1) Prueba que todos los plangspasan por una misma recta
(2) Estudia la posicién relativa de las rectay s, siendos la recta dada por
x-1 _y+1 z-2
4 ~ -1 = -3
(3) Describe un procedimiento para hallar la distanotae ambas rectas.

S
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SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Expresemosf(x) como una funcién a trozos, teniendo en cuentiefmicion de
funcién valor absoluto:

2
X -4 . 2
AT —4> 7 -
_|x 4| 5 si x°-420 y x#£-2
F0)=0 ;
X+ -X“+4 L2
si X°-4<0 y x#£-2
X+2

Simplifiquemos las dos expresiones:
- i 2 _ -
f(x):{ X2 s < 420 y x#-2
-X+2 Si X-4<0 y x#-2
Resolvamos las inecuacioneé- 4> 0 y x*- 4 <0, para ello obtengamos en primer
lugar las soluciones de la ecuacioxf - 4 = 0.

X>-4=0 = x:ﬁ = x:/ 2

N =2
estos valores los situamos ordenadamente en éaresdty construimos los posibles intervalos
de solucién de las inecuacionesy(- 2), (- 2, 2)
y (2, »), elegimos valores intermedios de las 2 2
mismos, por ejemple,1, 0y 1, y los probamos en\/x’/\/
las inecuaciones, viendo qué intervalos satisfacen ~°
a una u otra inecuacion.
A la vista de estos intervalos, la funcion queda@mente asi

X-2 si x<-2
f(x)={—x+2 si  —-2<xg2
X—=2 si 2<X
La funcién tendra limite en el purt@, si los limites laterales en dicho punto exigten
coinciden, calculémoslos:
lim f(x)= I|m (x-2=

X-=2"
X<-2

lim f(x)= lim (-x+2 =4 = lim f(x)z lim f(x) = -4%#4
x--2*% x-—2"

X-=2" x-=2"
x>-2
los limites laterales existen pero no coincideagtula funcién no tiene limite en el punto -2.
Procedamos de forma similar en el punto 2:
lim f(x)= I|m (-x+2=0
X-2" -2

x<2

lim £ (x)= lim_f im §
lim f(x)= lim (x-2 =0 = fim f(x)= lim f(x) = 0=0= lim f(x)=0

X>2

en el punto 2 la funcion tiene limite y vale cero.
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(2) Teniendo en cuenta que la funcigr) es una funcion
lineal a trozos (tres en concreto), y segun lodistlo en el
apartado anterior, tendremos que

- Parax <- 2, un punto de la grafica seria, por ejemplo, 8]{5), P
siendo la grafica de este trozo la situada al lado. [

-Para- 2 <x< 2,un punto de la gréfica seria, por ejemgl
(0, 2), y la gréfica de este otro trozo junto aréerior es la situada abajo a la izquierda.

\ 4 - Para 2 <, un punto de la gréfica seria, por ejemplo, ellj3,
2\ siendo la gréfica dix) finalmente:

2 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) La funcién f es derivable en el intervale4, 9], luego es continua en él. Los
intervalos de monotonia son:

* f(x) > 0 enlosintervalos-2, 2/3[ y ]7,9], luegd(x) es creciente en ellos.

* f(X) < 0 enlosintervalos-§,-2[ y ]2/3, 6], luegdf(x) es decreciente en ellos.

* f(x) = 0 enelintervalo ]6, 7[, luegix) es constante en él.

(2) Como la funcionf(x) es continua y derivable en el intervatlo2] 9], los extremos
relativos o locales los encontraremos sélo enselmtos de derivada cero, pero segun lo
obtenido en el apartado anterior, tendremos:

* La derivada de la funciof en el punto- 2 es cerof’(- 2) = 0, y como la funcior
pasa de decreciente a creciente en dicho purfimd#on en- 2 presenta un minimo local.

* La derivada de la funciéh en el punto 2/3 es cer6,(2/3) = 0, y como la funcién
f pasa de creciente a decreciente en dicho parftmcion en 2/3 presenta un maximo local.

* En el intervalo 16, 7[ aunque la derivada escen todos sus puntos, la funcion es
constante y no hay extremos locales. En los exgatabintervalo tampoco, a pesar de que
también la derivada es cero, pero en el puntdulzion pasa de decreciente a constante, y en
el 7 de constante a creciente, luego en ninguhosdios hay extremo local.

Para localizar los puntos de inflexion, calcularsios puntos en los quE”(x) es cero,
los puntos en los que la funcidf(x) presenta extremos locales y los intervalos endesse
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produzca un cambio en el comportamiento de la eifed, es decir, los intervalos en los que
f7(x) sea >0 y enlos qu&’(x) sea <0, para ello observamos la graficaf d&) y
deduciremos dénde la funcidh(x) es creciente o decreciente, o lo que es lo middnaje su
primera derivadaf”’(x), es positiva 0 negativa:

* f°(x) es creciente en [-4, O[, lued6’(x) > 0, por tantof(x) es convexa en i, O[

* f°(x) es decreciente en 10, 2[, luegd(x) < 0, por tantof(x) es cdncava en 10, 2[

* En x=0, la funciorf’(x) presenta un maximo local, y la funci@x) pasa de convexa
a concava, luegd(x) presenta un punto de inflexién e&r= 0.

* f°(x) es constante en ]2, 3|, lued6(x)=0, es decirf(x) no tiene concavidad en ]2, 3|,
0 sea, no hay puntos de inflexién ni gr2, ni enx=3.

* f(x) es decreciente en ]3, 4], lue§d(x) < 0, por tantof(x) es concava en |3, 4].

* f°(x) es creciente en ]4, 6[, lued6 (x) > 0, por tantof(x) es convexa en 14, 6.

* En x =4, f(x)presenta un minimo local, y la funciffr) pasa de céncava a convexa,
luego f(x) presenta un punto de inflexion er4.

* f'(x) es constante en 16, 7[, luedd(x)=0, es decirf(x) no tiene concavidad en 16, 7|,
0 sea, no hay puntos de inflexién ni 896, ni enx=7.

* f'(x) es creciente en]7, 9[, luedd (x) > 0, por tantof(x) es convexa en ]7, 9[. No
puede haber mas puntos de inflexion.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Sies posible determinar una circunferencia dendo las coordenadas de dos puntos
diametralmente opuestos, ya que las coordenadasnieb de la circunferencia las podemos
obtener calculando las del punto medio del segmego® determinan los dos puntos
diametralmente opuestos. El radio de la circunf@eese obtendria mediante la distancia entre
los dos puntos diametralmente opuestos y dividigntr dos, o también mediante la distancia
del centro a uno de los puntos diametralmente opsies

(2) Sea C4, b) el centro de la circunferencia, nos dan losgsint
A(1, 2) y B(3, 4) diametralmente opuestos. -
Los puntos A y C determinan un vector que es igual el que
determinan los puntos C y B, es de&C =CB
AC=(a, b-(1,2=(a-1 b-2
CB=(34)-(a,b)=(3-a 4- b
AC=CB = (a-1, b-2)=(3-a 4bh = 72
El radio de la circunferencia es: N b
r=dist(A,C) =|ac| = | (2-1%+(3-22= 1=/ 2
luego la ecuacién de la circunferencia es: )
x2+y2-Dax-2byr &+ B- P=0 = ¥+ y-4x 6y 2% 32—(J_2) =0=
X2 +y?-4x-6y+11= 0
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Calculemos el valor del siguiente determinante:

2a 3 4c a b ¢
2X 3y 4z|=2¢3¢4e(x y z[=223 4 5 120
2u 3v 4w u v w

Hemos utilizado la propiedad de los determinantesdice: “Si todos los elementos de
una fila o columna de un determinante estan migégbs por un mismo namero, éste podemos
sacarlo fuera del simbolo del determinante commfaomuan”.

(2) Calculemos el valor de este otro

a b c a b c a b c
a+x b+ y ct z|=| a b c |+ x y z |=
2a+u  2b+v 2ct a+u  b+v 2+ a+u d+v 2
a b c a b c
=0+| x y z |[=| X y z |=
2a+u  2b+v 2ct 2a+u +v 2t

a b c a b ¢
=l x y z|+|x y z|=0+5=5
2a 2b 2c¢c| |lu Vv w

En primer lugar hemos utilizado la propiedad dedeterminantes que dice: “Si los
elementos de cualquier fila o columna de un detente son sumas de igual n® de términos,
entonces el determinante es igual a la suma destdaterminantes como sumandos figuren en
dicha fila 0 columna, de tal manera que en es@smatantes el resto de las filas o columnas
permanecen inalteradas, excepto la que esta foppmrdamandos, la cual es reemplazada por
los primeros sumandos para el primer determin@otelos segundos para el 2° determinante
y asi sucesivamente, hasta el dltimo sumando”.

En segundo lugar hemos usado la propiedad que'8iados filas o columnas son iguales
0 proporcionales, el determinante vale cero”.

En tercer término hemos vuelto a utilizar las depiedades anteriormente citadas, para
finalmente sustituir el Ultimo determinante poy&gue coincide con el que nos da el gjercicio.

(3) Calculemos este determinante:

X z Yy a ¢ b a b ¢
a ¢ bl=-|x z y=-()x y z|=5
u w v u w v u v w

La propiedad que hemos usado por dos veces egité8iambiamos entre si dos filas o
dos columnas, el determinante cambia de signo”.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Dibujemos, en primer lugar, la curva de ecuacipr 9- X2
Calculemos los puntos de corte con los ejes, aisd @ vértice V.

* Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = y(0)=9- 0=9 = A(0, 9).
* Puntos de corte con el eje de abscisas:

y=0 - 9-x*=0 = x=,/9=7 §f§3 —~ B(3,0) y C(3,0).

* Coordenadas del vértice V: Nt
x=$9l2a=0 = y0)=9 = V(0,9).

La gréfica es la situada al lado, y la recta= b,
divide a la region acotada por dicha curva y eldge
abscisas en dos partes que tienen la misma aeeaosi
una de ellas la sombreada del dibujo.

El &rea de la regién acotada por la curva y etleje
abscisas es:

'[3

-3

2 X2 ’
(9—x )dx: Ox-=| =@7-9-(-27 9= 36
-3
El area de la regién sombre%da valdra la mitadees, 18 y es:

ja (9—x2—b) dx:{gx—x—;— bx} =

-a _a

3 3
= 9a—a——(9—a2) a-| -9a+ & + 9—a2) al=28=18 = a&->=~238
3 3 3 3/5
Para calcular el valor de “b” sustituiremos e iemos calculado de “a” en la funcion:
2
y=9-x> = b=9-a° = b=9—3i = b:9—3i:3'33
12 7a

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Silafuncionf(x) es una funcién polindmica y su funcién derivadadicomo gréfica

larecta - 2y+ 1 =0, significa que al despejprobtendremos la funcién derivada, es decir:
3x-2y=> +100 = y:g X+% = fY( x):g x+%
al ser la funcionf polinébmica, es continua y derivable en t@®jduego sus extremos locales
se encuentran en los puntos de derivabilidad cesea:
' 3..1 3..,1 1
= —X+= — X+== = —-=
f(x)2x2:>2x20:>x3
se da la condicion necesaria para que halla ueraatrelativo, distinguiremos si es maximo

0 minimo estudiando el comportamiento de la segdedaada en dicho punto
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I _3 1 rr _3 rr _3
f(x)—§x+E = f (x)—E = f (_)_§>O

hay un minimo local en el punto de abscisa= 3/2.

(2) Para encontrar la expresion analiticaf déntegraremos la funcién derivada:
f' (x)——x+— = J-( X+ ) dx-— >?+— xC

como ademasf(0) = 1, tendremos:
f(x)= x+%x+c = f(O)—— 0%+ 2-o+c:1 —~ c=1

la funcion f(x) finalmente sera: f(x)= 7 3 +% x+1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemos X, y ,z a las cantidades, expresadas en kilos, quelwpaner de cada uno
de los productos X, Y, Z, respectivamente. Trachdneal lenguaje algebraico lo que nos dice
el ejercicio, tendremos:

X+ y+ z=10

Expresemos el sistema en forma matricial y resabsfon
X+2y+ 4z= 19 P y

ox + y - 12 mediante el método de reduccion de Gauss Jordan.
1 1 1|10 Triangulemos inferiormente.
1 2 4|19 Tomemos como pivote el elementeal# 0.
2 1 0|12 Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.][15f.]
Sustituyamos la 32 fila por:  [33.]2 - [15f]
! ! 110 Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0 ! 3 ° Sustit la 32fil T [3%] + [23f
0 -1 -2|-8 ustituyamos la 32 fila por: [32f.] + [25.]
1 1 1|10 Triangulemos ahora superiormente.
0O 1 3|9 Tomemos como pivote el elementg=a 1+ 0.
O 0 1! 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23£]3 - [3%f]
Sustituyamos la 12 fila por: [12£][35.]
1 1 0]9 Tomemos como pivote el elementgal# 0.
0 1 0|6 Sustituyamos la 12 fila por:  [13.][25]
0O 0 1)1
1 0 0|3 El sistema esta diagonalizado. La solucién es:
0O 1 0|6 X=3, y= 6, z=1.
0O 0 1|1 Es decir, hemos de poner del producto X, 3 kilesYd 6, y del

Z, 1 kilo.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Expresemos los planosr, = (1+2)x + (1-)y + (1+3)z + (2.-1)=0, de
la siguiente forma:
m=X+2X+y- Ay +tz+3Iz+2A-1=0 =
m=X+y+z-1 + A(X-y+3z2+2)=0
luego los planosr, los hemos expresado como un haz de planos detelora los planos
X+y+z-1=0 y X2 y+3z+2=0
si estos dos planos se cortan en una recteabremos demostrado que todos los planos
pasan por esa misma reatacomprobémoslo

X+y+ z= 1} Expresemos el sistema en forma matricial y discasdon
2X - y+3z=-2 mediante el método de reduccién de Gauss.
1 1 1] 1 Triangulemos inferiormente.
( > -1 3 ‘ —2) Tomemos como pivote el elemente=al# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23£]2 - [1%f]
1 1 1] 1 El sistema esta triangulado inferiormente. Hayetmsciones y
0O -3 1!|-4 tres incognitas, se trata de un sistema compatibéterminado

uniparameétrico, cuya solucion es una regtpie es precisamente
en la que se cortan los dos planos, luego todgddo®s, se cortan en una recta.

(2) Calculemos, en primer lugar, la ecuacion dedtareen forma paramétrica, para ello
terminemos de resolver el sistema al que habidegedo en el apartado anterior

1 1 1! 1 La incognita que nos sobra,Zda pasamos al segundo
0 -3 1|-4 miembro como incégnita secundaria
1 1] 1-2 Triangulemos superiormente.
0 -3 ‘ —4-7 Tomemaos como pivote el elementga- 3 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f] + [23f]
( g g ‘ _14_ 42) La solucion es la recta cuyas ecuaciones paramétricas
-3| -4-z
1 4
X=—-=—-—=
3 3"
r= 4,1
= —+=
Z=|
Expresemos también en paramétricas la ecuacicmréetas:
X = 1+ 4a
s=iy=-1-aqa
z=2-3

Estudiemos la posicién relativa de ambas rectaa,lpaual, identificamos entre si bas
lasy, y lasz, de ambas rectas:



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 38

14, _ 4,4 __
3 3“ 1+ 4a 40(+3p 3 120+ 4u = -4
4,10 g gbs gl o Tls mmap =-7
3 gh =1« L )
W=2-% A+ = 2 +p =2

Expresemos el sistema en forma matricial y resabgfomediante el método de reduccion
de Gauss.

12 4| -4 Triangulemos inferiormente.
3 1| -7 Tomemos como pivote el elementg, 12+ O.
3 11 2 Sustituyamos la 22 fila por: 4 - [23f.]1%.]

Sustituyamos la 32 fila por: 4 - [33f.]1%.]
12 4| -4 Hemos obtenido dos ecuaciones absurdas, por lo ¢hsistema es
0O 0| -24 incompatible, y consecuentemente las dos rectasuzarcren el
0O 0| 12 espacio

1.4 4,1 ) de la regta

(3) Elegimos dos puntos genéricos, uhc;( 3 §p, §+§p, u

otro H = (1+ 4o, -1-a, 2- &) de la recta. Construimos el vectoPH que determinan
ambos puntos:

Sy = 1 —a)-(-1-4, 4.1 =
PH=(1+4a, -1-a, 2- &) ( 3 3H 3t3H pj

-(4 4, 1 _4-1 _ -
—(3+4a+3u, 3 a 3u, 2-3 u)

e imponemos la condicién de que sea perpendiceaauno de los vectores de direccion de
las rectas, es decir, que el producto escalaresea ¢

4 4 7 1 4 1
PH+ G, = 0 (5*4“5“’ SRR LY 2'3*‘“)'['@ 3 1)-0
=
PH V= 0 [%+4a+%|,1, —%—a—%p, 2-3}-u)-(4, -1 -3=0

Planteamos un sistema de dos ecuaciones con damitas,a y [, una vez resuelto,
estaremos en condiciones de calcular el méduleetédr PH , que coincidira con la minima
distancia entre las dos rectas que se cruzanespatio

dist(r,s) = | PH]|
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ¢jercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 28 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (a) [1 PUNTO] Dibuja el recinto limitado por los semiejesifivos de
coordenadas y las curvas >
y:x2+1, F; e y=x-1

(b) [1'5 PUNTOS] Halla el &rea del recinto considerado en el apartéetioan

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] Calculay b sabiendo que la funciéit R -~ R definida por:

f ax+5x si x<2
X)=
C=1 2,y si x>2
es derivable X
EJERCICIO 3. Sabiendo que b ¢
d e fj{=2
g h i
calcula los siguientes determinantes y enuncia las propiedadesliqas. ut
(a) [1PUNTQ] 3a 3b 15c
d e 5f
g h 5i
(b) [1'5 PUNTOS] a+2b ¢ b
d+2e f e
g+2h i h

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS] Halla la distancia entre el origen de coordenatdaecta
interseccion de los planos de ecuaciones respectivas
X+y+2z=4 y - y+z=2.
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUTOS] De entre todos los rectangulos de 40 kida de perimetro,
calcula las dimensiones del que tiene area maxima.

- T 9-x%
EJERCICIO 2. (a) [1 PUNTO] Dibuja el recinto limitado por la curve = X larecta

4
tangente a esta curva en el punto de absgisal y el eje de abscisas.
(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area del recinto considerado en el apanéeiior

EJERCICIO 3. [2’5 PUNTOS] Calcula las coordenadas del punto sicoétiel (1,- 3, 7)
respecto de la recta dada por las ecuaciones
z-4
X-1= y+3= ——.
Y 2

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones
Ax+2y = 3
-X+2Az= -1
AX-y-7z=A+1
(@ [1 PUNTO] Halla todos los valores del parameiropara los que el sistema
correspondiente tiene infinitas soluciones.
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema para los valores ele el apartado anterior.
(c) [0'5 PUNTOS] Discute el sistema para los restantes valores de

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Representemos la funcion polinémiga x? + 1, funcién
cuya grafica es una parabola, pardbola que coincide corxfa de
desplazando ésta una unidad hacia arriba, es decir que el vértice de\ |/ 3
la misma es el punto (0, 1). Otros dos puntos que nataegn a | 1
representarla son elZ, 2) y el (1, 2). La gréfica es la situada al
lado.

Representemos ahora la funcion de proporcionalidad inversa,

y= % , Cuya gréfica es una hipérbola equilatera; para ello calculespsihtos de corte de
ésta con la gréfica de la funcién anterior:
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=x%+1
Y 2 = x2+1=2 = xX}+x=2 = XC+x-2=0
y== X
X
10 1 =2
1+ ./1- L,
@ 11 9 = X2+x+2=0 = x:# =  no hay solucién

Por tanto, solo se cortan en el punto de abscisa 1; susustt
ésta en cualquiera de las dos funciones obtendremos la ordenadg,
guees: y=2+1 = y=2, luegoelpuntoesel (1,2).
Otros puntos de la gréfica de la hipérbola pueden ser, por
ejemplo, (2, 1),{2,-1)y (- 1,- 2). Y
La gréfica de ésta nueva funcién dibujada sobre la que ya
teniamos es la situada al lado ‘
Representemos la Gltima de las funcionegdg- 1, funcion
afin cuya gréfica es una recta que no pasa por el origen, sino que
corta a los ejes de coordenadas en los punted)@; (1, 0).
Esta dltima funcion corta a la hipérbola en los puntos:

y=x-1 2 )
2 = x-1== = x*-x-2=0 =
y= X \

X
_1xy1+8 _ _21 ~ (21 y {1,-2 :
4 ‘

x 2

La funcién afin no corta a la funcion cuadratica:
y=x-1 }: x-1=x°+1 = X-x+2=0 =
y= X2 +1

lei./1—8

2

La representacion gréfica de las tres funciones es la que se&
encuentra situada al lado, donde ademas se ha sombreado el
recinto limitado por los semiejes positivos de coordenadas y——
tres curvas.

= no tiene solucion.

(b) Para calcular el area del recinto sombreado anterior, lo
desdoblamos en trozos, el primero es el situado a la izquierda,
Cuya area es:

/ 1 3 1
>(—2 A1:J.O(x2+1)dx:{%+x} :[%+1J—O:%

0
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El segundo trozo es el situado a la derecha y cuya éarea es:
2
A, :j %dx:[z Ln( %] =2 Ln2)-2 Ln(1) =2 Ln(2) \

1

El tercero y dultimo trozo es el >
situado a la izquierda, y cuya area se™— /; .
1

corresponde con la de un triangulo; /
es decir: 2

Ay =2 I X1

2 > 2 2 2
g Finalmente el area del recinto pedido es:
>{2 Area:Al+A2—A3:%+2 Ln(2)—%:%+2Ln(2)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funciénf(x) es derivable en todd tiene que ser continua tambiénken

Calculemos el valor da y de b para que la funcién sea continua.

Para que la funcidéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho gahem
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funeidase punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del interval

- El trozo de funcion para valores xleenores que 2¢x<2, es una funcién polinémica,
y las funciones polinémicas son continuas en ®daego la funciér es continua para<2.

- El trozo de funcion para valores denayores que 2x>2, es la suma de una funcion
polindmica,bx, que es continua en to@o y de una funcién raciona/x, que es continua en
todoR salvo para el cero que es el valor que anula al denominadogegie valor no pertenece
al dominio que estamos considerando, luego la furf@értontinua para>2, ya que la suma
de funciones continuas es continua en el dominio comun dengsries suma.

- El problema de la continuidad estd en el punto 2, donde hagambio en el
comportamiento de la funcion.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcidn erogiahto, para ver si existen
y coinciden.

i — i a —a
i, 1=, (3001 =3+
x>2 lim f(x)=lim f(x)= (9
lim f(x)= lim (ax+5x2) =2a+20} = | x2 x-2
x-2 X2 S+Dd=2a+20 = - D+ 46 0
f(2)=2a+20
Luegof(x) sera continua en el punto 2, si se verifica qua:- 8+ 40 =0. [1]

En definitiva, la funciéri(x) es continua eR, siempre y cuando se satisfaga [1]
Estudiemos ahora la derivabilidad para los diversos valorey deb.
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Una funcion ser& derivable en un punto, si las derivadas |ate@teiden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntogei®ialo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidactaralno derivabilidad.

- Para valores de<2, f es derivable, por ser una polinémica, siendo la derivagtapx.

- Para valores dex>2, f es derivable, ya que la funcién derivada:Xef‘sJr b , Yy esta

funcién no estéa definida para el valor cero, pero este vafmntenece al dominio que estamos
considerando.
Una primera aproximacion de la funcién derivada, donde ya salipra@s derivable es
a+10x si x<2
f'(x)=4 —a
X2
- El problema estéa en el punto 2.
En el punto 2 ser& derivable, si las derivadas laterales coinciglereste caso se debe
satisfacer ademas la condicion de continuidad [1].

+b Si x>2

. -a -a
f'(2")= lim (—+ b) =—+b
X-2F X2 4
x> 2
f'(27)= lim (a+10x) = 20+ a
X2
X <2
luego la funciérf(x) sera derivable ex = 2 siempre y cuando se verifiquen las condiciones
[1]y [2] simulthineamente, para lo cual resolveremos el sistamadim por ambas ecuaciones:
5a—4b= —8% Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el

freh=f1(2) =
%+b:20+a ~ Sa-4b=80 [2

3a-4b=-4 método de reduccion de Gauss.

5 -4| -80 Triangulemos inferiormente.
3 -4 _40) Tomemos como pivote el elementga5 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23f.]3 - [15f.]

Simplifiqguemos la 22 fila por 8

[@N)]
|
(0]

—4‘ —80)

6 8 %
6
(

Triangulemos superiormente.
_80) Tomemos como pivote el elementg & 1 # 0.

=S Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + 4 - [25f.]
50 —10(3 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
o1 - 5a=-100 = a=-20 ; b=-5.

Paraa=-20 y b=-5, lafuncién sera derivable en todo su dominio.
La funcién derivada quedara finalmente, una vez sustitaidpor - 20 y b por- 5, asi:
a+10x Si xs2
LGk - B
X2
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

3a 3b 15c
(a) Calculemos el valor del siguiente determinanté e 5f], sabiendo que
h 5i
a b c g
d e f|=2
g h i
3a 3b 15¢c a b 5c a b c
d e 5f[=3d e 5f=35/d e fl=152=30
g h 5i g h 5i g h i

Hemos utilizado dos veces la propiedad de los determinaneedicgt ‘Si todos los
elementos de una fila 0 columna de un determinante esthiplicados por un mismo namero,
éste podemos sacarlo fuera del simbolo del determinante agtoo ¢omui.

Finalmente hemos sustituido el Ultimo determinante pga Bue coincide con el que nos
da el ejercicio.

(b) Calculemos el valor de este otro determinante:
at2b ¢ bl |la ¢ b| [2b ¢ b Ja b ¢
d+2e f ¢e=|d f e|l+|2e f el=-|d e f|+0
g+2h i h| |g i h|{ [2h i h| |g h i
En primer lugar hemos utilizado la propiedad de los detembés que dice:Si los
elementos de cualquier fila o columna de un determinanteusoassde igual n° de términos,
entonces el determinante es igual a la suma de tantos dedetlesncomo sumandos figuren
en dicha fila o columna, de tal manera que en esos detertagah resto de las filas o
columnas permanecen inalteradas, excepto la que esta formadaupandos, la cual es
reemplazada por los primeros sumandos para el priratgrchinante, por los segundos para
el 2° determinante y asi sucesivamente, hasta el dltimo sofnand
En segundo lugar hemos usado la propiedad que &icgo3 filas o columnas son iguales
o proporcionales, el determinante vale cero
En tercer término, hemos utilizado la propiedad que d&iéntercambiamos entre si dos
filas o dos columnas de un determinante, entonces el detetmicembia de sigrio
Finalmente hemos sustituido el ultimo determinante pga ue coincide con el que nos
da el ejercicio.

-2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Calculemos la recta interseccion de los dos planos en forma pacamg#iia lo cual
resolveremos el sistema formado por las ecuaciones de los dos. plan
X+y+2z=4 Expresemos el sistema en forma matricial, y resolvdmoslo mediante
2x-y+ z= 2} el método de reduccién de Gauss - Jordan
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101
2 -1
101
0o -3
101
0 -1
101
0 -1
1 0
0 -1

4 Triangulemos inferiormente.
2 Tomemos como pivote el elementgal = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23.]2 - [13f]
4
‘ —6) Simplifiguemos la segunda fila por 3.

4 Los elementos de la diagonal principal son dissimte cero. Tenemos
j dos ecuaciones y tres incognitas, es un sistemapatdte

indeterminado uniparamétrico. Nos sobra una in¢égtaz, que la

pasamos al segundo miembro como incdgnita no pahcisecundaria.

4-27 Triangulemos superiormente.
—2+7 Tomemos como pivote el elementg=a- 1 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [23f.]
2_7 El sistema esta diagonalizado. La solucién es:
247 X=2-z ; y=2-12

Sustituyamos la incognita por un parametro, por ejempla,

tendremos la ecuacion de la recta interseccion de los dos planesarpévamétrica:

X=2-A
y=2-A
z=A

Para calcular la distancia del origen O=(0, 0, 0) a la reelgingbs de la recta un punto
genérico H=(2, 2- A, 1) y le imponemos la condicién de que el ve@ét sea perpendicular

al vectorv = (-1,-1,1) de direccion de la recta.

OHOV

OH=(2-X,2-A,A)-(0,0,0=(2XA, 2A,A)
= OHeV=0 = (2-), 2-A\,A)e(-,-1D=0 =

24AN-24A+A=0 = A=4 = =4

luego el vectorOH tendra de coordenadas:

SH = (2—X 2 =(o-4 ,_4 4 _(2 2 4
OH=(@-A 274, 2) (2 32 3’3) (3’ 3 3)

y la distancia entre el origen O y la recta interseccion es:

dist (O, r) :‘ OH

g RO

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Como el perimetro es 40 kilometros, el semiperimetro es 2&c#s si a la base de los
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rectangulos la llamamosla altura légicamente debe ser 20
La expresion de la funcién area es:
A(X) = (20- X)x = A(X)=- X% + 20x
El dominio de esta funcidn areg(x), es el intervalo abierto (0, 20).
Calculemos el maximo absoluto de esta funcién, que al ser pidiaés continua y
derivable en todo su dominio.
A(x)=-2x+20 = -2x+20=0 = x=10.
A"(x)=-2 = A7 (10)=-2<0 = hay un maximo relativo ex= 10.
Estudiemos la monotonia #€x) en su dominio, es decir, en el intervalo (0, 20). Como la
funcion derivada se anula gn10, tendremos dos intervalos de monotonia, (0, 100,y2Q).
Probemos valores intermedios, por ejemplo, 5y 15, enffeemiderivada:
* A’(5)=- 2-5+20=10>0 = creciente en (0, 10)
* A'(15)= 2:15+20=10<0 = decreciente en (10, 20)
luego el maximo relativo es maximo absoluto, por tantalitaensiones del rectangulo de area
maxima son:
base =x = base = 10 kildmetros
altura = 20 x = altura=2010 = altura = 10 kilémetros.

20- x

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Representemos la funcion= 9

X L
4 r
_9 X2 . ’
= Y= 2”7 queesuna parabola. L
* Punto de corte con el eje de ordenadas: — s

-3 -2 -1 1 2 3 ‘
x=0 = y0)=9/4 = A(0,9/4). / \
* Puntos de corte con el eje de abscisas:
y=0 = 9-x¥=0 = ¥=9 = x=3; x=-3 = B(-3,0);C(3,0).
* Coordenadas del vértice V:

x=-L - x=-_—20

2a 1
2(-3)
La grafica de esta funcion es la representada mas arriba.
Pararepresentar la recta tangente a la curva anterior en el purdoigaxati, calculemos
antes la ecuacion de dicha recta tangente. Teniendo en cuenta que la eridmiéecta
tangente a la gréfica de la funcien un punto de abscigges: y- y, =f(%) (X- X)) =

9-x? 2 _ X
4

2 sl

\4

=0 ; y:% = y:% = V[O,g)

9_
= f0g)=¥0="72 1 F'(0=-3 = fl(x)=-2

f(x) =

Y= Yo = =2 (x= ) &

impongamos ahora la condicion a esta recta tangente genérica, que phpamto de abscisa

_2
%, = 1, siendo la ordenadg; = % = . Sustituyendo este punto entflrjdriemos:
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V=R (%) > y2=-Z(x) =

1..5 \

y:_§X+§

que es la ecuacion de la recta tangente ala curvaen e
punto de abscisa 1. La representacion grafica d
recta junto a la curva anterior es la situada al lado.
Finalmente, el recinto limitado por la curva, la

tangente y el eje de abscisas es el rayado en el dibujo.

A
(b) Para calcular el area del recinto anterior,
calcularemos antes el siguiente: 5
5— 1)0 2 2
A =57D2_4
! 2 /
Calculemos ahora este otro: /’3 2 v 3\‘1 o~

° 9 x? 9. x° ’
Afjl (Z_Tj dx{zx‘ﬁ} -
1

\
2
‘ :5_27_(9_ 1)_81-27_27-1_
/3 2

12 3\4 NG 4 12 \4 12/ 12 12
_54_26_28_7

Por ultimo, el area del recinto pedido sera:
Area = Al_A 2 = 4_

wl~
I

wlu
c

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Expresemos la ecuacion de la recém forma paramétrica:
x=1+t
rs y=-3+t
z=4+2t
El vector de direccion de lareatas vV =(1, 1, 2
Sea H la proyeccion del punto P ={3B, 7) sobre la rectg se
cumple la condicién de que el vec®id  es perpendicular al v@ctor  de dirdedirecta,
luego el producto escalar de ambos vectores sera cero.
El punto H por pertenecer a la recta tendra de coorderfadds — 3+t, 4+ 2t)
El vectorPH tendré de coordenadas:
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PH= (1+t, =3+t, 4+ 2)-(1-3 D=(t, t,- 3 2)
El producto escalar de los vectorB8 Vy  es cero:
PH V=0 = (t,t,-3+2t)¢(11 2= 0= t+t- & 4= 0= t= 1
sustituyamos en el punto H y en el vectd?H
H=(1+t, —=3+t, 4+2t)=(+1 -3 1 4 P=(2- 2 p
PH=(t, t,-3+2t)=(1,1-3 2= 1- 1)

El punto P'=4, b, c), simétrico del P respecto de la regtaerifica quePH = HP' , es decir:
PH=HP = (1-1)=@bc)(2-26 = (1} I=(a- 2br 2 §6=

l1=a-2 a=3
1=b+2 = b=-1 = P'=@3-15)
-1=c-6 c=5

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Discutamos el siguiente sistema.
Ax+2y = 3
-X+2Az= -1
3X—-y-7z=A+1

Expresemos el sistema en forma matricial, y discutamoslo
mediante el método de reduccién de Gauss.

A 2 0 3 Intercambiemos entre si las filas 12 y 22
-1 0 2| -1 y después la 22 con la 32,

Tomemos como pivote el elementg=a- 1 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [22#]3 - [13f.]

1 0 2] -1 ] Triangulemos inferiormente.
Sustituyamos la 32 fila por: [32f]A - [12f.]

-1 0 2 -1

0 -1 6e-7|r=-2 Tomemos como pivote el elementg=a- 1 = 0.
0o 2 22| 3-) } Sustituyamos la 22 fila por:  [32f]2 - [22f]

10 2 -1 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los
0 -1 -7 A -2 | elementos de la diagonal principal son distintos de cero
0 0 22+12 - 14| -1+A ) salvo el g que puede serlo o no. Discutamos los

diferentes casos que pueden presentarse.
* Si a,=0 = 22+12-14=0 = M+6.-7=0 =
N 6%436+28_ 1
2 N7

*» SiA=1 = ladUltimaecuacién serd 0 %+1, es decir, 0 =0, se trata de una
ecuacion trivial, la eliminamos, nos quedara un sistemagleamciones y tres incégnitas, o

sea, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico poe lel gistema tiene infinitas

soluciones.
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*» Si A=-7 = ladlltima ecuacién sera 0 %-7, es decir, 0 =8, que es una
ecuacion absurda, por lo que el sistema no tiene solucion setema incompatible.
*Siagy0 = A#1 y A#-7 = ladltima ecuacion no es ni absurda ni
trivial, nos queda un sistema de tres ecuaciones con tres irghisistema es compatible
determinado, tiene solucidn Unica.

(b) Resolvamos el sistema paral, para ello sustituyamos este valor en la matriz
triangulada inferior del apartado anterior.

-1 0 2 -1 -1 0 2|-1 -1 0 2|-1
0-1 6&6-7 A-2 | =-| 0 -1-1|-1| =| 0 -1 -1| -1
0 0 2%+12- 14/ ~1+A 0 0 0|l O 0 0 0| O

(-1 0o 2 —1) Al estar el sistema triangulado, y ser un sistenoenpatible
0 -1-1|-1 indeterminado uniparamétrico, la incognita que Bmobra, laz, la
pasamos al segundo miembro como incégnita no pahoisecundaria

( -1 0‘ -1- 22) El sistema esta diagonalizado. La solucién es:

0 -1| -1+z -x=-1- 2z ; -y=-1+z
o lo que es lo mismo:
Xx=1+2Z ; y=1-12z
sustituyendo la incognitapor un parametrg tendremos la solucion final:
XxX=1+2t ; =-1-t ; z=t

(c) La discusidn para los restantes valores ge ha realizado en el apartado a).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

c) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

¢) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 29 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funciorh: R - R definida por

_1 si x#0
f(x) = 1+e¥
0 si x=0

(@) [1'5 PUNTOS] Calcula los limites laterales fleen x = 0. ¢, ES continua enx = 0?
(b) [1 PUNTQ] Calcula el valor de la derivada fleen x= 1.

EJERCICIO 2. Considera la funciéri: R -~ R definida por f (x) = (1 +x) e*.
(@) [1'5 PUNTOS] CaIcuIaJ. () dx.

(b) [1 PUNTQ] Calcula una primitiva dé cuya gréfica pase por el por el punto (0, 3).

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Halla las ecuaciones de la recta que se apoyadieygben
mente en las rectasy s definidas respectivamente por
z-1 X-4_y+1l_

z
X-1=y-2= =
y -2 -1 3 2

EJERCICIO 4. Considera las matrices

33 ly) v uell)

(@) [0°75 PUNTOS] Halla los valores aeey tales que AX=U.
(b) [0°75 PUNTOS] Halla la matriz ‘A y calcula A' U.
(c) [1 PUNTO] Encuentra los posibles valoresmepara los que los vectores

) v ()

son linealmente dependientes.
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2°5 PUTOS] Determina una funcién polinémica de gradal8endo que
verifica que alcanza un maximo err 1, que su grafica pasa por el punto (1, 1) y que la recta
de ecuaciény = x es tangente a su grafica en el punto de abscis@.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] Calcula la siguiente integral definida
J‘Z dx
—-
o X +4x+3
¢, Qué representa geométricamente?

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Calcula el volumen de un cubo sabiengéags de sus caras
estan, respectivamente, en los planos- 2y+z- 1=0 y 2- 2y+z- 5=0.

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones
X+Ay+(A-1)z= 1
y+z= 1
2x+y-z=-3
(@) [1 PUNTOQO] Halla todos los posibles valores del paramketpara los que el sistema
correspondiente tiene al menos dos soluciones distintas.
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema para los valores ele el apartado anterior.
(c) [0'5 PUNTOS] Discute el sistema para los restantes valores de

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(a) Calculemos los limites laterales de la fundién el punto=0:
1 1 1 1

lim f(x)= Ilim = = = =1 z
X0~ X— 0~ 1 —j: 1+e™® 1+0 120
1+eX 1+e0
=
. - 1 1 1 1
lim f(x)= lim = = = =0 i Z i
x-0" x- 0" L 114”1t XILnS— F(x) XIT(])* f(x)

1+eX 140"

La funcién tiene limites laterales pero no coinciden, luegbene limite, por lo que no es
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continua erx=0, aunque el valor que toma la funcién en el punatd coincide con el limite
lateral por la derecha en dicho punto.

(b) Para que pueda ser derivableenl ha de ser previamente continua, y lo es porque

para valores menores que cero la funci,énl—X es un cocienteoilenesmcontinuas y no

1+
se anula para ningun valor del denominador, luego ser& contimza.en
La funcion derivada ex=1 es:

1 (_ 1] 1
—-ex 2 ex
f'(x):—lxz = F—07
[1+ exj x2 [1+eXJ

1. (1+ e)2 B (1+e)2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos la siguiente integral mediante el método de integamidpartes.
(1+x) € dx
u=1+x du = dx

dv= €& dx V:Iexdx:é

'[(1+x)ex dx:(1+>)é(—'[ & de(l+ X6 & B Xe & XeC

(b) Una primitiva dd cuya grafica pase por el punto (0, 3) sera:
F(x)=x&+C = F0)=0&+C = 3=04+C = C=3 =
F(x)=x€+3
gue es la primitiva que nos piden.

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Las ecuaciones de las rectass en forma paramétrica son:

X =1+a X=4-0
r=Jy=2+a S=qy=-1+3
z=1-20 z=23

Elijamos de la rectaun punto genérico, P, de coordenadas &(2+a, 1- 20); y de la
rectas otro, H, de coordenadas H@4- 1+33, 28).
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Se ha de verificar que el vec®H  que determinan estos dos gemérscos, ha de ser
perpendicular al vector de direccidon de cada una de las rectas, ynjoorldaa productos
escalares respectivos seran cero:

PH= (4-B, -1+ 3B, B)- (1+a, 2+a, - 2)=(3P-a, - 3 B-a,- ¥ B+ @)
PHOG, = PH G =0= @-B-a,-3+3P-a,- & B+ 2)+(11 3=0
PHVs = PH V=0 = @-B-0, -3+ 3P-a, -4 B+ 21)+(1,3,2)=

3-B-0a-3+PB-a+2- B- & =0 6a-B=-2] -3n-p=-1
—3+B+a -9+ PB- - 2+ 43+¢:o}3 2a+143:14}:> a+7B = 7}:’

Expresemos el sistema de ecuaciones anterior en forma matricial:

=

-3 -1 —1) Resolvamoslo mediante el método de reduccién de Gauss - Jordan.
1 71 7 Intercambiemos entre si las dos filas.
1 71 7 Triangulemos inferiormente.

-3 -1|-1 Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [22#]3 - [13f.]

1 7|7 A as
0 20‘ 20) Simplifiquemos la 22 fila por 20.

Triangulemos superiormente.
1 7|7 )

Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0 11 Sustituyamos la 12 fila por: [13.]7 - [23f]
1 0 Oj El sistema esté triangulado. La solucién es:
0 1|1 a=0 ;o Bp=1

La ecuacion de la recta que se apoya perpendicularmenyesges la recta que pasa por
el punto, por ejemplo, el P; y tiene como vector de direcciéaatdr PH, es decir:

P(1+0, 240, 1- 20) — P(1+0,2+0,42.0) - P(1,2, 1)
PH= (3-B-0a, -3+P-a, -+ B+22)=31+0-3F 3 0- 2 P=(2,0, 1)

X =1+2\
y=2
z=1+A

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Para hallar los valores deey que satisfagan X=U, comprobamos si la matriz A
tiene inversa, y si la tiene la calculamos.

Lo haremos mediante el método de Gauss, que consiste en @lacderecha, por
ejemplo, de la matriz A la matriz unidad e intentar, mediante sel de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izdeiérda matriz que
gueda a la derecha es la matriz inversa de A.
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0 Triangulemos inferiormente.
1 Tomemos como pivote el elementg=a 3+ 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.]4 - [1%f]

W

2| 1 Oj La matriz A admite inversa. Triangulemos superiartee
Tomemos como pivote el elementgal = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13£.]2 - [23f.]

o w
=

Simplificamos la 12 fila por 3.

o
[

inversa de A., es decir:

(37
-4 3

Resolvamos la ecuacion matricial que nos dice el problema:
AX=U = A'AX=ATU = IX=A'U = X=A'U =

(2 M)A

N — I/
o w
= O
|
» ©
|
w o
—

0‘ 3 -2] Hemos obtenido, a la izquierda, la matriz unidad y a la deréchatriz

luegox=3 ey=-1.

(b) La matriz inversa de A, A la hemos calculado en el apartado anterior.
Igualmente, en el apartado anterior, también hemos calcutatly g¢ue coincidia con el
valor de la matriX.

(c) Calculemos, en primer lugar, el vec)éor( ;j .
w33 ()= (2150
m)” 4 “l4+3m

3+2m 1 L . . . -
Los vectore{ j y ( mj seran linealmente dependientes si una combinaedn lin

4+ 3m
3+2m 1 . . -

de ellos nulap 4+9m +B =0 , implica que al menos uno de los coeficientes,
es distinto de cero. Esto implica a su vez que cualquiera dedtizes es igual aveces el
otro. Veamoslo.

(3+§n:)_)\(g - (3+@_(an N 3+2m= A N A =3+2m
4+3m) 4+3m) A 4+3m=\m Am= 4+ 3m
Expresemos el sistema anterior, de dos ecuaciones y una incgaitégrma matricial.

1| 3+2m Resolvamoslo mediante el método de reduccién de Gauss - Jordan.
( ‘ A+ 3m) Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elementgal # 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [23f.]m - [13f.]

m
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1| 3+2m El sistema esté triangulado inferiormente. La Ultima ecuacion serde
[O ‘ 4_2,712) trivial, 0=0, para que el sistema sea compatible, es decir, para qu
podamos obtener un valor paray deducir que los dos vectores son
linealmente dependientes. Para ello se ha cumplir gqu2n#=0 =

m=y2 ; m=-2

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Una funcién polindmica de grado tres tendra el siguiente aspecto:
f)=ax+bx®+cx+d
Tendremos en cuenta que las funciones polindGmicas son contideiisaples en todr.
Si el punto P(1, 1) es un punto de su grafica, se verificara:
l=a+b+c+d [1]

Si en el punto P(1, 1) la funcién alcanza un maximo:

f'(x)=3ax*+2bx+c - f(1)=3a+2b+c = 0=3R+2b+c [2]

f7(x) = 6ax +2b = f7(1)=6a+2b = 6a+2b<0 [3]
Si larectay=x es tangente a la grafica dx) en el puntox = 0, se verificara:

* que el punto (0, 0) es un punto de la gréfica, y por tanto

f)=ax+bx+cx+d = 0=d [4]
* que la pendiente de la recta tangente, 1, es iguaf @d§ y por tanto:
f'(x)=3ax*+2bx+c = f(0)=c = 1= [5]

Resolvamos el sistema formado por las condiciones [1],4RY, [B], pero previamente
sustituiremos las incognitas que ya conocerdaf,y c=1, en las demdas ecuaciones, nos
guedaré este sistema:

a+b+1+0=1 N atb= 0 Expresemos el sistema en forma matricial y
3a+2b+1=0 3a+2b=-1 resolvamoslo por el método de Gauss - Jordan.

1 1| 0 Triangulemos inferiormente.

3 2| -1 Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23.]3 - [13f.]

1 1l o Triangulemos superiormente.

0 -1| -1 Tomemos como pivote el elementg=a- 1 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [23f.]

( 1 0 —1j La solucion del sistema es:
0 -1|-1 a=-1 ; b=1

La funcién polinémica de grado tres ed:(x) =- XX + X2 + x
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
Es una integral racional definida.
Calculamos las raices del denominador:

X2 +4x+3=0 = x=_2=V¥207 <

-4+ \/16 12_, -
\ —3
Descompongamos la fraccion del integrando en fracciones elementales:
1 -_A , B - 1 _ A(x+3 +B(x+1]
x> +4x+3 X+l Xx+3 X2 +4x+ 3 (x+D(x+3

x=-1 = 1=A(-1+3+0 = A=4x

1=A(x+3+B(x+) = 2

Xx=-3 = 1=0+B(-3+) = Bz_%
2 dx 1/2 1/2 2 T2 ?
J I x+'[ dx= [ Ln|x+1|} - [ELn|x+3|} =
o X2 +ax+3 Jo X+l 0o X* 0 0
=2in|2+1 - Linjor| - [%Ln|2+3| —%Ln|0l—3|}:

1
2
1
2

@ - Stn@ - [%Ln(S) - L (3)}:Ln (3 - 2ne)

Geométricamente representa el area de la region limitada por la cujeadelabscisas
y las ordenadas en los puntos de abscisa 0y 2. En este cdsp@sjas para los valores que
van desde 0 a 2, la funcién se conserva positiva, es decigfmagueda por encima del eje
de abscisas, debido a que el denominador sélo toma valoreggsgsitra dichos valores.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Si observamos los dos planos, vemos que ambos son pargéelgse se verifica la
condicién de paralelismo en sentido estricto:

A B_C_D 2_-2_1_-1
ATETCTY T 272717

Luego la distancia entre los dos planos nos dara el valor dst&adal cubo.

La distancia entre los dos planos coincidira con la distaeaia gunto cualquiera de uno
de los dos planos al otro. Elegimos un punto cualquierplaeb X- 2y +z- 1 =0, por
ejemplo, el P(0, 0 1) y calculamos la distancia de este puplanal X- 2y +z- 5 =0.

Expresemos la ecuacién de este Ultimo plano en forma paiGangara ello basta despejar
una incégnita, por ejemplo, Iaen funcioén de las demas:

X =a
z=5-2x+2y - {y=P
z=5-20+2p

Un punto genérico, H, de este plano, tendra de coordenadas, Bl &(20+2p).
Se ha de verificar que el vect®H  es perpendicular a los dasegde direccién del
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plano, es decir, el producto escalar con cada uno de ellos sera cero.
PH=@,B,5-20+2)- (0,0, 1)=6¢,B, 4- 21+ B)

PHOU = PHeU=0 = @,B, 4-20+3B)+(1 07 2)=

PHOV = PHeV=0 = @,B,4-21+B)+(0, 1,2)=

a-8+40-H$=0 = 50 - B =8 Expresemos el sistema en forma matricial y

B+8-40+HB=0 => -+ P=- 8} resolvamoslo mediante el metodo de reduccion

de Gauss - Jordan
( 5 -4 ‘ 8) Triangulemos inferiormente.
- -8

4 5 Tomemos como pivote el elementga5# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23t14 - [13f]

( 5 -4 ‘ 8) Triangulemos superiormente.
-8 Tomemos como pivote el elementg=a9 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 9 - [13:14 - [23f.]
[45 0 40) La solucién es:
0 9]-8 a=40/45 ; B=-8/9 - o =8/9
El vectorPH tendra de coordenadas:
5H = - -(8 _8 _E_E):@ _8 i)
PH= (@B 4- 20+ ) (9’ 949 9/ \g "9 9
La arista coincidira con la distancia del punto P al plandeeis, con el médulo del vector

anterior:
:\/(§)2+(_§)2+(£jzz 64+64+ 16_ (144 _12_4
9 9 9 92 92 9 3

Finalmente, el volumen del cubo es: .
Volumen =a’ = (ﬁ)

=

. B=-8/9

—

a=|PH

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Discutamos el sistema siguiente mediante el método de reduedBauds. Para ello
expresemos dicho sistema en forma matricial.

X+Ay+(A-)z= 1 1A A-1| 1
y+z= 1!= 01 1 1 Intercambiemos entre si las filas 12 y 32
2x+y-z=-3 21 -1 1|-3

2 1 -1 |-3 Triangulemos inferiormente.

0 1 1 1 Tomemos como pivote el elementg=a?2 # 0.

1 A A-1] 1 Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33.]12f]
[(2) i _1 _i] Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.

o a fi . ay _ . ay
0 2-1 2-1 5 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.](2\- 1) - [23f.]
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2 1 -1 -3 El sistema esta triangulado, pero la Ultima ecuacién puede dar
0 1 1 1 lugar a dos situaciones distintas, segun se verifiqgue o no, es
0 O 0 |6-2\ decir, si el término independiente es 0 no cero. Veamoslo.

*6-2.=0 = A=3 = LaUltimaecuacion sera de la forma, 0 =0, o sea, una
ecuacion trivial, la podemos eliminar; nos queda entonces emsiste dos ecuaciones con tres
incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminadaramgtrico, con infinitas
soluciones y, por tanto, tiene al menos dos solucionestdsti

*6-2.+#0 = A#3 = Lallltimaecuacion sera de la forma 0 =49, o sea,
una ecuacion absurda. El sistema no tiene solucioén, es un sistempatible.

(b) Resolvamos el sistema para 3. Sustituiremos este valor en el sistema triangulado
inferior obtenido al final del apartado anterior.

2 1 -1 (-3 La incégnita que nos sobrazda pasamos
2 1 -1|-83 . N

0 1 1 1 = al segundo miembro como incognita
0o 1 1| 1 . .

0 0 0O secundaria o parametro.

2 1| -3+z Triangulemos superiormente.
( 0 1 ‘ 1- Z) Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 12 fila por:  [12£][22f.]

El sistema esta diagonalizado, la solucion es:

X=-4+2z ; y=11z = X=-2+z ; y=1-z
Sustituyamos ahora la incégnita secundaria, fer un pardmetro, por ejemplo, por
X=-2+a ; y=1-a ; z=o.

(2 0 —4+22J
0O 1f 1-z

(c) El sistema esté discutido en el apartado a), es decir, parddededores de\. # 3,
el sistema es incompatible, no tiene solucion.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 30 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [1"25 PUNTOS] Calcula el valor de la integral
3

J' (2 +5) €7 dx.
-1

EJERCICIO 2. Seaf la funcién definidax # - 2 por
_ X

f(x)= <+

(@) [1 PUNTO] Halla las asintotas de la gréficafde

(b) [1 PUNTO] Determina los intervalos de crecimieptite decrecimiento, y los extremos

locales def.

(c) [0'5 PUNTOS] Teniendo en cuenta los resultadobsl@partados anteriores, haz un

esbozo de la gréfica de

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Discute y resuelve el sistema sdgd valores dé:

X+Ay+z=0
{)\x+y+ z=0
X+y+A z=0

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS] Halla las coordenadas ¢einto simétrico del punto
P = (1, 2- 2) respecto al plano de ecuaciox +y +z- 7 = 0.

Opcion B

EJERCICIO 1. Se ha observado que en una carretera de saidemal gran ciudad la
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velocidad de los coches entre las 2h. y las 6ta thrde viene dada por

v(it) =t - 15t + 72t + 8 para te [2, 6]
() [1"25 PUNTOS] ¢A qué hora circulan los coches mmyor velocidad? Justifica la
respuesta.
(b) [1"25 PUNTOS] ¢A qué hora circulan los coches mmmor velocidad? Justifica la
respuesta.

EJERCICIO 2. Considera las funcionds g: R - R definidas por
f(xX)=6- %, g =|x|, xeR.

(&) [1 PUNTO] Dibuja el recinto limitado por las grédis def y g.

(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area del recinto desaczitcel apartado anterior.

EJERCICIO 3. [2°5 PUNTOS] Resuelve la ecuacion matricidl- X = 2B, siendo
(1 -1 (1 -1 4
A'(z —3) y B‘(o -3 1)'

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS] Halla la ecuacion del plano cuymip mas préximo al
origenes {1, 2, 1).

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Para calcular la integral definid§ (x*+5) € dx
-1
calcularemos, en primer lugar la integral indefnidrrespondiente mediante el método de la

integracion por partes.
J' (2 +5) €% dx

U= 2 +5 du=2x dx
dv= €% dx V:Je_x dx=- €~

J'(x2+5)e‘X dx=-(2+5) e‘X+J' €% 2x dx= [1]
U= 2x du=2 dx

dv=e* dx \Y ZJ.e_X dx=-¢€*



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 30 Péag. 61

Continuando desde [1]:
= —(x?+5) €% - 2x € X+ ZJ. €%dx=—(¥+5 €%~ 2x &% 2@":(— - 2% ? €

Finalmente la integral definida pedida sera:

3
J (C+5) e dx=|(- 2 - 2% 7)e‘x]3 S(-9 6 FJE3 (-1 2 yé=- 2263+ 6e
-1

-1

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha déssati que: lim f(x) = oo
X %

Comprobemos si existen; en principio, hay Quecarlas entre los valores que anulen

al denominador,x+2=0 = x=-2. Veamoslo.

2
X 4 __4- = Hay un asintota verticalx = - 2.

x? 4 4

lim -~ 5= - o Tg= 3 _

xo-2" X -2 +2 La funcion f(x) tiende a- » cuandox se

= 2 4 4 = acerca a 2 por laizquierda, y a«+cuando
IIm+ X+ 2 - P 2:+_O: +00 lo hace por la derecha.

- Asintotas horizontales.
Para gue exista asintota horizontal se ha de a@isfiue: "T f(x)=b0OR
X — + 00

Comprobemos si existe.
2
lim X = [ﬂ] = lim 2X _% = No existe asintota horizontal.
Xotow X+2 © X— + 0
La indeterminacion de infinito partido por infinise ha destruido aplicando la Regla de

L"Hépital, que consiste en derivar el numeraddrde@ominador independientemente el uno

del otro.
No existe asintota horizontal, pero se da la cadnlinecesaria para que pueda existir

asintota oblicua.
- Asintotas Oblicuas.
Calculemos la ecuacion de la posible asintota wdlig = mx + n. Comencemos

obteniendo el valor de my después el de la n:

X
2 X2

PO - jim X*2 = i X~ jim -1
X X — 00 X(X+2) X— 00 X2+2X
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Calculemos ahora n:
2 2_,2
n=lim (f(x)-my = lim | X —x| = lim XZ2X 22X gy 22X = _
XLoo( (x) )9 xtw(x+2 XJ xlaoo X+2 xlaoo X+2
La asintota oblicua, esy =x- 2.
Estudiemos la posicion de la graficafdeespecto de la asintota oblicua.

* Para valores dg muy grandes, por ejempbo= 1000 =

__ 1000 _ 9980039920

fy(lOOO) _—m_ 008 } = f (1000) > Yasintota
asintota — B

luego la gréfica dd, parax - +«, va por encima de la asintota oblicua.
* Para valores dr muy pequefios, por ejemploz=- 1000 =

(- 1000) =299 - 1002 004008

-1000+ 2
} = f(-1000) < Yasintota

Vasintota = ~ 1000~ 2= - 1002

luego la gréfica dd, parax- - «, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y eerecimiento dé. Hallemos los
valores que anulen a la funcién primera derivadd(xle
f'(x):M = f'(x):m = X°+4x=0 = 7 Xf 0
(x+2)? (x+2)? N x=-4
Con estos dos puntos, 04, y con el punto donde la funcién no exist2,los ordenamos
y construimos los posibles intervalos de monotdpi®; - 4), (- 4,- 2), (-2, 0) y (O, +).
Probemos un valor intermedio de cada uno de lesvialos, por ejemple,5,-3,-1y 1

respectivamente en la funcion primera derivadayis@os salga mayor o menor que cero, en

el intervalo correspondiente la funcion sera creei® decreciente:

fr (- 5)—% 2>0 = creciente enfo, =4 )
f(-3) = % 13 <0 = decreciente end - 2)
£ (-1) :%— 13 <0 = decreciente en-g, 0 )
fr(1)= 1(21: ;‘)‘21: g >0 — creciente en@ +w )

Estudiemos los extremos locales. Estos s6lo sépdocalizar en los puntos de derivada

cero, ya que la funcién es continua y derivabléodo su dominio que eR- {- 2}.

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podasegsirar que hay un maximo local

en X =-4, y un minimo local erx = 0.
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Las ordenadas de estos extremos son:

-4) = (_4)2 :E:— AXi -
f(-4) s Rl 8 = Maximo en{4,-8).
fo=2=0-9 Minimo en (0, 0)

0+2 2 '

(c) Un esbozo de la gréafica segun los resultadossladartados anteriores es:
A

6

|
|
|
4 ~
| =
|
1
|

2 -

2 - e
2
-~

|

I

-~

-6

|
|

P -8
-~ |
/\I
|

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Discutiremos el sistema homogéneo mediante el mé&tededuccion de Gauss, para lo
cual lo expresamos en forma matricial.
1 A 1|0

X+tAy+z=0
AX+y+z=0 = [)\
1 1 A|O

X+y+A z=0

1 1 A0
1 A 110
A1 10
1 1 )
0 A-1 1-A |0
0 1-A» 1-A? |0
1 1 A 0
0 A-1 1-A 0
0 0 -AM-A+2|0
*a;E=0 =
* Gja=1 —

A2 -A+2=0 -

1 1 0] Pasemos la 32filaalal1? lal?ala22y ld®3%

Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elementg=al# 0.

Sustituyamos la 22 fila por:
Sustituyamos la 32 fila por:

[23£][15f.]
[32]1 - [12F]

Sustituyamos la 32 fila por: [33][25f.]
El sistema esta triangulado inferiormente, peraatos los
elementos de la diagonal principal son distintosete.
Analicemos los diferentes casos que pueden presenta
-1+V1+8_-1+3_ /7 1

2 2 N -2
La 3% ecuacion es trivial, 0 = 0, y la 22 tédnblas eliminamos.

A=
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Nos queda un sistema de una ecuacion con tregriitas, se trata de un sistema compatible
indeterminado biparamétrico.
La solucion sera:

1 1 A 0 11

0 A-1 1-A 0 = |0 O

0 0 -A-A+2|0 0 0
nos sobran dos incognitas, yay la z, las pasamos al segundo miembro como incdgnitas no
principales o secundarias.
(1] —~y-2) La solucién es:x =-y - z Llamandoa y B a cada una de las incégnitas
secundarias, tendremos finalmente la solucionisiglrsa para = 1:

=-a-B ; y=a ; zZ=p.

** Si A=-2 = La32ecuacion es trivial, 0 = 0, la eliminamiél coeficiente
a,=A- 1, para este valor dees g =-2-1=-3 = 0, luego nos queda un sistema de dos
ecuaciones y tres incégnitas, es decir, un sistemmpatible indeterminado uniparamétrico.

La solucion sera:

1 1 A 0 1 1 -2/0 11 200
0 A-1 1-A o/l = |o -3 3|0| = (0 I 3‘0)
0 0 -M-Ar+2|0 0 0 0|0

Simplifiquemos la 22 fila por 3:
( 11 —2‘ Oj La incOgnita que nos sobra,ada pasamos al segundo miembro como

0 1 -1/0 incégnita no principal o secundaria

1 1|2z Triangulemos superiormente.
( 0 1| z j Tomemos como pivote el elemenigal = 0.

Sustituyamos la 12 fila por: [13:.][25f.]

( 10 Zj La solucion del sistema es:

0 1]z Xx=z ; y=z

Llamandoa a la incégnita secundarzatendremos finalmente la solucion para- 2:
X=a ; Y=o ; Z=q.

*a,#0 = A#1yA#-2 = Todos los elementos de la diagonal principal s
distintos de cero, nos queda un sistema de trexcienies y tres incognitas pero al ser un
sistema homogéneo sé6lo admitiria la solucién frivisea,x =0, y=0 y z=0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos la ecuacion del plarwo;+®y +z- 7 = 0, en forma paramétrica, para lo cual
basta despejar una de las incognitas, por ejeifagleen funcion de las deméss 7- 3x - 2y;
y, por ultimo, las incégnitas del segundo miemlassstituyen por parametros:
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Un punto genérico, H, del plamdendra de coordenadas:
H=(Q, W, *3\2W)
El vector PH tiene de coordenadas:
PH=Q\, 1, 7-3-20)-(12-2= Q-1 -2 9 3- 7)
este vector verifica la condicion de ser perperdica los dos
vectoresy y v, de direccidn del plano, es decir: P

PHOU = PHe0=0|_ (\-1 p-2 9—3-31).(1,0_3)=0} R
PHOV = PHev =0 (A-1 p-2 9-2-20+(0,1,-2)= 0

A=1-27+ A+ Gu = N 10A+6u0 =2 5)\+:-11=143
pH-2-18+6\+ 4 = 6A +51 = 20 6A +51 = 20
resolvamos este sistema mediante el método de aiédude Gauss-Jordan. Para ello
expresemos dicho sistema en forma matricial.
( 5 3‘ 14) Triangulemos inferiormente.

6 Tomemos como pivote el elementg=a5# 0.

Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23.6 - [13f]

3‘ ) Triangulemos superiormente.

5

( 0 7 Tomemos como pivote el elementga 7 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 7 - [13f.]3 - [23f]

35 O

( 7 ) Simplifiquemos la 12 fila por 5.

( 0 ‘ ) La solucién es:

7 A=10/7 ; p=16/7
Luego el punto H y el vectoPH  tienen de coordenadapectivamente:

=(\, n, 7-A-2)= (170 176,7_30710_20716j:(10 16 _13]

77 T
e 0otz a3 2p 02002203 2 3

El punto P’, simétrico de P respecto del ptaneerificara quePH = HP . Supongamos
gue P’tiene de coordenadasl, c):

=rp = (3,2,1)-@be-(2,1°-19

777 77
3_,_10 - 13
321 10 16 13 Z_a 176 " 178 13 18 12
(3.53)=(a-F0- R F) = Tb‘z =1P= i = p(22-3
7=°¢7 €=
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Como se trata de una funcion polinémica, es naaty derivable en todo su dominio,
siendo éste el intervalo [2, 6].
La velocidad maxima absoluta puede ser alcanzadast caso, 0 en los maximos
relativos (puntos de derivada cero) o en los exdsedel intervalo.
v(t) = - 152+ 72t + 8 = vV (t) =3t - 30t+72

3¢ - 30147220 —~ - 10t+24=0 - =202V 901022 7

6
4
v’(t) =6t - 30
vV'(6) =6-6-30=6 >0 = minimo relativo en (6, )
vV'4) =6-4- 30=-6>0 = maximo relativo en (4, )
Calculemos ahora el valor de la funcién en el maxietativo, 4, y en los extremos del
intervalo, en los puntos 2 y 6.
v(t) = - 152+ 72t + 8
v(4) =4#- 15-4+72 -4+ 8 120
v(2) =2-15-2+72-2+8=100
v(6) =6- 15-6+72-6+8=116
La velocidad méxima alcanzada tuvo lugar a lasrdho

(b) Teniendo en cuenta los resultados del apartagoi@n la hora a la que circulan los
coches con menor velocidad es a las 2 horas.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Dibujemos en primer lugar la grafica @) = 6- x* que se corresponde con la de
una parabola.
1.- El dominio de la funcion && ya que se trata de una funcion polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Seeedal sistema formado por la funciény la
ecuacion del eje de abscisass 0.
= 6-x2 _ 2 _ 7/ x= 6
§= o }: 0=6-x> = o_(J€+x)(J6—><) = e e
luego los puntos de corte con el eje de abscisasﬁsb—«/g,o) y B(\/g, q
- Con el eje de ordenadas. Se resolverd el sistgmado por la funcion y la ecuacion del
eje de ordenadax = 0. Basta sustituix =0 en la funcion:
y=6- % = y=6- 0=6 = elpuntoesel(0,6).

3.- El maximo se encuentra en el punto de abscgéé, es decir,__g: 0, siendo la
a -—
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ordenada:y=6- x> = y=6- 0=6, por tanto,
el maximo es el punto (0, 6).
La gréfica es la situada al margen.

Representemos ahora la grafigéx) =|x|, que es la
funcién valor absoluto
de x, y cuya expresion
6 analitica es:

h

Al g(x):{_x s? x<0 e
X si x>0 -3,-2 a 1 2\3'
La gréfica de esta
otra funcion, que se
corresponde con las de
las rectas bisectrices del segundo y primer cussiren
;sl — — \ —> hemos representado junto _a la que_ ya_l teniamos
representada, y se encuentra situada a la izquierda
Para una mayor precision y porque los necesitaremos
en el apartado siguiente, calculemos los punta®de de
la primera gréfica con cada uno de los trozos dedfica deg(x):
y = 6-x° _1+J1+24 _1+5_ » 3
y = —x 2 2 N2

O

}3 6-x°=-X = X¥-x-6=0 = X

Con el trozoy=xlos puntos que obtendriamos sexa?
y X=- 3. En definitiva los puntos de corte de ambas cpéfi
son el {2, 2) yel (2, 2), tal como estan representadola en
gréfica conjunta.

El recinto limitado por ambas graficas se corregdpaon
la zona rayada en la gréafica situada al lado

(b) Para calcular el &rea del recinto anterior, ¢atemos
el de este otro recinto y el resultado lo multgtims por dos.
2

2
3 2
—x2_ = XX | = _§_ﬂ)_ _22 !
.[0(6 X x)dx {ex ) 2} (12 55) 0=
o ——
44

22,,_44 2
323 U

El area sera:
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SOLUCION EJERCICIO 3.-
Resolvamos la ecuacion matricial? AX = 2B, siendo

(1 (1 -1 4
A'(z —3) y B‘(o 3 1)'

Calculemos en primer lugarA

. s (1 - .1—) 2_(—1 2)
A_AA:A"(z—)(z— = A=, 7

Veamos si esta matriz,>’A que hemos calculado tiene inversa. Lo haremaiant el
método de Gauss, consistente en poner a la detedhanatriz A la matriz unidad e intentar,
mediante el uso de diversas transformaciones etataenque aparezca la matriz unidad a la
izquierda, la parte que quede a la derecha esttizrimversa de A (A?)™.

-1 2|11 0 Diagonalicemos.
(_4 7l o 1) Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por:  [23:.]4 - [1%f]

1 (]J) Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
O —1 - Sustituyamos la 12 fila por: [13#]2 - [23f]

( 0 _1‘ _7 ﬂ Multipliquemos la 12 y 22 fila por 1.
0 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matridad, por lo
( 1‘ J gue al no salirnos ninguna fila de ceros, la maafiziene inversa,

siendo la matriz inversa la matriz que queda &taaha, es decir:

=02

- . . . ., . -1
Multipliguemos por la izquierda en cada miembrdadecuacién por la matrléAz)

-
4

A’ X=2B - (AZ)'l.A2 .X=(A2)_1-ZB - I-X=(A2)_1-ZB -~ X=(A2)_1-ZB
x=(7 —2).2.(1 -1 4 2(7 —2).(2 -2 8):(14 -2 52)
4 - 0 -3 4 -1)°(o -6 2/ "\l8 -2 30

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si el punto P(1, 2, 1) es el mas proximo al origen O(0, 0, Oyesltor que determinan

ambos puntos es un vector normal al plano.
OP=(1,2,1)-(000=¢121)

Como los coeficientes A, B y C de la ecuacion garael plano se corresponden con las

componentes de un vector normal al plano, tendremos
Ax+By+Cz+D=0 = -x+2+z+D=0

Como el punto P es un punto del plano, sus cooddenzerificaran la ecuacién del plano:
-X+2y+z+D=0 = -(-1)+22+1+D=0 = D=-6 = -x+2+z-6=0
gue es la ecuacion del plano pedido.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 31 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. SeaF :R" - R la funcién definida por
X
F(x):J' (2 t+J_t) dt .
0

(@) [1'5 PUNTOS] Determing(1).
(b) [1 PUNTO] Hallala ecuacion de la recta tangeritegaafica deF en el punto de abscisa
x=1

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] Una empresa quiere fabricar vadesristal de forma
cilindrica con una capacidad de 250 centimetroscogbPara utilizar la minima cantidad
posible de cristal, se estudian las medidas aptapipara que la superficie total del vaso sea
minima. ¢Cudles deben ser dichas medidas? Jasdifiespuesta.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Determina los puntos de la reeaduaciones
x-1_y+1_2z+2
2 3 2
gue equidistan de los planos de ecuaciones
X+4y-1=0 y ¥ 3z-1=0

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones escritorgrafmatricial

£33

(a) [1'5 PUNTOS] Discute el sistema segun los valdedparametrd.
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema cuando sea compdtideterminado.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Seaf:R - R la funcién definida en la forma
13 442

X+= Si X< -2
3 3
f(x)= 0 si -2<xs<1
lx3—x+z Si 1<x
3 3

Estudia la derivabilidad de

EJERCICIO 2. Considera las funciondsg : [0, 2t] -~ R

f(X) = 2 senx), g (X) = sen2x).
(2) [1 PUNTO] Dibuja la region del plano limitada pas gréficas de€ y de g.
(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area de la region desetit&l apartado anterior.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Halla la ecuacién de la circunfaia cuyo centro es el punto
de interseccion de las rectas de ecuaciones ressect

2X-y-4=0 y X-2y+3=0
y es tangente a la recta- 3y + 3 = 0. Calcula el punto de tangencia.

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS] Un mayorista de café dispone ds tipos de base, Moka,
Brasil y Colombia, para preparar tres tipos de tae2¢ B y C, que envasa en sacos de 60 kg.
con los siguientes contenidos en kilos y preciokittieen euros:

Mezcla A Mezcla B Mezcla C
Moka 15 30 12
Brasil 30 10 18
Colombia 15 20 30
Precio (cada kg.) 4 4’5 47

Suponiendo que el preparado de las mezclas no swpste alguno, ¢ cudl es el precio de cada
uno de los tipos base de café?

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(a) Teniendo en cuenta cémo esta definida la fun€&ifr), calcularemos su expresién:
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X X 2 .32 ° X 5
F(X)=I(2t+«/_t) dt=I(2t+11’2) dt=|2—+ =[t2+§t3’2} =x2+§x3’2
0 0 0

Determinemos ahorfa(1)

=2+g 3/2: +g:§
F)=r+51¥%=1+5=2.

(b) La ecuacién de la recta tangente a la grafic&@e en el punto de abscisesl y
ordenadaF (1) =5/3, es:
y- F)=F (1) k- 1)
Calculemos F (x).
F'(x)=2x+Jx = F@)=2:1+/1 = F(@)=3
La ecuacion de la recta tangente seré:

—EZ - :—é :—i
y33(x:I):>y3x3+3:>y3x3

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Construyamos la funcion superficie que queremogmizar, es decir, la lateral y la de la
base del vaso, dicha funcién sera:

S(r)=mnr?+2mnrh [1]
donder representa el radio de la base del vasd¢ayaltura del mismo. Expresemos la altiara
en funcion de, para lo cual tendremos en cuenta la capacidacadelque es de 250 c.c.:

V=mr’h = 250=mr’h = h:@
mr 2
Sustituyamos este valor Heen la expresion [1]:
S(r)= T[I‘2+2T[I‘2i20 = s(rn=nr2+2%0
T r
El dominio de esta funcion superficie es«), ya que el radio sélo puede tomar valores
estrictamente mayores que cero. En consecuerfciadedn S(r) sera continua y derivable en
dicho dominio, pues el Unico valor donde no loaer$ en el cero (valor que anula al
denominador), pero éste no pertenece al domingetiricién de la funcion, y es ademas el
Unico punto en donde la funcion derivada tampodstex

El minimo absoluto deberemos buscarlo entre logmfhrelativos:

3_
S’(x):2nr—5—20 = 2mr-2P-¢ - 2mr” 500 2500

r r r

3
r3:5_00 = r3:2_50 = I = @:4'30127
21 T \/ T

=0 = 2mr3-500=0 =

Comprobemos si este Unico valor que anula a ladomrimera derivada, es un maximo
0 un minimo relativo, igualmente estudiaremos laabonia de la funcion:
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1?90 ~ S'(430127)=2 %: 188495558 0
luego hay un minimo relativo en (430127, 174’ 3&7)0EI valor de la ordenada lo hemos
obtenido sustituyendo el valor de 430127 en la funcié8(r):
500 '
s(n=nr?+22 = s@30129=n 4 3012%+%§’27
Para estudiar la monotonia de la funcién en sumontonstruiremos los dos posibles
intervalos de monotonia, el (0, 4°30127) y el (4380 «), y comprobaremos el
comportamiento de la funcién primera derivada paraalor intermedio de cada uno de estos

intervalos:

S'(X)=2n+

=174 3671027

S' (1) = 2me 1—5—20 =-49371< 0 = lafuncién es decreciente en el intervalo (0, 423).
I

, _ 500 . L . . .
S'(10) = 2rte 10‘@ =5783> 0 = |afuncion es creciente en el intervalo (430127,
Teniendo en cuenta todo lo analizado hasta ahdenpas concluir que el maximo relativo

es el absoluto, y por tanto, las dimensiones d& para que su superficie sea minima son:
=250 _ - 250 ~ 4'301270069

r = 4301270069 > =
T Tie 4'301270069

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Elijamos un punto genérico, P, de la recta; teddréoordenadas (1x2- 1+3\, - 2+2).).
Impongamos la condicidn a este punto de estarad distancia de uno y otro plano:

31+2A)+4C1+3 »1
VR +42+ 2

\/42+02+(_32

4(1+2 > 32+ ¥ r

3(1+2A)+4(-1+3 »1 4 (1+2 ¥ 32+ ¥
V25 V25

|3(1+2)\)+4(—1+3 )—1|:|4(1+z Y 32+ A ) jr

esta Ultima ecuacion, al ser en valor absolutdygir a dos ecuaciones:

3(1+20)+4C1+3 »1=4(1+2 ¥ 32+ A ¥ 1 [1]
J1+2A)+4C1+3 »1=—(4(1+2 ¥ 32+ 2 ¥ ) [2]
Resolvamos la ecuacion [1].
3+6A-4+1A-1=4+8+6-6- 1= 16=11 = A=1.

Luego un punto de la recta que esté a igual distalecambos planos sera el
11 _3,g.11 5,510 19 17 _5
P2l —avall 2002l o p(20 2T 5
Resolvamos la ecuacion [2]
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3+6A-4+1A-1=-4-8 -6+ B+ 1 = 20=-7 = )\:—%

Luego otro punto de la recta que esté a igualrtisgiade ambos planos serd el

coel 130l oo, T 3 _4 27
Q(l 2550 17359 72 220) = Q(m’ 20" 10)

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Expresemos el sistema en forma matricial parautlife mediante el método de
reduccion de Gauss.

b 1 b|-2 ) ) ) e oa

0 b 1| o Intercambiemos entre si las filas 12y 32.

1 b 1|-2

1 b 1]|-2 Triangulemos inferiormente.

0O b 1!l 0 Tomemos como pivote el elementgal = 0.

b 1 bl-2 Sustituyamos la 32 fila por: [33.]b - [13f]

1 b 1 -2 Intercambiemos entre si las columnas 22 y 32, eB,da de los
0 b 1 0 coeficientes de Igy de laz

0 1-b> 0|-2+2b

x @ (¥ El sistema esta triangulado inferiormente, perotauns los
1 1 b -2 elementos de la diagonal principal son distintosete.

0 1 b 0 El coeficiente g puede serlo o no. Analicemos los casos que
0 0 1-b®|-2+2b] pueden presentarse:

*a,=0 = 1-pb*=0 = b:< _1

** Si b=1 = La3®ecuacion es 0 =0, es decir, triviatliminamos. Nos queda
un sistema de dos ecuaciones con tres incOgnitagrata de un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico.

** Si b=-1 = La 32 ecuacion es 0-4, es decir, absurda. El sistema es un
sistema incompatible, no tiene solucion.

*a,#0 = b#1 yb#-1 = Elsistema es un sistema de tres ecuacionmes y t
incognitas, es por tanto un sistema compatiblecé@tado.

(b) Resolvamos el sistema para el valor tee= 1, que es cuando es compatible
indeterminado uniparamétrico.

x @ (W) x()3((y x) @ ()

1 1 b -2 1 1 1]-2

0 1 b 0 = |0 1 1/ 0 ((1) 1 H_a
0 0 1-b?|-2+2b 0 0 0O
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El sistema que obtenemos al ser de dos ecuacidresipcognitas, nos sobra una incognita,
lay, que la pasamos al segundo miembro como incégmdiandaria.

) (2

Triangulemos superiormente.
( 11|-2- y] Tomemos como pivote el elementgal# 0.
01 -y Sustituyamos la 12 fila por: [13f] [23f.]
() (2
( 10 —Zj El sistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 1|-y X=-2 ; z=-y
Sustituyamos la incognita secundarigor un parametrt) tendremos finalmente:

Xx=-2 ,; y=t ,; z=-t

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para estudiar la derivabilidad de la funcifx), estudiemos previamente su continuidad.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites lateraledi@o punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valedafuncion en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmtigvalo.

- El'trozo de funcidn para valoresximenores que2, x<- 2, es una funcion polinémica,
y las funciones polinémicas son continuas en ®doego la funciorfies continua para<- 2.

- El trozo de funcién para valores xleomprendidos entre2 y 1, - 2 <x< 1, es una
funcion constante, y las funciones constantes eatimias en tod®&, luego la funciorf es
continua para 2 <x< 1.

- El trozo de funcidn para valores xinayores que 1x>1, es una funcién polinébmica,
y las funciones polinébmicas son continuas en ®daego la funciéties continua para >1.

- El problema de la continuidad esta en los pundy 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Estudiemos primeramente la continuidad en el pufito

Calculemos los limites laterales y el valor deutacion en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

. . 1 2 -8 2
lim f(x)= lim (—x3— x+—)=—+2+—=0
im 1) o 3 3773 3
lim f(x)= lim 0=0 > lim f(x)= lm f(x)= f(-2)=0
x-=2* x;)—_g* X =27 x—=2"
1 2
f(-2)= 327 (-2)+3=0

Luegof(x) es continua en el punt@®.
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Estudiemos ahora la continuidad en el punto 1.
Calculemos los limites laterales y el valor daulecién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.
lim f(x)= lim 0=0

X1 X—1
x<1

. . 1 3 2 1 2 . .
lim f(X)= lIm|{Sx°-xt5]=5-1+==0;=> Ilm f(x)=Ilim f(x)= f(1)=0
lim £00= lim (53~ x: 3] = -1+ 5= 0= Im 1(0= m 100 )

x>1
f)=0

Luegof(x) es continua en el punto 1.

En definitiva, la funciori(x) es continua eRt, luego puede ser derivable en su dominio

Estudiemos ahora la derivabilidad..

Una funcién sera derivable en un punto, si lasvdégs laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos logogudel intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la ntragdad implica la no derivabilidad; en este
caso se ha visto y demostrado que es continua.

- Para valores de<- 2, f es derivable, por ser una funcion polinémica,dida funcion
derivada,x? - 1.

- Para valores de 2 <x < 1, f es derivable, por ser una funciéon constantedsiés
funcién derivada, 0.

- Para valores de> 1,f es derivable, por ser una funcién polinémica,dida funcion
derivada,x?- 1.

Una primera aproximacion de la funcion derivadaddoya sabemos que es derivable es

X% -1 Si X< =2
f'(x)={ 0 Si -2<x<1
X% -1 Si 1< x

- El problema esté inicalmente en el pung
En el punto 2 sera derivable, si las derivadas laterales atémcya que es continua en

dicho punto.
f'(-27)= lim (x®-1)= 4- 1= 3
X222 { 320 >
= ' - '
fr(-2")= lim 0=0 fr(-27)# f'(-29
xo=2%
X > -2
luego la funciérf(x) no es derivable ex =- 2.
- Estudiemos la derivabilidad en el punto 1.

En el punto 1 sera derivable, si las derivadasdkge coinciden, ya que es continua.
f'@@)=1lim 0=0

o { 0=0 =
fr@) = tim (-9=0[ [ f@)=f(@)
x-1"

x>1

luego la funciorf(x) es derivable erx = 1.
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La funcién derivada quedard finalmente asi:
x*-1 Sl x<-2
f'(x)= 0 SI -2<x<1
x*-1  si 1< x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) La representacion de la grafida) = 2 sen(x) en cualquier puntg de su dominio,
coincide con la dsen(x)en el mismo punto pero multiplicando la ordenaslasta funcién por

2 (Composicion de funciones-co. Fdez. Morales. - Proyecto Sur. - P4g. 8igyientes).
A A

) y =sen (X , flx) =2 sen(x)

1 1

n\/m - T om
1 -

\J

La representacion gréafica d€x) = sen(2x), tiene la peculiaridad de que la ordenada de esta
funcién en cualquier puntode su dominio, coincide con la ordenada de laifurgen(x)en

el punto de abscisa20 dicho de otra manera, los puntos de la gréiéag(x) se obtienen a
partir de los puntos de la den(x) tomando los puntos medios de los segmentos creéstos

con el eje OY, perpendicularmente, es decir, légrdleg(x) se obtiene por una contraccion

a la mitad de la grafica den(x)(Composicion de funcioned-co. Fdez. Morales. - Proyecto
Sur. - Pag. 115 y siguientes).

2“ g = sen (2X) 2A f(x) =2 sen (X

: : glx] =sen(2x)

T o o
T
-1 -1

En la Ultima gréfica esté representada la regibpldao limitada por las gréaficdy g.

(b) Para calcular el 4rea de la regién descrita yjailauen el apartado anterior,
construimos la funcidn diferencia(x) =g(x)- f(x), es decir,h(x)=sen@x)- 2sen(x) y a
continuacion calculamos los puntos de corte derestga funcion con el eje de abscisas:
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sen@x)- 2sen(x)=0 = sen@x)=2sen(x) =  2senfi) cos(x)=2sen(x) =
2senf) cos(x)- 2sen(x)=0 = 2seni) [cos(x)- 1]=0 =
~ sen(x)=0 = X=0, x=m X=2n
N cos(x)- 1=0 = cos(x=1 = x=0, x=2n
Como los puntos de corte de la funcion diferenciael eje de abscisas son ek, 2r,
y teniendo en cuenta la gréfica realizada, parautzlel area de la region dibujada lo haremos
desdoblandola en dos regiones:
2n
I ( se@( xR sen)x)
1L

Area = ax

jn(senQ X} 2 sen(¥) d%( +
0

2n

[—% co2x) +2 C((S()]

‘ [—% cos(2x) + 2 co$x)]n

+

0

‘ —%cos(Zn)+2 cos{n)—(—% cofD)+ 2 cd@)j ‘ +

+

—%cos(4n)+2005(2n)—(—% cog$2t )+ 2 co(s[)j ‘:

‘-%+2(—1)—(—%+2)

+

2

_1+2-(-%+2(-1)j‘ = |-d)+|4 = 82

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Calculemos en primer lugar el centro de la circrerfeia, resolviendo el sistema formado
por las ecuaciones de las dos rectas:

2x-y= 4} Expresemos el sistema en forma matricial y resabgormediante el
X-2y=-3 método de reduccion de Gauss - Jordan
> _1| 4 Triangulemos inferiormente.
( 1 _2‘ _3) Tomemos como pivote el elemente=a 2 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f] 2 - [13f.].
2 -1| 4) Triangulemos superiormente.
0 _3‘ -10/ Tomemos como pivote el elementga- 3 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13k] [23.].

6 0| 22) Elsistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 -3|-10 6x=22 ; -3y=-10, esdecir, x=11/3 ;y=10/3

Luego las coordenadas del centro de la circunfexeson:
C= (H‘ , E)
3'3
Calculemos ahora el radio, que coincidird condsadgicia del centro C a la recta tangente
x- 3y + 3 = 0. Expresemos esta recta tangente en foanaangtrica, para ello resolveriamos
un sistema de una ecuacién con dos incognitaslueién serian las ecuaciones paramétricas,
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aunque en este caso basta despejar una incégriiiacdn de la otra, y a ésta denominarla

€COmMo un parametro
X =-3+3

y=t
Llamemos H al punto de tangencia, punto que teddréoordenadas; 8+3, t). Se
verificara que el vector que determinan los puftgsH, CH, y cuyas coordenadas son

CH= (-3+3t, t)—(ll 10) =(—3+3—1§1, t—Ej =(3t—@ t—E)

X=-3+3¥ = {

3’3 3 3’ 3
es perpendicular al vector de direcciv(g, 1), de la riectgente, es decir:
CHOV = CHev=0 = (3t—%, t—l—,o?)-(:s, 1)=0= 9t—20+t—1—3920 = t:%

Luego el vectorCH, sera:
iy =(3-20 (-10 :(2_1_@ Z_E):(l _)
CH (St 3’ t 3) 3 3" 3 3 3’ !

El radio, r, de la circunferencia es:

r = dist(C,H) = [cH = /(%)2+(_1)2 =\/;:\/%:@

La ecuacién de la circunferencia es:
X2 +y?-2ax-2by £+ - P=0 =

2 2 2
222520, (12)" (107 (DO)° 22,20 211
XTY X3 Yilg) 3 3) S0 = X+ ¥-F T w57=0

Finalmente el punto de tangencia es:
—(- =(-3+21 1) _(4 7
H=(-3+3t, § ( 3+, 3) (4, 3)

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemosx al precio en euros del kilo de Mokeal de Brasil yz al de Colombia.
Teniendo en cuenta la tabla, obtendremos tres ieiga; correspondientes a cada una de
las mezclas:

15x+ 30y+ 1%= 4 60 15x+ 30y+ 1= 240, Expresemos el sistema en forma
30x+ 10y+ 2= 4% 60 = 30x+ 10y+ 2@= 270 matricial y resolvamoslo me-

12x+18y+ 3@= 4 % 6 12x + 18y+ 3@= 282 diante el método de reduccion de
Gauss - Jordan

15 30 15|240 Simplifiquemos la 12 fila por 15.
30 10 20270 Simplifiquemos la 22 fila por 10.

12 18 30| 282 Simplifiquemos la 32 fila por 6.

Triangulemos inferiormente.
1 2 1|16 .
Tomemos como pivote el elemente=al# 0.
3 1 2|27 . )
> 3 5|47 Sustituyamos la 22 fila por: [23f] 3 - [13f.].
Sustituyamos la 32 fila por:  [33f] 2 - [13f.].
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1 2 1| 16 Tomemos como pivote el elementga- 5 # 0.
0 -5 -1/-21 Sustituyamos la 32 fila por: 5 - [33f.] + [23f.].

0 -1 3| 15

1 2 1| 16

0O -5 -1|-21 Simplifiguemos la 32 fila por 16.

0 0 -16|-96

1 2 1| 16 Triangulemos superiormente.

0 -5 -1|-21 Tomemos como pivote el elementgal# 0.

0 0 1 6 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [3%.].
Sustituyamos la 12 fila por: [13£.][34f.].

1 2 0| 10

0 -5 0]|-15 Simplifiquemos la 22 fila pok 5.

0O 0 1| 6

1 2 0]10 _

o 1 ol3 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.

0o o 1l6 Sustituyamos la 12 fila por: [13£]2 - [23f.].

1 004 El sistema esté diagonalizado, la solucién es:
0 1 03 Xx=4 , y=3 ; z=6

0O 0 1|6

El precio del kilo de Moka es de 4 euros, el dasBles de 3 euros, y el de Colombia, 6
euros.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 32 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. (a) [125 PUNTOS]. Determina el valor de las constsia y b sabiendo

e si x<0

. admite recta
ax+b si x>0

que la gréfica de la funciéht R - R definida por f (x)={
tangente en el punt®(1).

(b) [1"25 PUNTOS]. ¢Existen constantesy d para las cuales la grafica de la funcion
e si x<0

:R-R definid X)=
g efinida por 9(x) olid s x50

admite recta tangente eruatq

(0, 1)? (Justifica la respuesta)

EJERCICIO 2. Calcula

_ Y2
() [1°25 PUNTOS]. lim -V x"

X-0 X2

i 2 A—3X
(b) [125 PUNTOS]. legm x-e

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determina la matriX tal que AX- 3B =0, siendo

1 0 -1 1 2
A<z 3 7]y e[t of
0 1 -2 -2 1

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Halla las coordenadas del puit@sico de A(O, - 1, 1)
con respecto a la recta
X=5_ y= z-2
2 3
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Opcion B

EJERCICIO 1. Seaf:R -~ R la funcion definida porf (x) = —2x° — 9% - 12x
(&) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimientde decrecimiento de

(b) [1'5 PUNTOS]. Determina los extremos relativoy § de f con a < B, y calcula
B

'[ F(x) dx.

a

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina las dimensiones de puerta
formada por un rectdngulo y un semicirculo (comtadigura), sabiendo que es
la que tiene perimetro minimo entre las que tigrea igual a 2 M

1 0 -2
EJERCICIO 3. Considera la matriA = ( 1 1 1]
1 1 0

-1
(@) [1'5 PUNTOS]. Calcula el determinante de las roafi 2A,A3? y(A31) .
(b) [1 PUNTO]. Halla la matriz A'

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Halla el punto de la recxa=
del punto A(1, 2, 1) y del origen de coordenadas.

y+2 _2z-3
-1

5 ggeidista

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Sila grafica dé(x) admite recta tangente en (0, 1), es que es degieat = 0. Por
tanto previamente ha de ser continua. Veamoslo.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites lateraledia punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valedafuncién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmtigvalo.

- El trozo de funcion para valores xlmenores que x <0, es una funcién exponencial,
gue es continua en tody luego la funciérf es continua para <0.

- El trozo de funcién para valores xiemayores que &> 0, es una funcién polinémica,
y las funciones polindmicas son continuas en ®daego la funciéri es continua para>0.

- El problema de la continuidad estd en el puntaldhde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion. Estudiemos la coidid en el punto O.
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Calculemos los limites laterales y el valor daulecién en dicho punto, para ver si existen

y coinciden.
lim f(x)= lim e*=¢e%=1
x-0" X;g_ lim f(x)= Iim+ f(x)= f(0) =
lim f(x)= lim (ax+B=b = *° x=0
x-0* x— 0" b=1

x>0
f(0)=€e°=1

Luegof(x) es continua en el punto 0 bi= 1.

En definitiva, la funciér(x) es continua eR siempre queb = 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién sera derivable en un punto, si lasvedes laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos lotogulel intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la ntireodad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha visto y demostrado que es gargimsu dominio, siempre que1.

- Para valores de< 0, f es derivable por ser una funcion exponencial aigheque es
derivable en tod®, siendo la funcién derivadage *.

- Para valores de> 0, f es derivable, por ser una funcién polindmica,diela funcion
derivadaa.

Una primera aproximacion de la funcién derivadaddoya sabemos que es derivable es

f '(x)={"e_x st x<0
a Si x>0

- El problema esté inicalmente en el punto O.

En el punto O seré derivable, si las derivadasdkge coinciden ya que es continua en
dicho punto.

F(0)= X'irg_ f(x)= Xlirrg)_ (—e‘x) = -

x <0
f'(0")= lim f(x)= lim a=a
xﬂ%" x- 0"

luego la funciérf(x) es derivable ex=0sia=-1yb=1.
La funcién derivada quedara finalmente asi:

f.(x):{—e_x Si Xx<0

el=-1
f'(0)= f’(0+) =
=
-1=-a

-1 si x>0

En consecuencia la gréfica de la fundigfg admite recta tangente en el punto (0, 1), para
el valor dea=-1yb=1.

(b) Sila gréfica dg(x) admite recta tangente en (0, 1), es que es degieabt = 0. Por
tanto previamente ha de ser continua. Veamoslo.

Para que la funcioég sea continua en un punto, los limites lateraledigo punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valedafuncién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmtivalo.
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- El trozo de funcion para valores ximenores que G <0, es una funcién exponencial,
gue es continua en tody luego la funciérg es continua para<O0.

- El trozo de funcién para valores xiemayores que &> 0, es una funcién polinémica,
y las funciones polindémicas son continua®Refuego la funciérg es continua para > 0.

- El problema de la continuidad est4 en el puntaldhde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion. Estudiemos la coidid en el punto O.

Calculemos los limites laterales y el valor deutacion en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim g(x)= lim e*=¢e"=1
-0 X9 lim g(x)= lim o x= d0) =
lim g(x)= lim (c+ g = d x=0 =0
X- 0 x;)g d=1
g0)=€e°=1

Luegog(x) es continua en el punto Ods+ 1.

En definitiva, la funciorg(x) es continua eR siempre qued = 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién seréa derivable en un punto, si lasvddgs laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos logogudel intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la ntirmodad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha visto y demostrado que es gargimsu dominio, siempre quie1.

- Para valores da< 0,g es derivable por ser una funcién exponencial eiaheque es
derivable en tod®, siendo la funcién derivadage *.

- Para valores de> 0, g es derivable, por ser una funcion polinémica,dida funcion
derivada, 2x.

Una primera aproximacion de la funcién derivadaddoya sabemos que es derivable es

=) €% si x<0
g(x)_{Zcx Si x>0

- El problema esté inicalmente en el punto 0.

En el punto 0 sera derivable, si las derivadasdige coinciden ya que es continua en
dicho punto.

g'(07)= lim gx)= lm (-e*)=-e®=-1
X-0" X- 0"

-1#0 >
x <0
"(0")= lim g(x)= lim 2cx= 0 = . -
g( ) x-»%‘g() X 0" f(0)¢f (O)

luego la funciéng(x) no es derivable ex = 0.

En consecuencia la gréfica de la funaifx) no admite recta tangente en el punto (0, 1),
ya que no existe ningun valor dgue haga que las derivadas lateralex er0 coincidan, a
pesar de ser continua en dicho punto pdwd.
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos el siguiente limite. —ox

1-V1-%* _ 1—\/1—02[9}2“m N1-X _jm 1
0| x_.o0 2X X-0 2./1-x2

Laindeterminacion d%%} se ha destruido utilizaad®dgla de L"Hopital, que consiste

lim
X-0 X2 0

N[~

en derivar el numerador y denominador independiegiée el uno del otro.

(b) Calculemos el siguiente limite.

2
. 2_3)(_._00_.1_._. RS . . 2X | ® | _
xllnloo(xe )_00 € == em_[oo 0]_xllm+oo éx_{w}_ler?-m 3e°’x_[°°}_
= |im 23 :3:0
X —+00 g@X o]

La indeterminacion de-0 se ha destruido transformandola en otr{a%%
Laindeterminaciond % se ha destruido utilizamdeédgla de L"Hbépital, que consiste

en derivar el numerador y denominador independiegiée el uno del otro.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Resolvamos la ecuacion matricialXA 3B =0.
AX-3B=0 = AX=3B =

si la matriz A tiene inversa podremos multiplicda é&zquierda por dicha inversa;*A
AT(AX)=A'(3B) = (A*A)X=3A'B = IX=3A'B - X=3A'B.

Calculemos la inversa de A, si es que tiene, meslgrmétodo de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matriz A, la matriz uneladentar que aparezca, mediante el uso de
diversas transformaciones elementales, la matiiiadra la izquierda, la parte que quede a la
derecha es la matriz inversa de AL A
1 0 -1/1 o O Diagonalicemos.

2 3 -7/0 1 o] Tomemoscomo pivote el elementg=al= 0.
0 1 -2/l0 0 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23:.]2 - [13f]

0
0 3 -5|-2 1 0| sustituyamos la 32fila por: 3 - [33.]J22f]

10 -1/1 O Tomemos como pivote el elementga3 = 0.
0O 1 -2/, 0 0 1

1 0 -1|1 0 0) Tomemos como pivote el elementga- 1 # 0.
0 3 -5|-2 1 0| Sustituyamos la 22fila por: [23.]5 - [3%f]
0 0 -1| 2 -1 3) Sustituyamos la 12fila por: [13f.][3%.]
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Simplifiquemos la 22 fila por 3.
Simplifiquemos la 32 fila por 1.

(oNeN
w
o

!
[N
N
(o2}
|
[N
a1

1 -3) Enlaparte de laizquierda hemos obtenido la matridad,

2 —g5| porlo que al no salirnos ninguna fila de cerosnédriz A

1 -3/ tieneinversa, siendo la matriz inversa la matiz queda a la
derecha, es decir:

_1 1 —_
Al=| -4 2 -
_2 1 —_

Calculemos, finalmente, la matixz
-1 1 - 1 2 4 -5 12 -15
X=3+A1B=3.| -4 2 - -1 0{=3| 4 -13|=|12 -39
-2 1 - -2 1 3 -7 9 -21

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para obtener el simétrico del punto A respectadedtar, A (0-11)
A’(a, b, ¢), tendremos que calcular un punto Hadeetta de tal
manera que el vect&H sea perpendicular al vectdirdecion
de la recta y adema&H = HA'’

[oNeN
o Ne]
= OO
oA

H
La ecuacién de la recteen forma paramétrica es:
X =5+2t
rsqy=t 'A'
z=2+3t

El punto genérico, H, tendra de coordenadas H(5+2+3) y el vectorAH :
AH=(5+2t,t, 2+3) (0,- 1, 1)=(5+2 t+1, 1 +#3)
Apliquemos la condicién de quéH  es perpendiculaeator de direccién de la recta:
AHOV, = AHev; =0 = (5+2t, t+1, 1+3t)¢(2, 1, 3)=0=>
10+ 4 +t+ 1+ 3+ 3= 0= M=-14= t=-1
Luego el vectorAH tendra de coordenadas:
AH =(5+2t, t+1, 1+3)=(5- 2 -1+ 1 + 3)=(3, 0~ 2)
y el punto H:
H(5+2,1,2+3) = HG2,-1, 23) =  H@E,-1,-1).
Impongamos la ultima condici6AH = HA’
3=a-3 = a6
(30,-2)=(a,b,cy B3-1-1)=:{0=b+1 = b=-1 = A'(6, -1 -3
-2=c+1 = c=-3



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 106

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Determinemos los intervalos de crecimiento y @erecimiento dé. Hallemos los
valores que anulen a la funcién primera derivad&(gg
fx)=-2¢- 9¢- 12X - f(X)=-6x*- 1&- 12 - -6x*- 1&- 12=0 -

2 _ _-3+J9-8 _ -3x1_ ~ -1
K- 220 - x=TEERsas (T

Con estos dos puntos? y - 1, construimos los posibles intervalos de monotonia
(-2-2),(2,-1) y (1, +0)
Sustituyamos un valor intermedio de cada uno datesvalos, por ejemple,3,- 15y
0, respectivamente, en la funcion primera deriyesizgln nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcion seréierge o decreciente:
f'(-3)=-6(-3?-18-3-12=-12<0 = decreciente efo, - 2)
f'(-15=-6-15%- 18- 15-12=1 5 0 = creciente en- 2- 1)
f'(0)=-6+0°-18 0-12=-12< 0 = decreciente err 1 « )

(b) Determinemos los extremos relativos o localetosEs6lo se podran localizar en los
puntos de derivada cero, ya que la funcién esmaaty derivable en todo su dominio que es
R por tratarse de una funcion polinémica.

Teniendo en cuenta lo analizado en el apartadei@andemos asegurar que hay un
minimo local enx =- 2, y un maximo local ex =- 1.

Las ordenadas de estos extremos son:

f(-2)=-2(272-9(2)2-12¢2)=4 - Minimo en<{2, 4).
f-1)=-2(¢-1)%-9(¢1)?% 12¢1)=5 = Méximo en-(1, 5).
Como los extremos relativos soB y- 1, es decirg y B, cona <, luegoa =- 2y f =- 1.

Calculemos ahora la integral definida:
_ -1 -1

.[Bf(x)dx=.[l(—2x°’—9x2—12>) dx:{_2x4_9X3_12X2} ={_—X4—3x3—6x2} =

4 3 2 2
=) -2 -2
I SRV . DA V) o) AP I )
T2 U2 2 "2
2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Construyamos la funcién perimetro, que es de laxtpupiden el minimo; tomando como
variable independiente el radio del semicirculo.
P(X= 2+ 2y + tx [1]
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Busquemos la relacion existente entreylday, es decir, la condicion que

nos da el problemay es que el area es 2: «
2
2xy+ n; =2. Despejemog en funcion de lx T
X2 y
2=—5- 4-Tix? ;
y= 2—2 = y= I Sustituyamos este valor gleen [1] J{
X
— 12 2
P(x)=2x+ 22 4 = P(x)=2x+ A 4y o 2

Calculemos el dominio de esa funcion. De entragk,vhlores de tendran que ser
mayores que cero, es decir, estrictamente positRe&® como los valores que puede toynar
son también mayores que cero, observando la ralagitrex ey, deducimos que 4 nx?
también tiene que ser mayor que cero, luego:

4-X°>0 = -mxl>-4 = x2<i = —\/Z<x<\/z
i i i

En definitiva, el dominio deP(x) seran los valores del interva{@, \/%) .

La funcién es continua y derivable en este domyaaue se trata de la suma de funciones
polinémicas, 2y =nx, y de una funcién racional que donde Unicamentexigie es en el cero,
pero este valor no pertenece al dominid>@e.

Calculemos los minimos relativos o locales. Obteragala funcidn primera derivada.

—2nx-2x—2(4—nx2) 852 — AT — 8+ ATx+ AT 2

P'(x)=2+ 5 +T = P'(x)= >
4x 4x
. 8+2mx>-8 , 4+mx°-4
P(x):—( )2 P(X)=—( )2
4x 2x

Calculemos los valores que anulan a la primeraaleai
2 _
M:O = (4+T[)X2—4:0 = X2: 4 = X== i
4 V4+n

2X2 + Tt

4
4+T1
Comprobemos que es el minimo relativo y absopé#ia lo cual estudiamos la monotonia.

El Gnico valor que anula a la derivada y perterasctominio es el x =

. . . 4 4 4
Construimos los dos intervalos posibles de monatc(r@i, \/mj y (\/4+n ; \/;) .

Sustituyamos un valor intermedio de cada uno dénkesvalos, por ejemplo, 01 y 1,
respectivamente, en la funcién primera derivadsgyis nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcién sera creei® decreciente:

. _(4+m) (0D%°-4 _ 6 4 )
PO1)=———“2"7 ~=-19642% 0 - ; 0, / .
01 2(0])2 Decreciente e A+T

oy = (AP -4 i [a
P(1) = 24 12 = 157079> 0 - Creciente er@m’ \/;j :
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A la vista de todo lo anterior, el valor que analalla primera derivada no sélo es minimo
relativo sino también minimo absoluto. En defiritlas dimensiones de la puerta son:

. . 24+
* Radio del semicirculox = 4:111 = X:Tnn
* Base del rectangul@x = 2+ = 2X 44“f;"
7 2
- [7 4n
. 4- X 4 n( 4+le 4" 2em
* Altura del rectanguloy = ax = y=—4 = y:—4 =
4\!4+n 4\/4+n
16
y=_A+m - 2VadT
8 4+T10
Ja+T

La longitud del radio del semicirculo y la de lued del rectangulo es la misma. La base
del rectangulo es doble que la altura del mismo.

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Calculemos, en primer lugar, el determinante dedtriz A

1 0 -2
1 1 1|=0+0-2-(-2+1 0=-1
11 0

Calculemos ahora el determinante de la matriz 2A.
|2A|=2°-A=8+(-1)=-8

El resultado anterior esta basado en la propiegé&drdultiplicacion de un nimero por una
matriz, que diceque para multiplicar una matriz por un nimero hgye multiplicar todos
los elementos de la matriz por dicho nimernpen la propiedad de la multiplicaciéon de un
namero por un determinante que dicg:rfiultiplicamos los elementos de una fila o colamn
de un determinante por un ndmero, el determinanéglg multiplicado por dicho nimero” ,
o0 bien“que para multiplicar un determinante por un nliradrasta multiplicar una fila o una
columna del determinante por dicho nimenBbr tanto, al multiplicar por 2 la matriz cuadxad
A, de orden tres, todos los elementos de A queddtipiicados por 2, esto implica que en el
determinante asociado correspondiente lo que reéneemos hecho es multiplicar por dos
las tres filas o columnas del mismo con lo quesgdmninante queda multiplicado pdr 2

Calculemos ahora el determinante de la matiiz A

A% =|A "= ()%= 1

El resultado anterior estda basado en la siguierdpigrdad: €l determinante de un
producto de matrices cuadradas es igual al prodaetdos determinantes de cada una de las
matrice$. En este caso al “tratarse de la misma matrrdpiedad se transforma en esta otra:
“el determinante de la potencia de una matriz ealigldeterminante de la matriz elevado a
dicha potencia”.
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-1
. . 31
Calculemos, finalmente el determinante de la mz(ﬁuz ) .

e (g (27

Nos hemos basado en las propiedades siguietdésveérsa del producto de dos matrices
cuadradas es igual al producto de las inversasreeminverso’, pero en este caso al tratarse
de la misma matriz se transforma en esta oteairtversa de la potencia de una matriz
cuadrada es igual a la potencia de la inversa didimatriZ; también hemos hecho uso de
esta otra: &l determinante de la potencia de una matriz ealigbdeterminante de la matriz
elevado a dicha potenciay por altimo, de la propiedad que dice quatdeterminante de una
matriz cuadrada invertible es igual al inverso determinante de la matriz inversa”.

(b) Calculemos la matriz inversa de A mediante el mg&t®iGauss, consistente en poner
aladerecha de la matriz A, la matriz unidad enitgr que aparezca, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, la matriz unidadzlaerda, la parte que quede a la derecha
es la matriz inversa de A,"A

10 -2|/1 0 o Diagonalicemos.

1 1 1lo0 1 o Tomemos como pivote el elementeal# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][15f.]

11 0001 Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.][15f.]

Tomemos como pivote el elementg=a 1+ 0.
Sustituyamos la 32 fila por: [33.][25.]

o
=
W

1 0 -2, 1 0O
-1 1 OJ
0 1 2/-1 0 1
Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23]3 - [33.]
Sustituyamos la 12 fila por: [13£.]2 - [35f.]

o

=

w

|

=

=
— O O

=
o
o
=
N
|
N

3 Multipliquemos la 32 fila por 1.

o O

o r
|

— O

|

O
| |

N

H

=
o
o
=
N
|
N

En la parte de la izquierda hemos obtenido la matridad,
por lo que la matriz A tiene inversa, siendo larmmanversa
0 0 10 1 -1 la matriz que queda a la derecha, es decir:

1 2 -
Al=l-1 -2 3
0o 1 -

o
=
o
|
=
|
N
w
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos la ecuacion de la recta en forma patiaega que viene dada en forma
continua.

+2_7-3 Xt
x=JI2-275 - ly=-2+2
2 -1 -
z=3-t

Un punto genérico H de la recta tendra de coordenadi{, - 2+2t, 3 t). Impongamos
a este punto la condicién de estar a igual distaaesiA(1, 2, 1) que del origen de coordenadas,
0(0, 0, 0).
dist (H, A) = dist (H, O)

V-2 +(-2+ 2- 22+ (3-t- 9% =12+ (- 2+ )2+ (3-1)°
(t-D%+(-4+ 2)%+(2-1)? =t + (- 2+ 2)%+ (3-t)?
t2+1-2t+ 16+ 4% 16+ 4t%— 4= t2+4+4°-q+ 9+t°- @

6t2 - 22+ 21= 6t2 - 14 + 13
8=8& = t=1
Luego el punto H de la recta que equidista de & Pces:
H( -2+2, 3t) = H(1,-2+2:1, 31) = H(L,0,2)
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 33 DE EXAMEN

Opcion A

(e*-1) senx

3

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calculalim >
x-0  x"-x

EJERCICIO 2. Seaf:R - R lafuncién definida porf (x) = |x* -1

(8 [0'5 PUNTOS]. Esboza la gréfica de
(b) [1 PUNTO]. Estudia Iazderivabilidad de

(c) [1 PUNTO]. Calculaj f(x) dx.

0
a 0 -a

EJERCICIO 3. Se sabe que la matrix = [ 0o -1 0 ] verifica que det (A)=1y s
b 0 b

columnas son vectores perpendiculares dos a dos.

(@) [1'5 PUNTOS]. Calcula los valores de b.

(b) [1 PUNTO]. Comprueba que para dichos valores séiceeque A® = A' donde A
denota la matriz traspuesta de A.

EJERCICIO 4. Considera los planos
m,=2X+5=0 y 1,=3X+3y-4=0
(8 [1725 PUNTOS]. ¢ Qué angulo determinan ambos planos.
(b) [1"25 PUNTOS]. Halla el plano que pasa por elamide coordenadas y es perpendicular
a los dos planos dados.
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Opci6n B

EJERCICIO 1. Siendo LnX) el logaritmo neperiano de considera la funciéf:(- 1,+w)-R
definida por )
f(X):{a(x—l) si. -l<x<1
xLn(x)  si x>1

(a) [1°25 PUNTOS]. Determina el valor desabiendo quées derivable.
2

(b) [1'25 PUNTOS]. Calculaj £(x) dx.
0

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. Determina la funciéh: R - R sabiendo que su derivada
segunda es constante e igualyaque la recta tangente a su gréafica en el punttbdcisa=1
es X-y-3=0.

EJERCICIO 3. Considera el sistema
mx+ y-z=1
X-my+ z=4
X+y+mz= m}
(d) [1'5 PUNTOS]. Discutelo segun los valoresne
(b) [1 PUNTO]. ¢Cual es, segun los valoreswlda posicion relativa de los planos cuyas
ecuaciones respectivas son las tres que formasteina?

3X+2y=0

EJERCICIO 4. Sea larecta de ecuacionésE{ 3A+7=0

(8) [1'5 PUNTOS]. Halla los puntos decuya distancia al origen es de 7 unidades.
(b) [1 PUNTO]. Halla la ecuacién del plano pemtienlar ar que pasa por el punto
P(, 2,-1).

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Calculemos el siguiente limite
(ex—l)sen@) (ep—])sen()) [0} i é‘sen@<)4(é—1) cosX )
= === |lim =
X-0

lim
0 3x% - 2x

x-0  X3-x? 03- 0%
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- 0 sen(O)*(eo‘ 1) COS(O): 1. 0+ (1- 301: {9} -

X0 3e0P-2:0 0 0
- €%senk )+ cosk )+ cos( —)( é‘—l) sex( )
= lim o= =
X050 X- 2
. &sen(0)+¢ cost )€ cos(@) €-1) sen(0)1:0+ 11+ + 1 (£ 30 2 _
= lim 6:0-2 = 0-2 =1

Las indeterminaciones c{% se han destruido utiigda Regla de L"Hopital, que

consiste en derivar el numerador y denominadompiedgientemente el uno del otro.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Expresemod$(x) como una funcidén a trozos, teniendo en cuentaefmidion de
funcién valor absoluto:

2 i 2_
- x _1) si x°-1<0
f(x)=‘x2—l‘= (2 o,
x“ -1 si x°-1>0
Resolvamos las inecuaciones correspondientesdoiomios de cada trozo de funcién,
para lo cual resolveremos, en primer lugar, la@oénax’ - 1= 0. 1 ]
2 _q_ _»r 1 \_/‘\_/‘\/
X*=1=0 = Xx= 1 0 o 5

estos valores, -1y 1, que anulan a la ecuaci@rsitoamos ordenadamente en la recta real y
construimos los posibles intervalos de soluciém, ¢ 1), (- 1, 1) y (1,%), elegimos valores
intermedios de los mismos, por ejempld, 0y 2, y los probamos en las inecuaciones, aiend
gué intervalos satisfacen a una u otra inecuacion:

Six=-2= (-2P-1=41=3>0= x*-1>0, en {x,-1)

Six=0=0-1=01=-1<0 = x*-1>0, en {1,1)

Six=2=2-1=41=3>0 = X-1>0, en (1)

A la vista de estos intervalos, podemos definfufecion mas correctamente en funcién

de los mismos:

x>-1 si  x<-1
f(x):‘XZ_l‘: -x>+1 si -lsx<1
x2-1 si 1< x

La gréfica de esta funcion coincide con la de tecion cuadraticas® - 1, pero de manera
que la parte de la gréfica que quede por debajejdele abscisas, por simetria con respecto
a este eje, la dibujaremos por encima.

Representemog= x* - 1, cuya gréfica es una parabola.

1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:
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x=0 = y=-1 = (0,-1)

2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:
y=0=x=1;x=1 = (1,0vy(10)

3.- Coordenadas del vértice V:
x=-bl(2a)=0/2)=0 = y=-1 = V(0,-1)
La grafica de la funciorf (x) es:

(b) Esta funcion al ser el valor absoluto de unaifimpolinémica, que es continua, es
también una funcion continua en todo su dominioagie

Estudiemos la derivabilidad.

El trozo de funcién definido para los valoresxig - 1 es una funcién derivable por ser
una funcién polinémica, ya que las funciones patiimas lo son en tod®, luegof es derivable
para valores de < - 1, siendo la funcién derivadax.2

El trozo de funcion definido para los valores-de<x <1 es una funcién derivable por
idénticas razones a las anteriores, luieg® derivable para valores del <x < 1, siendo la
funcién derivada; 2x.

El trozo de funcion definido para los valores sle> 1 es una funcién derivable por
dénticas razones a las anteriores, Ifezgpderivable para valores de> 1, siendo la funcion
derivada, .

El problema estaria en los punte4,y 1, por haber un cambio en el comportamiento de
la funcion.

Obtengamos una primera aproximacion de la funadinabla, para todos aquellos valores
dex donde ya sabemos que es derivable:

2X si x<-1
f'(x)=9 —2x si -1<x<1 [1]
2X si 1< x

Veamos si es derivable en el punte - 1. La derivada por la izquierda es:
fr(-1)= im 0= tim (29=-2
- N

X -1
x<-

por la derecha:
tr-1)= tim f(0= lim (-29 =2
X -1 X--1
x>-1

las derivadas laterales no coinciden, luego neeesable en el punte=- 1.

Estudiemos la derivabilidad en el purte 1, sabiendo que es continua en dicho punto y
pudiendo por tanto ser derivable.

Para que la funciéh sea derivable en el punto= 1, las derivadas laterales deben
coincidir. Calculémoslas:
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()= tim f(x)= lim (-29 = -2
X1 X1
x<1

(1) = tim )= lim (29 = 2
X—>1+ X—>1+
x>1

como las derivadas laterales no coincidéx),no es derivable ex = 1.
La funcién derivada coincide con la primera apra@din que hicimos en [1].

(c) Calculemos la integral siguiente.
2 1 2 @ 1 3

J‘f(x)dX:J‘(_xz'i'l) dX+I()%—l) d)F|:T+X:| +|:?_X:| =
0 0 1 0 1

(2, .22 (22 )_2.8 ,.2_6
_(T+1 0]+? 2 (3 1 —§+§ 2+§_§

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(&) Siel det(A) =1, se verificara que:

a 0 -a
0 -1 O=1 = -ab-ab=1 = -2ab=1 [1]
b 0 b

Impongamos ahora la condicién de que los vectoohsmmas de la matriz A son
perpendiculares dos a dos, por tanto, su prodsctla es cero:

(& 0,b)-(0,-1,0)=0 = 0=0

(0,-1,0)-¢a,0,b)=0 = 0=0

(& 0,b)-¢a 0,b) =0 = -a+b’=0 [2]

Despejemosa en [1] y sustituydmoslo en [2]:

2 A
= —_1 = - —i) 2 = —i 2 = -1+ =
a= 5 [ o +b*=0 = > +bc =0 = 0 >

4o ap?

_ 4 _ 4 _ 4_1 2_ |1 _ 1 _ 1_ 2
1+4"=0 = dH'=1=> b—Z:> b—\/;—§:> b—i\/;—iT:
Si b:g = a:—_l :—ﬂ

2 272 2
2
Si b:—ﬂ = a= - 1 :E
g (7] 2
2
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(b) Comprobemos que A= A', en el caso d@ = g y b= —g

Calculemos a inversa de A;'Amediante el método de Gauss, consistente en pdaer
derecha de la matriz A, la matriz unidad e integtaa aparezca, mediante el uso de diversas

transformaciones elementales, la matriz unidadzléerda, la parte que quede a la derecha
es la matriz inversa de A,"A

‘/25 0 g 1 0 O Diagonalicemos.
0 -1 0 0 1 0 Tomemos como pivote el elementea % = 0.
Sustituyamos la 32 fila por:  [3%f.] + [13f]
V2 g 205 o g
2 2
V2 0o - V2 0 i
> 2 Tomemos como pivote el elementga -v2 = 0.
0 -1 0 0 1 O Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]+ [3%f.]
0 0 -V2 0
-J2 0 -1 0 1

Dividamos la 12 fila por_‘/E
0O 1 O Dividamos la 22 fila por 1

0
0
0 o v3l1 o0 1 Dividamos la 32 fila por+2

1 1 J2 V2
1 0 0O — 0o ——= 1 0 0o = o =
V2 V2 2 2
0 1 O 0 -1 0 = 0 1 O 0 -1 0
1 1 J2 J2
0 0 —— -—— — =
2 2 00 17 0 -3

En la parte de la izquierda hemos obtenido la matidad, por lo que la matriz A tiene
inversa, siendo la matriz inversa la matriz quedqLeela derecha, es decir:

2o, 42

2 2

Al=l o -1 o0
N2y N2

2 2

Calculemos la traspuesta de A:

2o, 42 V2, 42
2 2 2 2
A=l 0 -1 0 = A'=| 0 -1 o0
N2y 42 N2, 42
2 2 2 2

Como puede comprobarse® A A,
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2y 02
Calculemos a inversa de A;'Amediante el método de Gauss, con3|stente en pdaer

derecha de la matriz A, la matriz unidad e inteqter aparezca, mediante el uso de diversas

transformaciones elementales, la matriz unidadzlaerda, la parte que quede a la derecha

es la matriz inversa de A A

Comprobemos que = A', en el 2° caso, es decir, cuandc= —

—% 0 % 1 0 O Diagonalicemos. 5
; 2
0 1 olo 1 o 'Sl'orr:.fmos co:no3 Exote el e;g::]en;@[?af—]T # 0.
ustituyamos la 32 fila por: ]+ .
2 5 4219 ¢ 1
2 2
_Q 0 Q 1 0 O
2 2 Tomemos como pivote el elementga J2 = 0.
0 -1 0 0O 1 0 Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]+ [3%f.]
0 0 J2 |1 0 1
Jv2 0 o0 |-1 0 1
Dividamos la 12 fila por‘/7
0O -1 0 0O 1 O Dividamos la 22 fila por 1
Dividamos la 32 fila pon/2
0 0 V2|1 0 1 P
1 0 ol --L o L 1 0 ol Y2 o A2
2 2 2 2
0 1 0 0 -1 0 = 0O 1 O 0 -1 0
1 1 V2 V2
0O 0 1| — O NE
V2 V2 0 0 11 5 ° 3

En la parte de la izquierda hemos obtenido la matridad, por lo que la matriz A tiene
inversa, siendo la matriz inversa la matriz quedqueela derecha, es decir:

A2y N2

2 2

Al=l 0o -1 o0

25 A2

2 2

Calculemos la traspuesta de A:

V2 g A2 V2 g A2
2 2 2 2
A=l 0 -1 0 = A'=| 0 -1 o0
2oy A2 2 g A2
2 2 2 2

Como puede comprobarse® A A,
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(8) Seaa el angulo que forman los planas vy =, , calculemos el coseno de dicho
angulo, que sera el mismo que el coseno del amgidorman sus vectores normales:
N, * N 2,0, 0)+(3,3,0 6 6 1 2
cos (a) - ™ m _ ( ) ( ) £

< a | V2roroJFs Fro 2V18 6Y2 V2 2
N U]

—

luego el angulo que determinan ambos planos 245°.

(b) Si el plano que nos piden es perpendicular plo®sw, v =, , se verificard que el
producto vectorial de los vectores normales a oadade ellos ser el vector normal al plano,
7, que queremos calcular:

fin = fir, X iy, = (2, 0, 0% (3, 3, O)E‘

30 30 3 3

Sustituyamos los coeficientes A, B y C de la edwragjeneral del plane por estas

coordenadas del vector normal a dicho plano:
Ax+By+Cz+D=0 = Ox+0y+6z+D=0 = 6z+D=0

El plano que hemos obtenido sabemos que pasagrayezt de coordenadas, sustituyamos

las coordenadas del origen en la ecuacion del plano
6z+D=0 = 6:0+D=0 = D=0 = 6z+0=0 = 6z=0 =
z=0

gue es la ecuacion del plano que nos piden.

0 O 20‘20

D =(0, 0, 6)

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Para determinar el valor dede forma qud sea derivable, estudiaremos ante la
continuidad, ya que la no continuidad implica ladeoivabilidad.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites lateraledig punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valedafuncién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmtigvalo.

- El trozo de funcion para valores deomprendidos entrel y 1,-1 <x <1, es una
funcion polindémica y las funciones polindmicas sontinuas en todR; luego la funcior es
continua para 1 <x<1.

- El trozo de funcién para valores genayores que 1x > 1, es el producto de una
funcién polinémica y de la funcion elemental log@ao neperiano, la primera continua en todo
Ry la segunda para valores mayores que cero, porl&funcién producto sera continua para
valores dex mayores que cero; luego la funciées continua para > 1.
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- El problema de la continuidad estd en el puntaldnde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién. Estudiemos la coidiudi en el punto 1.

Calculemos los limites laterales y el valor deitecfén en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

Iim f(x)= lim a(x-)=41-3=0
X-1" X-1"
x<1
Iim f(x)= lim xLn(®=1Ln(1)=0;= Ilim f(x)= Iim f(x)= f(1)=0
x-1" x— 1" X1 X 1"
x>1
f()=a@-)=0

La funcién es continua eq= 1, para cualquier valor de

Luegof(x) es continua en todo su dominie;l(«), para todo valor de.

Estudiemos la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si lasvddgs laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos lotopudel intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la ntireodad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha justificado que es continua domginio para cualquier valor de

- Para valores decomprendidos entrel y 1,- 1 <x <1, es una funcion polinébmicay las
funciones polindbmicas son derivables en tRgduegof es derivable paral <x <1, siendo
la funcion derivadaa.

- Para valores d& > 1, f es derivable, por ser el producto de una funpadimémica y
de la funcién elemental logaritmo neperiano, lanpra derivable en toddy la segunda para
valores mayores que cero, por tanto la funciondycto sera derivable para valoresxde
mayores que cero; luedoes derivable para > 1, siendo la funcién derivada, bing 1.

Una primera aproximacion de la funcién derivadadioya sabemos que es derivable es

£r(x)= a si -1<x<1
Tl +1 s x>1

- El problema esté inicalmente en el punto 1.

En el punto 1 serd derivable, si las derivadasdite coinciden ya que es continua en
dicho punto.

f'@)= lim f'(x)= lim a= a

X-1" X-1"

< <1 <1 j{f’(l_)zf’(f) =
f'(@)= lim f'(x)= lim Ln(®+1=Ln(1)+1= 1 a=1

x-1* x- 1"

x>1 x>1

luego la funciérf (x) es derivable exx =1, sia= 1.
La funcidnf (x) es derivable en su dominio siempre cue 1.
La funcionf(x) y la funcién derivadaf “(x), quedaran finalmente asi:

_ | x-1) si —1<x<1 , _[1 si —1l<x<1
f(x)_{an(x) si x>1 f (X)_{Ln(x)+1 Si x> 1
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(b) Calculemos la integral siguiente.
2 1 2
jf(x) dx=j(x—1) dx+j xLn( ¥ dx [1]
0 0 1
calculemos previamente la segunda integral, peanmdotegral indefinida, mediante el método
de integracion por partes.

j x Ln(x) dx= (2]
- _1
u=>Ln(x du-;dx
N
dv = x dx v=-[xd><=7

continuando en [2]
2 2
_ X [ x 1 = x2 _ — _
—7Ln(x) j—z = 5 Ln(x) 2J‘xdx —Ln(x) 2

sustituyendo este resultado en [1], tendremos:
1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
:{X?—x} {X? Ln(x)—x—4} :17-1—0 + (27 Ln(2)—27]—(17 Ln(1)—17]:

0 1

-1 - o+ L= -2
=-5+2Ln(2-1- 0+ =2Ln()-3

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Si la segunda derivada de la funcfé@s 3, se verificara que:

f’(x):jf"(x)dx:IS dx= 3 %+ b 1]

Como la recta tangente en=1, es %- y- 3=0, o lo que es lo mismoy = 5x- 3,
significa que la pendiente de la recta tangenté, meincide con la derivada de la funcion en
el punto 1f°(1) = m = 5, esto implica que:

f(1)=314#4% = 5=3+#4% = b=2
Sustituyendo este valor teen [1], tendremos:
fFx)=3+2
Obtengamos ahora la funci€(r).

f(x)= J. 3x+2 dx——+2x+c

Teniendo en cuenta que el punto de tangencigefie de abscisa= 1, la ordenada sera:
y=5x-3 = y=51-3 = y=2 = T(1, 2)
Este punto pertenece a la funcfpr), sus coordenadas satisfaceran la funcién, es decir

«12
f(x)= —+2x+c - f(l):321 3 3

+ 2 1+ 2= —+2+ = —-=
cC = > C = ¢C >
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Finalmente, la expresion de la funcigx) es:

f(x)=gx2+2x—g

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Discutamos el sistema segun los valoresndpara ello lo expresamos en forma
matricial y usamos el método de reduccién de Gauss.

m 1 -11 . . )
Intercambiemos entre si las filas 12y 32

Tomemos como pivote el elementga- 2 = 0.

_ _ 2_
2 mP-me2im’-m3 Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [3%]1- m) - [28]

1-m -1-m 1-n?

m m El sistema esta triangulado, todos los elementos de

m-m+2 | m?-m+3 | ladiagonal principal son distintos de cero sahae
3 que puede ser cero o0 no. Veamos los diferentes caso

que pueden presentarse.
*Si =0 = -mP+2%-5m=0 = -m(n’*-2m+5)=0 =
m=20
m-2m5=0 = e

1 -m 1(4

1 1 mim

1 1 ml|m Triangulemos inferiormente.

1 -m 114 Tomemos como pivote el elemente=al# 0.
1 101 Sustituyamos la 22 fila por: [22f.][15f.]

m B Sustituyamos la 32 fila por:  [33.]m - [1%f]

1 1 m m

0 -m-1 1-m |4-m Sustituyamos la 22 fila por: [22.][3%.]

0O I-m -1-m |1-

1 1 m m

0

0

1

0

0

1
-2
0 -m’+ 2nf - 5m-m° - 4m+ 5

~2£44-20 *’24‘20 = no tiene solucién

Hemos obtenido un sélo valor deque anula a;a, eldem=0 = en este caso la Ultima

ecuacion es del tipo, 0 = 5, es decir, una ecuaddnrdaluego el sistema es incompatible.
*Sia;#0 = -nmP+2n?- 5m=0 = m= 0, en este caso nos queda un sistema de tres

ecuaciones con tres incognitas, es decir, un sésstempatible determinado, con solucion Unica.

(b) Si m=# 0, los tres planos se cortan en un punto, ya gues obtenido un sistema

compatible determinado.

Si m= 0, los tres planos no tiene ningln punto en egpmé que hemos obtenido un
sistema incompatible. No obstante, al salirnos gd#ecuacion absurda y no habiendo planos
paralelos dos a dos, entonces los tres planogtsa ate dos en dos siendo las intersecciones

respectivas tres rectas paralelas.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Expresemos la ecuacién de la reacta forma paramétrica. Para ello resolveremos el
sistema formado por las ecuaciones de la rectaigne dada como interseccion de dos planos.
{3x+ 2y=0 Expresamos el sistema en forma matricial y lo xesnbs mediante el

3x+z =0 método de reduccién de Gauss - Jordan.

r

3 2 olo Triangulemos inferiormente.
3 0 1lo Tomemos como pivote el elementga 3+ 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [22£][15.].
(3 2 0 0] El sistema esta triangulado, nos sobra una incégdait, la pasamos al
0 -2 10 segundo miembro como incégnita no principal o sectiadar
3 21 0 Triangulemos supgriormente.
0 -2|-2 Tomemos como pivote el elementga- 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [12f][253f.].
( 3 0 ‘Z) El sistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 -2|-z 3X=-z ;o o-2y=-2
terminemos de despejar las incdgnitas, y a la mtédgecundariaz, designémosla como un
parametrd. 1
X=-=t
3
_1
y=35t
z=1t

1

Un punto H genérico de larecta tendra de coordﬂ'(ad%t, >

puntos H son los que su distancia a O(0, 0, Opésuhidades.

t, t) . Calculemos qué

2 2 2 2
diSt(O,H):\/(—%t—O) #(Zt-0) +(t-07 =7 = Lali?=a0 o

t=6
t=-6

2 2 2 2
alratrsa® 4o o, AX7_49 o i2-3 :{

luego obtenemos dos puntog::t-(—%t, %t, t) = (—% g ,GJ = (—2, 3

(b) Si el plano es perpendicular,ael vector de direccion dees el normal al plano,
Sustituyamos los coeficientes A, B y C de la edwaagieneral del plano por las
coordenadas del vector normal a dicho plano:

AX+By+Cz+D=0 = —%x+%y+ 2+ D=0

Este plano al pasar por el punto P(1, D), verificara lo siguiente:
Ly+lyizep=0 = -Leslio-14p=0 = D=1 = -Llxlw=-1
3 2 3 2 3 3 2 3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 34 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Seaf:R - R la funcion definida por

1 )
- <

f(x)={ - x si x<0

1-mx-x> si x20

(8 [1725 PUNTOS]. Determinen sabiendo quées derivable.

1
(b) [125 PUNTOS]. Calculaj f(x) dx.
-1

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Un hilo de alambre de 1 m. degitud se corta en dos trozos
formando con uno de ellos una circunferencia yetaro un cuadrado. Prueba que la suma
de las &reas es minima cuando el lado del cuadselaloble que el radio de la circunferencia.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Resuelve el sistema de ecuaciorae dn forma matricial,
A X =-A X+ B siendo.

1 0 2 1 X
A:(—l 1 1], B:(4j y X:(yj
3 1 4 1 z

EJERCICIO 4. Considera el plano x2y + 2z- 4=0.

(@) [1775 PUNTOS]. Halla el &rea del triangulo cuy@stices son los puntos de corte del
plano dado con los ejes coordenados.

(b) [0°75 PUNTOS]. Calcula la distancia del origemplaho dado.
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Opci6n B
EJERCICIO 1. Considera la funciéfi: [0, 4]~ R definida por
4x si 0sx<1
16 ;
f(x)= si 1<x<3
(x) (x+1)2

4-x si 3<x<4

(2) [1 PUNTO]. Esboza la grafica de
(b) [1'5 PUNTOS]. Halla el area del recinto limitadar pa grafica def y el eje de abscisas.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Considera la funcién[0, 3]~ R definida porf(x) =3x- 2.
Calcula el punto de la grafica fienas cercano al punto (2, 6) y calcula tambiénés alejado.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determina todos los puntos dehpl X- y+2z- 1=0 que
equidistan de los puntos A(3,-®) y B(1, 2, 0). ¢ Qué representan geométricamente?

1 A 1
EJERCICIO 4. Considera la matrizA :[ A1 A ]
o A 1

(&) [1 PUNTO]. Determina para qué valores del parémieta matriz A no tiene inversa.
(b) [1"5 PUNTOS]. Calcula, si es posible, la matrizersa de A para=- 2.

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(&) Si la funciénf(x) es derivable en todd tiene que ser continua tambiénken

Calculemos el valor da para que la funcién sea continua.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites lateraledi@o punto deben
coincidir y ademés coincidir también con el valeda@funciéon en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmtigvalo.

- El trozo de funcidn para valores ximenores que 0x<0, es una funcién racional, que
es continua eR salvo para el uno que es el valor que anula ardigrador, pero este valor no
pertenece al dominio que estamos consideranda lagigncion es continua pare<O0.

- El trozo de funcién para valores xlmayores que 0x>2, es una funcién polinémica,
gue es continua en todg luego la funcion es continua para0.

- El problema de la continuidad estd en el puntaldinde hay un cambio en el
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comportamiento de la funcion.
Calculemos los limites laterales y el valor deutacion en dicho punto, para ver si existen

y coinciden.

. . 1
lim f(x)=lim (-] =-2-=1
x[o_ (X) xLO_ (l_Xj 1-0

x>0
lim £ (x)= lim (1-mx- %) =1-0-0=1} = lm f(x)=lim f(x)= {0)=1
X - 0+ X — X0 x- 0"

x<0
f(0)=1-0- 0= 1

Luegof(x) sera continua en el punto 0, para cualquier \ddon.

En definitiva, la funciori(x) es continua eR, cualquiera que sea el valor e

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién seré derivable en un punto, si lasvddes laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos lotogulel intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la ntradgdad implica la no derivabilidad, pero en
nuestro caso es continua para todo valande

- Para valores d&<0, f al ser una funcién racional es derivabléResalvo para el uno que

es el valor que anula al denominador, pero este val@ertenece al dominio que estamos

considerando, luego la funci@s derivable para<0., siendo la derivada,L

1-x)?
- Para valores dex>0, f es derivable por ser una funcién polinc’)mi(ca, s)i)elacfuncién
derivada- m- 2x.
Una primera aproximacion de la funcién derivadaddoya sabemos que es derivable es
1
Fro)=1@-x*
-m-2x SI x>0

Six<0

- El problema estéa en el punto 0.
En el punto O sera derivable, si las derivadasdkge coinciden.

£1(07)= lim 11 = 1102=1
<0 @07 -0 O )
f'(0+): lim (—m—Z)():—m-O:_m 1=-m > m=-1
x 0"
x <0

luego la funciorf(x) sera derivable ex = 0 siempre y cuandm=- 1.
En definitivaf(x) sera derivable ek cuandom=- 1.
La funciénf(x) y su derivada seran:

1 , 1 i
— si x<0 . Sl x<0
f(x)={ 1I-x fr(x)=4 (1-x)?
1+x-x° si x20 1-%  si x20
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(b) Calculemos la siguiente integral definida.
1 0 1 1 X2 0 X2 X3 !
I f(x)dx—J‘ mdx+‘f0 (1+ X— ) dx-[—Ln|1— >1]_1+{ x+7——3} =

o

-0 (-Ln| )+ -2 (040-9=-Ln (@) +Ln @+ 1+ L-L= Ln @ 2
=-Lnfi-g-(-Ln 1+ g+ 25 - -(0+0- 0 = 273" @5
SOLUCION EJERCICIO 2.- )
X -X
Construimos la funcién area, que a su vez esta
suma de las areas de la circunferencia y del cdadra
2 2 1-X
_ 2. (1-X _ 2 1+x°-2x —
A(X)=Ttr +( 7 ) = A(X)=Tr +T 4
Expresemos el radio de la circunferencia en fund&fa longitud de la misma:
X
X = 21r r=——
) ] = 2m
sustituyamos este valor den la funcion area:
2 2 2 2 2
X 1+ %2 - 2x X 1+ x°-2x X< [ 1+ x°-2x
= _ [ A ———— il A A —— = - ==
AX) "( 21'[) 5 AOET S 16— AN g 16

El dominio de esta funcién es el intervalo abi¢dtdl); se trata de una funcién cuadratica
(aunque no esté ordenada perfectamente), y paréartontinua y derivable en su dominio.

Calculemos el minimo absoluto de esta funcidonggirecidira con el vértice de la pardbola
ya que el coeficiente dé es positivo, y siempre que ese minimo pertendzbanainio.

' _2X , 2X-2 , _ X, x-1
AN=gnt=1s = A5+ g
X, x=-1_ AX+TIX—TT _ L _ _
st g =0 = T—O = MX+mx-t=0 = (4+mMx=1 = X=

Este valor dex pertenece al dominio, luego es el minimo absalakccomo hemos
justificado anteriormente.

Comprobemos que para este valoxdgie hace minima la suma de las areas, el lado del
cuadrado es doble que el radio de la circunferencia

T
radio de la circunferenciarzz—):_tz 42+n“ = 2(41+n)
1-_T
1-x _ A+ _ A+TI-TT _ 4 _ 1
lado del drad = = = =
ado del cuadrado = Z 4@+ A@+m) A+

como puede observarse, el radio es la mitad del tallimn, el lado es doble que el radio.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Resolvamos el siguiente sistema de ecuacionesateftoma matricial:
AX=-AX+B sumemos a los dos miembros la matrixX A
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AX+AX=AX-AX+B simplifiquemos
2AX=B multipliguemos a la izquierda por la matriz invedsa2A, (2A).
Més adelante justificaremos si existe esta matriz

(2A)* (2A) X = (2A)* - B simplifiquemos

| X=(2A)'-B = X=(2A)'- B

Antes de obtener la matr¥, comprobemos si existe (ZAy si existe la calcularemos
mediante el método de Gauss, consistente en pdaetdeaecha de la matriz 2A, la matriz
unidad e intentar que aparezca, mediante el uslivdesas transformaciones elementales, la
matriz unidad a la izquierda, la parte que queddeadarecha es la matriz inversa de 2A, (2A)

1 0 2 2 0 4
20A=2¢-1 1 1/={-2 2 2
0
0

3 1 4 6 2 8
2 0 4|1 0 Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elementea 2 = 0.
2 2 210 1 Sustituyamos la 22 fila por:  [22][1%F]
6 2 8/0 0 1 Sustituyamos la 32 fila por:  [32£]3 - [13{]
4
6

Sustituyamos la 32 fila por: [32f.][25f.]

1 0 O
11 Tomemos como pivote el elementg=a 2= 0.
0

Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23:]3 - [3%f]

4, 1 0 O Tomemaos como pivote el elementg=a- 10 = 0.
1
Sustituyamos la 12 fila por: 5 - [13f]R - [33f]

Dividamos la 12y la 32 fila por 10.
Dividamos la 32 fila por 10.

1 0 O = 2 2
10 10 10 | En la parte de la izquierda hemos obtenido laimatr
o 1 ol =£ 2 3 | unidad, por lo que la matriz 2A tiene inversa, d@fa
10 10 10 | matriz inversa, (2A), la matriz que queda a la derecha.
0O 0 1 4 1 1
-10 -10 -10
CalculemosX.
= 2 2) ) (22
10 10 10 10
= '1- = __7 i i 0 = i
X=@N™B= 15 15 10|°|* 7| 10
4 1 -1y | L

10 10 10 10
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L.0.G.S.E.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Teniendo en cuenta quel@Xtiene por ecuacioneg=0 y z=0. El punto de corte del

plano X+y+ 2z- 4 =0 con dicho eje es:
2X+y+2z=14
y=0
z=0
Con el ejeDYes:

2x+y+2z=4
x=0;= y=4 = B (0, 4, 0)

z=0
Con el eje0Zes:
2x+y+2z=4
x=0
y=0
Calculemos las coordenadas de los siguientes esctor
AB=(0, 4, 0)- (2, 0, 0) =% 2, 4, 0)

AC=(0, 0, 2 (2, 0, 0)=% 2, 0, 2)

}: 2x=4 = x=2 = A(2,0,0)

}:> 2z2=4 = z=2 = C(0,0, 2

EL area del triangulo ABC es:
IR N 140—20—24]
ABC==|ABXAC|==|(-2, 4, O)x 2, 0, 2)= =+ , - , =

2 21024 Ot p2(02 2 2 |2 o

:%- @, 4, 8)|:%- 82+42+82:%-J144:6 g

(b) Expresemos la ecuacion del plano+d + 2z- 4 =0, en forma paramétrica, para ello

basta despejar una de las incognitas, por ejemaplpen funcién de las demass 4- 2x - 2z,
y, por ultimo, las incégnitas del segundo miemtarasstituyen por pardmetros:

X=A
m=.y=4-2A-2
z=y

Un punto genérico, H, del plamdendra de coordenadas:
H=(@, 4 2z 2, W)

Si O es el origen de coordenadas, el veGibr
OH=(, 4-2A-21, W)-(0,00=(, 4 2- R, 4)
este vector verifica la condicion de ser perpendicailos dos vectoresj y v

tiemmdrdenadas:
, de direccion

del plano, es decir:
OHOu = OHen=0
=
OHOV = OHev =0
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A-8+4A+4 =0 - SA+4u =18 -
-8+ +4u+u=0 AA+51=18
resolvamos este sistema mediante el método de diédude Gauss-Jordan. Para ello
expresemos dicho sistema en forma matricial.
Triangulemos inferiormente.

5 4|8 .
( 4 5 ] Tomemos como pivote el elementg=a5# 0.
5 4 ‘ 8] Triangulemos superiormente.

8 Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23%.J4 - [13]

( Tomemos como pivote el elementg=a 9+ 0.

Sustituyamos la 12 fila por: 9 - [13f.}4 - [23f]

( 45 g‘ 40] Simplifiquemos la 12 fila por 5.
9 0|8 La solucion es:

A=89 ; u=8/9

Luego el vectorOH tiene de coordenadas:

OH=(, 4-2A-21, U):(%“‘Z'%‘Z'%%):(E 4 ﬁ)

La distancia del origen al plano sera:

= (§ i §) = (§)2+(i)2+(§j2: ﬂzl_zzi
9'9'9 9 9 9 9?2 9 3

dist (O,m) = dist (O, H) :‘ OH

SOLUCIONES Opci6n B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(&) Comencemos representando el trozo de
funcién, 4x, para los valores Ox< 1. Se trata de
una recta que pasa por el origen. Otro punto a
tener en cuenta es el (1, 4). La gréfica es la
situada al lado. af

Representemos ahora el trozzgle17 , para

X+

los valores Xk x < 3. Se trata de una funcion
racional.Hagamos un estudio aproximado.
* Puntos de corte con los ejes.

Con el eje de ordenadas0:

=16 y=_16 __16 = (0, 16)

(x+1)? C+17




L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 130

Con el eje de abscisass0:

y= 16 > = 0= 16 > = 0#16 = No hay puntos de corte.
(x+1) (x+1)
* Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha déssati que: lim f(x) = o
X X

Comprobemos si existen; en principio, hay fuscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x(+ 1¥=0 = x=-1 (raiz doble). Veamoslo.
im 16 - 16 ;
o (x+D? (-1+D)
Estudiemos la posicion de la grafica de la funcéspecto de esta asintota vertical.

_16 _ .
= -t = Hay un asintota vertical doblex=- 1.

. 16 16 _ 4 _

xﬂn_]l— (x+)2 (-1 +p% 0 o La funcién tiende a+~ cuandox se
x<- 16 16 4 — acercaa- 1 por laizquierda, y también
lim = ===+

o1t (x+D2 (-17+ 2 +0 a + cuando lo hace por la derecha.

x>-1

* Asintotas horizontales.
Para gue exista asintota horizontal se ha de a@isfjue: |ir£l f(x)=bOR
X > *oo

Comprobemos si existe.
16 _ 16 _ 0

Iim ——=—= - i i =
Xt (x4 1)2 P Hay una asintota horizontal= 0.

Estudiemos la posicion de la gréafica de la func@specto de la asintota oblicua.
** Para valores de& muy grandes, por ejempla,= 1000 =

16 !
Y funcion (1000) e 0'000015968
Y asintota(1000)= 0

(1000+ 3
luego la gréfica de la funcion, para- +-, va por encima de la asintota horizontal.
** Para valores de& muy pequefios, por ejemplg,=- 1000 =
16 ,
Y funcion (—1000) :W = (000001603
Y asintota(~1000)= 0

= Y tfuncion(1000) >V asintota(1000)

=y fU”CiOH(_looO) > yasintota(_ 1000)

|
luego la gréfica de la funcién, paxa - «, va :
por encima de la asintota horizontal. :
* Dos puntos inportantes son el (1, 4)y |
el (3, 1). Una aproximacion de la gréafica es la :
situada al lado. [
Pero de toda la grafica sélo nos interesa la :
parte correspondiente al dominio particular_ o '
conjunto de valores comprendidos entre 1y 3, !"
1<x<3.
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La grafica del primer trozo y la de este segundiaes
situada al lado.

Terminemos de representar el Ultimo troge,4 - X, st [
trozo que se corresponde con el de una funcionexfidecir, of [
su gréfica es una recta
que no pasa por el !
origen. 2 - T2 3 4

Dos puntos importantes son los que se encuentran en
los extremos del intervalo donde esta definidae@, sl
' punto (3, 1) y el (4, 0).
2 A T 2 3 4 Finalmente, la grafica déx) es la situada al lado.

(b) El area que nos piden es:
1 3 4

Area =I f(x)dx+j f( X) dx+j (3 de J‘14 dejs(xii)
0 1 3 b A

2 1 4 1 3 ) 4
{%} +16 (x+1) dx+{4x— } [2x] +16{%} +{4x—x7} -

0 1 3

4
. dx+j(4— ¥ dx=
3

_ S G} —g-(12-2 o 1ig-15_94.15_13
=2 o+1e{ : ( 2))+16 8 (12 2) 24167 +8-2=14-2=5

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Elijamos un punto cualquiebade la funciérf (x) = 3x- 2; dicho punto por pertenecer
precisamente a la funcion tendra de coordenaxa®x{ 2).
Construyamos la funcién distancia de P(2, ¥) a

dist (P,X) =4/(x-2)2+(3x-2- 62 = dist (PX) =+/x2 +4-4x+ 92 + 64- 48«

dist (P,X) =v10x> - 52x+ 68 —~  D(x) =v10x* - 52x+ 68.
Calculemos el dominio de esta funcion, es deary#dores que hagan al radicando mayor
gue cero. Veamos los que lo hagan cero:

2 _ 52+ 42704 2720_52++-16 o,
10x" =52+ 68= 0 = x= 20 T, = no hay ningun valor.

Probamos con un valor cualquiera, por ejemplo, gldbservamos que el radicando es
positivo, lo que significa que lo sera para cuagualor dex, por tanto, el dominio €. No
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obstante, en el contexto del problema, el domisiel énteravo cerrado [0, 3]. Se trata ademas
de la funion raiz cuadrada de una funcién polinémaque implica que es continua y derivable
en en dicho dominio.

Calculemos los méaximos y minimos absolutos de &staién. En primer lugar,
obtendremos los relativos que se encontraran lastigue anulen a la primera derivada:

D'(x)= ——2%=52 _ _ o0x-52=0 = x_g—z -~ x=13

V10x? - 52x+ 68 0 5
Comprobemos que este Unico valor que anula aileaderes el minimo relativo, para lo
cual estudiamos la monotonia.

. . . 13 13
Construimos los dos intervalos posibles de monatgi® RAE 3.

Sustituyamos un valor intermedio de cada uno dénkesvalos, por ejemplo, 1y 279,
respectivamente, en la funcién primera derivadsgyis nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcién sera creei® decreciente:

o 1— - 13
D'(1) = 20-1- 52 =32 —  Decreciente e{.O, ?)
J10- 2 - 52 1+ 68 108
. — ) 13
D'(2°9) = 2029~ 52 =8 50 = Creciente evﬁg’ 3}-

Ji0-2F-52 29 68 VI3

A la vista de todo lo anterior, el valor que analabla primera derivada no sé6lo es minimo
relativo sino también minimo absoluto. Luego eltpude la grafica dé mascercano a P(2, 6)

es el(%g, @j . Donde la ordenada del punto la hemos ausoistituyendo la abscis?

en la funciorD (x), es decir,

( j \/l((13) _50. +68 \/1690 676, g - \/1690— szssse 1700:Jé_0

Para calcular el maximo absoluto, lo localizareemdse los relativos (que no hay) o en los
extremos del intervalo [0, 3], calculemos el valera funciorD (x) en los extremos de dicho
intervalo:

D(0) = V10- G - 52 Or 68=+ 68 '8 246

D(3)=V10- £- 52 3 68V 2= 14142
luego el maximo absoluto se da en el punto de sdb£kio lo que es lo mismo, el punto mas

alejado de la grafica dees el (0, J/68) . Donde la ordenada del punto la hemos idoten
anteriormente.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

En primer lugar, determinaremos todos los puntas epuidistan de A y B, seran los
puntos del plano mediador de ambos puntos. Lesexteion de este plano con el que nos da el
problema nos permitird conocer qué puntos de ¢smt® |gon los que equidistan de A y de B.
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El punto medio, Ma, b, 9, del segmento que determinan Ay B es:
a-3=1-a = a=2
AM =MB = (a,b,9 -(3,0,-3 =(129-(a,by ={ b-0=2-b = b=1
c+2=0-c = c=-1

luego el punto M tiene de coordenadas (2,13,

El vector normal al plano mediador sera:

n=AB=(120-(3,0,-2)=(¢222

Sustituyamos los coeficientes A, B y C de la ecirageneral del plano mediador por las
coordenadas del vector normal a dicho plano:

Ax+By+Cz+D=0 = -2x+2%+2+D=0
Este plano al pasar por el punto M(2; 1), verificara lo siguiente:
-2:2+21+21)+D=0 = -4+2-2+D=0 = D=4
luego la ecuacion del plano mediador es:2x + 2y + 22+ 4 = 0.

Lainterseccién de este plano mediador con el ga€la el problema nos permitird conocer
los puntos de este plano que equidistan de A ya3oRamos el sistema formado por las
ecuaciones de ambos planos.

-2X+2y+ 2z+ 4= 0 Resolvamos el sistema mediante el método de remuabe
2x—-y+2z-1= o} Gauss-Jordan. Expresemos dicho sistema en formeciadat

-2 2 2|- Triangulemos inferiormente.
2 -1 2| 1 Tomemos como pivote el elementea- 2 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f][15f.]
-2 2 2|4
. ar
o 1 4|-3 Simplifiquemos la 12 fila por 2
1 -1 -1l 2 El sistema esta triangulado inferiormente, todeslementos de
0 1 4|-3 la diagonal principal son distintos de cero, esigtema de dos
ecuaciones y tres incognitas, nos sobra una, pprdcel sistema

es un sistema compatible indeterminado unipararnéts decir los dos planos se cortan en una
recta. Por tanto, los puntos del plano- 3/ + 2z- 1 =0 que equidistan de Ay B representan
a una recta que vamos a determinarla en forma péiiaen La incdgnita que nos sobraz, la
pasamos al segundo miembro como incégnita no pahoisecundaria.

1 -1| 2+2 Triangulemos superiormente.
0 1|-3-47 Tomemos como pivote el elementgal= 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13#][25f.]
1 0|-1-% La solucion es:x=-1-3z ; y=-3-4z
0 1|-3-4z Sustituyamos la incégnita secundaria,dapor el parametrd,
tendremos finalmente la ecuacién de la recta esmpgtricas:
X=-1-3t
r=<y=-3-4t

z=t
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Lamatriz A no tendré inversa para los valoresgiée hagan al determinate de A cero:

1A 1 \ =1
A1 A[=1+M2-A%-\?=1-A%=0 = {)\:—1
0 A 1 -

luego hay dos valores depara los que la matriz A no tiene inversal y A=- 1.

(b) Calculemos la matriz inversa pake=- 2. Lo haremos mediante el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de la matrizralsiz unidad e intentar, mediante el uso
transformaciones elementales, que aparezca lazmaidad a la izquierda de A, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de"A, A
Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elementeal# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + 2. [1%f]

1 -2 111 0 O
-2 1 -2/0 10
0 -2 110 0 1

1 -2 11100 Tomemos como pivote el elementga- 3 # 0.
0 -3 0210 Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [33.] + 2 - [23f]
0 -2 1|10 0 1
1 -2 11 0 O Triangulemos superiormente.
0 -3 02 1 O Tomemos como pivote el elementga- 3 # 0.
0O 0 -3|/4 2 -3 Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f.] + [33f]
3 -6 07 2 -3 Tomemos como pivote el elementga- 3 = 0.
0 -3 021 0 Sustituyamos la 12 fila por: [13£.]2 - [33.]
0O 0 -3|4 2 -3
3 0 03 0 -3 Dividamos la 12 fila por 3.
0 -3 02 1 O Dividamos la 22 y 32 fila por3.
0O 0 -3{4 2 -3
100 1 0 - o N . .
5 1 La matriz situada a la izquierda es la matriz uthidizego la
010 3 73 0 matriz de la derecha es la inversa de la matria matriz A%,
_4 2 es decir:
0 0 1 3 "3 1
1 0 -1
1_| -2 _1 0
AT=1 73 T3
4 2
-— = 1
3 3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la  Opcion
A o bien realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla  gréifica),
pero todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben
estar suficientemente justificados.

MODELO 35 DE EXAMEN
Opcion A

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Se quiere dividir la region plana encerrada entre la paradbola
y=x" ylarecta y=1 en dos regiones de igual area mediante una recta y=a. Halla el valor de a.

2x?
x-1

EJERCICIO 2. Sea f'la funcién definida parax # 1 por f(x) =
(a) [1 PUNTO]. Determina las asintotas de la grafica de f.

(b) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos
relativos de f.
(¢) [0°5 PUNTOS]. Esboza la grafica de f.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. De las matrices
1 2
(1 2 (1 2 3 (11 _
A‘(3 4)’ B‘(4 5 6]’ C‘[3 3) y b= 8 (1)

determina cudles tienen inversa y en los casos en que exista, calcula el determinante de dichas

— N W

inversas.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Determina el centro y el radio de la circunferencia que pasa
por el origen de coordenadas, tiene su centro en el semieje positivo de abscisas y es tangente

a la recta de ecuacion x +y=1.

Opciéon B

EJERCICIO 1. Sea f: R - R la funcién definida por
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5x+10 si x<-1
x2-2x+2 si x>-1

f(X):{

(a) [1 PUNTO]. Esboza la grafica de f.
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area de la regién limitada por la grafica de f; el eje de abscisas
ylarecta x=3.

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Siendo Ln(x) el logaritmo neperiano de x, calcula

fim | —*— -1
x-1\x—1 Ln(x)

1 -2 -3 1 X
EJERCICIO 3. Considera A=|0 a 2 |, B=|0|, v X=|y
a -1 a-2 1 z

(a) [1 PUNTO]. Determina el rango de A en funcién del parametro a.
(b) [0°75 PUNTOS]. Discute en funcién de a el sistema, dado en forma matricial, A X=B
(¢) [0°75 PUNTOS]. Resuelve A X=B en los casos en que sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Considera los puntos

A(1,0,3), B@3,-1,0), C0,-1,2) y D(a, b, - 1).
Halla a y b sabiendo que la recta que pasa por A y B corta perpendicularmente a la recta que
pasa por CyD.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Representemos en primer lugar la grafica de la funcion elemental y = x%, que es una parébola,

y la de la funcién y =1, que es una recta paralela al eje de y y=x2
abscisas. Los puntos de corte de ambas funciones son:

2 —
y=x 2 x= 1 = (11 \ ! / =1
yzl}: * = {x=—1:> -1, 1) y

La grafica de ambas funciones estan representadas

v

al lado. EI problema es dividir el recinto que delimitan

en dos regiones de igual area mediante la recta y = a.
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Esta nueva situacion la tenemos representada al 2
lado. Los puntos de corte de esta recta y la de la funcion
y=x" son:

y:xz}j E :{x: Ja = (1, Ja)

y=a x=-Ja = (-1, Ja) - y=a

En el dibujo podemos observar las dos regiones

diferentemente rayadas y que han tener igual area.

Calculemos el area encerrada por la curva y =x* y

larecta y =1, para ello integramos la funcion diferencia entre - 1 y 1:

o 271 N (-0’ _2 [ | 1) 2 ( 2) 4
- = - =]l-=—-|-]1-“Z | ==—|—-]+=|==—-|-Z=| =—
J (1-2) dx = x 3 3 3173 3)°37073)73
-1 -1

Calculemos ahora el area encerrada por la curva y =x* y larecta y = a, que sera la mitad

, . .2 ,
del area anterior, es decir, 3 ; procederemos de forma analoga:

Ja ; Ja a3 Ja
J‘(a-xz)dx:{ax-%} :aﬁ_(c) [af (- 3)]_
A i

iS58 (Y- 40

. . 2
pero como dijimos antes esta area es igual a = , por tanto:

3
Sova=2 = adazl o V@l o ol o a!ﬁ
3 3 2 4 4 -

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacer que: lim f(x)= oo
X — XO

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x- 1=0 = x=1. Veamoslo.

2% _ 2 _2

E—e=-=% = Hay un asintota vertical: x=1.

2x? 2 2

linll_ -1 -1 0~ "° La funcién f{x) tiende a - = cuando x se
X -
x<l1 - acerca a 1 por la izquierda, y a +e cuando
. 2x? 2 2 lo hace por la derecha.
lim = = ——==+ow
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- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer que: liT f(x)=b0OR
X —» T 00

Comprobemos si existe.

2
. 2 00 . 4 . . .
lim =X =2 |= lim 2X=w = No existe asintota horizontal.
xo>too X1 ©

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L’Hopital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno

del otro.
No existe asintota horizontal, pero se da la condicion necesaria para que pueda existir

asintota oblicua.
- Asintotas Oblicuas.
Calculemos la ecuacion de la posible asintota oblicua: y = mx + n. Comencemos obteniendo

el valor de m y después el de la n:

2% , ,
m=tim L = fim =L = gy 2 - gy 2X o
X — 00 X X — 00 X X — 00 )C(X_l) X — 00 x2_x
Calculemos ahora n:
. . 2x° 2= 2x%+2x . 2x
=t )= i 520 i 22 20 i 22

La asintota oblicua, es: y=2x+2.
Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota oblicua.
* Para valores de x muy grandes, por ejemplo, x =1000 =
. 2
£(1000) = 221000° — 54021002002

1000-1
— 2+1000+2 = 2002 = f(1000) > Yagintota

Yasintota

luego la grafica de f, para x — +eo, va por encima de la asintota oblicua.

* Para valores de x muy pequeflos, por ejemplo, x =- 1000 =

of— 2
£(-1000) = %: ~1998001998
_ 2+(-1000)+2=-1998 = f(-1000) < yygintota

Vasintota ~

luego la grafica de f, para x - - =, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. Hallemos los

valores que anulen a la funcion primera derivada de f{x).
L dx(x-1D)-2x° L2 -4x 24 _ {xZO
f (x)_i(x—l)z = f (x)—i(x_l)z > X -4x=0 = 2x(x-2) >\ ,=»

Con estos dos puntos, 0 y 2, y con el punto donde la funciéon no existe, 1, los ordenamos

y construimos los posibles intervalos de monotonia: (- «, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, +).
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Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, - 1, 0°5, 1’5 y 3

respectivamente en la funcion primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero, en

el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente:

f'-n= % = % >0 = creciente en (-, 0)
f1(0'5) = 2 ?;2 :14); 05 - (;,12'2 <0 = decreciente en (0, 1)
£1(U5) = 2215;_‘ 1‘;2'1'5 = (;122 <0 = decrecienteen (1, 2)
/3= 2.(22_—_1)42.3 = % >0 = creciente en (2, +)

Estudiemos los extremos locales. Estos sélo se podran localizar en los puntos de derivada
cero, ya que la funcion es continua y derivable en todo su dominio que es R- {1}.

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podemos asegurar que hay un maximo local
en x =0, yun minimo local en x = 2.

Las ordenadas de estos extremos son:

.02

f(o)_%:%:o = Maximo en (0, 0).
Y

f(D‘%:%:S = Minimo en (2, 8).

(¢) Comprobemos si la asintota oblicua y la funcion se cortan en algun punto.

_ 27 2
A %:2x+2 =
y=2x+2 b =1

\./// vz
4

7

_ v

e

207 =2x?-2x+2x-2 = 0%#-2 i
luego no hay ninglin punto de corte. :

Con todos los datos de los apartados anteriores H
podemos dibujar la grafica de f'(x) que es la que esta
situada al lado (Se han usado distintas escalas en los

1
2
1
1
1
1
1
!
2

ejes para una mejor visualizacion). iy

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Para determinar si tiene o no matriz inversa una matriz A, lo haremos mediante el método
de Gauss, consistente en poner a la derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que
aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la

izquierda, si apareciese, la parte que quede a la derecha es la matriz inversa de A, A
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S = W —

—

S

§
[

Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

1 0 Diagonalicemos.
0 1

Sustituyamos la 2* fila por: [2*f.] - 3 - [1°f]
2 ‘ 1 Oj Tomemos como pivote el elemento a,, =-2 # 0.

-21-3 1 Sustituyamos la 1* fila por: [1°f.] + [2°f.]
0p-2 1 Dividamos la 2* fila por - 2.
-2(-3 1
ol -2 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
1 30 1 que la matriz A tiene inversa, siendo la matriz inversa, A™, la matriz
2 2 que queda a la derecha, es decir:

L (2
e N |
2 2
-2 1
- 3
A 1‘: :1—_:—
‘ 3 1 2

2 2

La matriz B no tiene inversa porque de entrada no es ni siquiera una matriz cuadrada.

El determinante de esta matriz es:
1
2

Veamos ahora la matriz C.

111 o Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
310 1 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f.]- 3 - [1*f]
10 En la parte de la izquierda no hemos obtenido la matriz unidad, sino
ol-3 1 que ha salido toda una fila de ceros, por lo que la matriz C no tiene

inversa.
Esto mismo hubiésemos obtenido al observar la matriz C, ya que la 2° fila es multipla de la

1? por lo que no tiene inversa, tal como hemos deducido anteriormente.

[ i

S O~

(=

Analicemos, por ultimo, la matriz D.

2 3(1 0 O Al estar diagonalizada, sabemos ya que tiene inversa.
1 210 1 O Calculémosla triangulando superiormente.
0O 110 0 1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

Sustituyamos la 2 fila por: [2*f.]- 2 - [3%*f]
Sustituyamos la 1 fila por: [1*f.] - 3 - [3%f.]

20010 -3 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

I 0jo 1 -2 Sustituyamos la 1?* fila por: [1*f]- 2 - [2°f]

0 1]0 O 1

0o ol1 -2 1) En laparte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por
1 olo 1 -2 | loquelamatriz D tiene inversa, siendo la matriz inversa, D7, la
0 11]o0 0 1) matriz que queda a la derecha, es decir:

1 -2 1
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Calculemos el determinante de esta matriz inversa.

1 2 1
‘D_l‘: 0 1 -2|=1
0 0 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Al estar el centro de la circunferencia en el semieje positivo de

abscisas, las coordenadas del mismo seran C = (a, 0), siendo a > 0.

o

1

Como ademas la circunferencia pasa por el origen de coordenadas, el =
radio, 7, de la misma coincide con el valor de la abscisa del centro, es M
decir con a, por tanto » = a.
La ecuacion de la recta tangente en forma generales: y+x-1=0.
Se verificara que la distancia de C a la recta tangente coincide con el radio y con a:
dist (C, recta tangente) = at0-1 = a-=
12 +12

a-1
V2

Si nos fijamos en los datos del problema y observamos la figura, deduciremos que la

abscisa a del centro de la circunferencia, es mayor que cero pero también menor que 1, por lo que

a- 1 seria negativo; como tenemos que tomar el valor absoluto, escribiremos lo siguiente:
-—(@-1 5, = o) - _ _ 1
a=———— = JJ2a=1-a = J2a+a=1 = (2+Da=1 = a=——+
V2 ( ) 1+4/2

_ J2-1 _2-1 - 5 .
a—m = a= -1 = a—\/z 1 = r \/E 1

luego el centro tiene de coordenadas C = (ﬁ -1, O) y el radio vale V2 -1,

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.- 5
(a) Dibujemos el primer trozo, 5x + 10, para los

valores de x < - 1. Se trata de una recta que pasa por los

puntos, (- 2, 0) y (- 1, 5). La grafica es la situada al lado.
Dibujemos el segundo trozo, x* - 2x + 10, para los

valores de x>- 1. Se trata de una parébola:

abscisa del vértice = %): %: -3 7 -1 T2 3 ”
ordenada del vértice =1°-2-1+2=1
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Luego el vértice V tiene de coordenadas (1, 1).

Otros puntos de interés son el (- 1, 5), (0, 2) y el (3, 5).

La grafica de este trozo de funcion junto con la del
primer trozo esta representada al lado.

(b) EI recinto cuya area nos pide el ejercicio, es el que

se encuentra rayado en el grafico adjunto.

Calculemos dicha area.
~1
Area = J. (5x+10)dx + r (xz -2x +2)dx =
-2 -1
1 3

2 B 3 2
:{5%+10x} +{%—2%+2x} =

2 1

| wn

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Calculemos el siguiente limite.
. x _ 1 1 1] Tl = 1 an(x)—(x—l)j: . (an(x)—x+1)
il?l(x—l Ln(x)Ho 0} [2=<] xhi“n( G-Dne ) MG T

0 0

142

~10-(10-20) +(2—37—9+6)—(—%—1—2j =1L

1
- Ln(x)+xe=-1 _
_1-0 1+1={g}:nm x i | LA F1-1 =lim( x Ln(x) ):
x -1

xLn(x)+x-1

@Dt L2

140 _{0} Ln(x)+> ( Lo(x)+1 )_ 0+1

. . 1
- = == |=1 X |=1 = =—
T0+1-1 | 0] »4 Lo+ X1 S\ T Fi+1) T 0¥+ 1 2

X

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Determinaremos el rango de la matriz A mediante el método de Gauss.

1 -2 -3 Triangulemos inferiormente.
0 a 2 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a -1 a-2 Sustituyamos la 3* fila por: [3%f.] - a - [1%f.]

1 -2 -3
0 a 2 Intercambiemos entre si las columnas 2% y 3%
0 -1+2a 4a-2
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(1) _23 2 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
a Sustituyamos la 3* fila por: [3*f.] - (2a- 2) - [2*f]
0 4a-2 -1+42a
_ _ La matriz estd triangulada inferiormente. Todos los elementos de
1 3 2
0 2 a la diagonal principal son distintos de cero, salvo el a;; que puede
0 0 —2a2 +3a—1) serlo. Estudiemos los casos que pueden presentarse.
— 1
*Siap=0 — -2a +3a-1-0 - q=3E¥78 _3rl_J7>
-4 -4 1

para estos dos valores de a, 1 y % , la ultima fila seria una fila de ceros, y la matriz A tendria

de rango dos, R(A)=2.

* Siag=0 = a*l y a #% = para cualquier valor de a distinto de 1
y de 5 todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, y la matriz A tendra

de rango tres, R(A) =3.

(b) Discutamos el siguiente sistema, segun los valores de a.

Lo haremos mediante el método de reduccion de Gauss.

(=)
N

\S]
<
1

(=)

a -1 a-2 Z 1 Expresemos el sistema en forma matricial.

[
|
\S]
|
W
—_

Triangulemos inferiormente.

(=]
N

[\
(=]

Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

a -1 a-2|1 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - a - [1°f]
1 -2 -3 1
0 a 2 0 Intercambiemos entre si las columnas 2y 3%
0 -1+2a 4a-2|1-a
x @@ O
1 -3 -2 1 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
0 2 a 0 Sustituyamos la 3* fila por: [3%*f.] - (2a- 2) - [2°*f]
0 4a-2 2a-1|1-a
(x) (@ »
1 =3 -2 1 La matriz estd triangulada inferiormente. Todos los
0o 2 a 0 elementos de la diagonal principal son distintos de cero,
0 0 —2a*+3a-1|1-a salvo el ay; que puede serlo. Estudiemos los diferentes

casos que pueden presentarse.

_ -3+49-8 _ -3+1 _ 1
a= = =42

*Siay=0 = -2d +3a-1=0 o - 1
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1 1

. 1 L ., ,
** Si a =3 , laultima ecuacién seria 0=1 - 5 = =§ = se trata

de una ecuacion absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene solucion.

** Si g=1, ladltima ecuaciénseria 0=1-1 = 0=0 = se trata de una
ecuacion trivial, la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es
decir, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

* Siagz0 = a*l y a ¢% = para cualquier valor de a distinto de 1

y de %, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, tendriamos un

sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, el sistema es un sistema compatible determinado,

con solucion Unica.

(¢) Resolvamos el sistema en el caso de compatible indeterminado, es decir, cuando a=1.
Sustituyamos este valor en el sistema matricial que obtuvimos al final de la discusion del
apartado anterior, recordando ademas que la ultima ecuacion era trivial y la eliminamos.

(x) 2

(1 -3 _2‘ 1) La incognita que nos sobra, la y, la pasamos al segundo miembro como

0 2 1lo incognita no principal o secundaria.
() () | |
1 -3|1+2y Triangulemos superiormente.
(0 2 -y j Tomemos como pivote el elemento a, =2 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1°f.] + 3 - [2%f.]
(x) (2)
(2 02+ y) La solucién del sistema es:
0 2| -y 2x=2+y ; 2z=-y

Terminemos de

depejar x y z, y sustituyamos la incognita secundaria, y, por un parametro, por ejemplo por a:
x=1+—a =a ; z=-—=0.
2 Y 2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si la recta que pasa por los puntos A y B es perpendicular a la que pasa por C y D, significa
que los vectores de direccion de ambas rectas son perpendiculares, lo que implica que su
producto escalar es cero:

AB=(3,-1,0)-(1,0,3)=(2,-1,-3) ; CD=(a,b,~1)=(0,-12)=(a,b+1,-3)
ABOCD = AB*CD=0 = (2,-1,-3)+(a,b+1,-3)=0 = 2a-b-1+9=0 =
2a-b=-8 [1]

Hemos obtenido una condicioén, debemos obtener otra.

Si las dos rectas se cortan entonces los 4 puntos, A, B, C y D, son coplanarios, o lo que es
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lo mismo, los tres vectores, AB, AC y AD, que determinan los cuatro puntos son linealmente

dependientes:

AC=(0,-1,2)-(,0,3)=(-1,-1,-1) ; AD=(a,b,-1)~(1,0,3)=(a~1b,-4)
Si los tres vectores deben ser linealmente dependientes, el determinante formado con ellos
tiene que ser cero.
2 -1 -3
-1 -1 -1|=0 = 8+a-1+3v-(3(a-1)-4-2b)=0 = -2a+5b=-14
a-1 b -4

Con la condicion [1] y con esta ultima formamos un sistema de ecuaciones.

2a-b =-8 }

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el

~2a+5b =-14 método de reduccion de Gauss-Jordan.

2 -1 -8 Triangulemos inferiormente.
-2 5 ‘ -14 Tomemos como pivote el elemento a;; =2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2%f.] + [1*f]

2 -1| -8 L )
Simplifiquemos la 2° fila por 2.
( 0 4 ‘ —22) P P
2 -1|-8 Triangulemos superiormente.
0 2| -11 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: 2 - [1*f.] + [2f]
( 4 0 —27) La solucion del sistema es:
0 21|-11 4a=-27 ; 2b=-11

Terminemos de despejar a y b:

11
2
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