LE.S. “Ramon Giraldo”

UNIDAD 2:

NUMEROS COMPLEJOS

El camino mas corto entre dos verdades del
Analisis Real pasa por el Andlisis Complejo.
Jacques Hadamard

0. INTRODUCCION

En los esfuerzos por resolver las ecuaciones de grado mayor que uno, los matematicos arabes e
italianos encontraron raices cuadradas de numeros negativos a las que no dieron categoria de numero,
aunque algunos siglos antes otros matematicos ya se encontraron con los mismos «problemas».

René Descartes (1596-1650), que bautiz6 con el nombre de imaginarios a los nuevos ndmeros,
apunté también que toda ecuacion debia tener tantas raices como indica su grado, aunque algunas de
ellas podian no ser reales.

Gracias a los trabajos de Euler (1707-1783) y a la interpretacion geométrica de los ndmeros
complejos, éstos empezaron a dejar de lado su caracter esotérico, y ademas introdujo el simbolo i

parala +/-1.

Desde la publicacion de los trabajos de Euler y Gauss se inicia un desarrollo constante y sostenido de
la teoria de las funciones complejas, de la mano de Hamilton (que establecié una teoria algebraica
para los numeros complejos definiéndolos como pares de nimeros reales, estableciendo una sumay
un producto con sus propiedades) y Caley.

Hoy en dia, los nimeros complejos han llegado a adquirir una enorme importancia no solo en
matematicas, sino en ciencias aplicadas como el electromagnetismo, la mecénica cuantica o la fisica
nuclear.

1. CONSTRUCCION?

Sea R*=RxR= {(x y)ix,ye R} el conjunto de los pares ordenados de numeros reales. La
representacion grafica de R? es el plano cartesiano considerado como conjunto de puntos.

A los pares de niimeros reales (X, Y) €R? los llamaremos ntimeros complejos, cuando en R? estemos
considerando las siguientes operaciones:

o suma: (X, Y)+(X\y')=(x+Xx\y+Yy')

o producto: (X, ¥)(X',y")=(xx"-yy',xy'+yx’)
(proceso de construccion de Hamilton).

! Generalmente se comienza definiendo i =+/—1, y después los niimeros complejos. Esto tiene un «pequefio» problema
conocido como paradoja de Bernouilli:

~1=i?=i-i=V-1-v-1=J(-1)-(-1) =+1=1

¢Donde esta el error?
1

(CTprT Unidad 2: Numeros complejos



LE.S. “Ramon Giraldo”
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Suele decirse que el nimero complejo (X, y) € R esta escrito en forma cartesiana.

Los nimeros reales x e Y, como partes del nimero complejo z=(X,y) € R?, reciben los siguientes

nombres:
x se denomina parte real, y se representa por Rez
y se denomina parte imaginaria, y se representa por Imz

El conjunto de los nimeros complejos se representa por C:

(C:{(x, y)e(R2,+,-)}

y tiene estructura de cuerpo conmutativo (igual que el conjunto de los nimeros reales).

Propiedad: Todo numero real es un nimero complejo (de parte imaginaria cero), es decir, Rc C.

En efecto: vamos a sumar y a multiplicar los complejos (x,0) e (y,0)
(x,0)+(y,0)d§_(x+ y,0)
(x,O)(y,O)d;(xy—0,0+O):(xy,O)

Como consecuencia de lo anterior, haremos la siguiente identificacion: |(x,0)=x| (es decir, los

numeros reales son los complejos de parte imaginaria cero).

Como consecuencia, tenemos la siguiente cadena conjuntista de inclusiones:

NcZcQcRcC
U
I
y el siguiente esquema:
. Naturales
Positivos (=
Enteros
Cero
- Z H
Racionales Negativos
Q
) .| NUmeros reales Decimales exactos
Numeros complejos ) )
R Fraccionarios . o Puros
C Decimales periodicos( .
Mixtos
Irracionales (NUmeros decimales no exactos ni periodicos)
I
NUmeros imaginarios

que podemos visualizar graficamente con el siguiente diagrama de Venn-Euler:
2
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Complex
frmaginan) : )
R| mi = 1+ 1.5 = 2ni e+ m
+ Algebraic
R A v’2+r'\/;\ n+ V2
= [} 1.7 — 2.8i
Tz -3 -2 Transcen-
? N dental
E Integer > Rational™ Real Algebraic, Real ™|
z [ AR R
0 -1 1. V2 s
-5 2 2 —'3 e
= U >
: lrrgional _//
0 N Z Q A R
Real part

Fuente: https://themathkid.tumblr.com/post/27730022891

Existe un numero complejo especialmente importante que representaremos por i, que se denomina
unidad imaginaria:

i=(0,1)
y que verifica:

i2=(0,1)-(0,1)=(0-1,0+0)=(-10)=-1

Como consecuencia de lo anterior, todo nimero complejo se puede escribir en la forma
(x,¥)=(x,0)+(0,1)-(y,0)=x+iy
y que se denomina forma binémica del nimero complejo (X, y).

Z, =X +i =X
lgualdad en forma bindmica: % _yl }zl =7, & {Xi 2
Z, =X +1Y, Yi=Y,

Representacion cartesiana o gréafica? (diagrama de Argand-Gauss®):
A cada nimero complejo z=a+ib le asociamos un (Unico) punto del plano cartesiano, que se
denomina afijo de z . Como consecuencia, se habla del plano complejo.

Aeje imaginario

bl ez=a+ib z:a+ib<—>P(a,b)
a eTereaI

Representacion vectorial:

2 «La visualizacion de los niimeros reales mediante los puntos de una recta o de los nameros complejos mediante los

puntos del plano no solamente penetro sin gran resistencia en el Analisis, sino que se puede decir con razon que, en el

caso de los nimeros complejos, esta visualizacion (Argand, Gauss) fue lo que hizo posible vencer la fuerte oposicion de
la comunidad matematica al dar carta de ciudadania a los numeros complejos».

El rincon de la pizarra: ensayos de visualizacion en andlisis matematico.

Miguel de Guzmdn

3 Parece ser que, en realidad, fue Hamilton el primero que represent6 los niimeros complejos como puntos del plano.
3
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Uniendo el origen de coordenadas O con el punto P, afijo del nimero complejo z=a+ib, obtenemos

el vector OP asociado al nimero complejo z.
A

z=a+ib<OP

Y

QD |— — —

Conjugado: z=x+iy =7 =x—iy
Opuesto: Z=X+iy = -z =—(X+iy)=-x—-iy

Interpretaciones geométricas (del conjugado v del opuesto):

A
bi..... z=a+ib L .
@5. : Z y 7 son simétricos respecto del eje real
yYNoa . .
E P Z y —Z estan relacionados por un giro de 180°
"""""" z=a-ib
—-z=-a-ib

2. OPERACIONES EN FORMA BINOMICA

Z, =X +ly. )
Suma: 21 —x +i; }321+22:(X1+X2)+|(y1+3’2)
27 2 2

A Z+W

Y

Propiedades de la suma:
(1) Asociativa: (z,+2,)+2,=2,+(2,+1,)

(2) Conmutativa: z,+2z,=2,+2
(3) Existencia de elemento neutro (0=0+1-0): z+0=0+z=2

(4) Existencia de elemento opuesto (z =x+iy =>—-z=-x—ly): Z +(—z) =0

4
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Z, =X +ly. )
Z, =X +I
Multiplicacidn: zl _))((1 +i); }:>zl.z2 = (XX, = Y,Y, )+ (XY, + ¥i%,)
27— ™2 2

Propiedades de la multiplicacion:
(5) Asociativa: (2,-2,)2,=2,-(2,Z;)

(6) Conmutativa: z,-z,=2,-2,
(7) Existencia de elemento neutro: 1=1+i-0=1z-1=2

(8) Existencia de elemento inverso:
. 1 X .y
I=X+ly#z0=>=-= -1
y z X+y* X+y?

(9) Distributiva de la multiplicacion respecto de la suma:
2,(2,+2,)=2-2,+12,-1,

Por cumplir las nueve propiedades anteriores se dice que C es un cuerpo conmutativo:

(<C,+, ) = cuerpo conmutativo de los numeros complejos

Division: z, = x +iy,, z, =X, +iy,
2, _ (xHiv) (% —iY,) _ (O +iy) (% —iy,) _ (tiy) (%, —iy,)

Z[Tl(x2+iy2)(x2—iy2) xzz—(iyz)2 X2+,
donde en [1] hemos multiplicado y dividido por el conjugado del denominador.

2"=z-7z-...z conneN

n-veces

Potenciacion: {z° =1 siempre que z #0

-n

1
' =— siemprequez =0, conneN
z

Para calcular potencias se usa la formula del binomio de Newton*:

(e =3 7 e

k=0

donde [:‘J ::k!(mLik)!, mi=m-(m=1)-(m=-2)-...2-1 y 0l:=1,

4 Desarrollada por Newton (1642-1727) para N € N, posteriormente generalizada para N € Q y para Ne€ R por él

mismo, y finalmente por Abel (1802-1829) para e C.
Parece que este teorema fue en realidad descubierto por primera vez por Al-Karji alrededor del afio 1000.
iCuriosidad! Para N € Q,ne€ R y n e C lasuma es infinita (una serie).

5
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Potencias de i:
Se tiene que:

esto es, las potencias de i se repiten cada cuatro. Asi, calcular i* con k e N equivale a calcular i?,
donde R es el resto de dividir k entre 4:

ik _GR
" =1

k |4 . .
con Q 4 (matematicamente esto se escribe k =Rmod(4) y se lee «k es congruente con R

modulo 4).

Ejercicios:
1. Dados los siguientes nimeros complejos:
z,=4-51 z,=2+3i z,=-3+51 7,=6+2i
z,=(7,8) z,=(-4,-9) z,=(-12,2) z,=(4,5)
efectlia las siguientes operaciones algebraicas:

1) z,+1, 3) z,+2, 5) 7,1, 7y 25
Z,
2) 7,—-1, 4) 7,1, 6) z,:2, 8) 4
Z,-7,
2. Calcula las partes reales e imaginarias de cada uno de los siguientes numeros:
3-2i 1 4+i
1 1) —— 12) ——
) 2+i ) (1-i)° )1—3i
2) 3—2! 8) 5—5|_ 13) 1+3_|
2-3i 3+4i 2+1
_. _ - 2
3) @)@+ 9) (5-1)(1+51) 14) W
+
4) (1+i)* 10) (2+5i)° 15) (3-2i)°
1-i’ 1 a+i-i?
5 - 11) ——— 16) —————
) 1+i)° ) 1-i)° ) 1+2i)°
6) 1—-1)(2+31)(3+1)(2—-2i) 17) i**®
3. Sean z y w dos numeros complejos cualesquiera. Demuestra la igualdad Z-W=2z-W.
4, Dados los nimeros complejos z, =2i, z, =—i y z, =4i, calcula:
a) Z,-Z b) 4 c) R
P (z,)° Z,

6
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(z.)’ z
d) z,-2 g) — ¥ — z,-L
) 1 2 ) ZZ'(Z3)2 f) 3 22
K+1 .
5. Sea z:T. Calcula el valor de k paraque z=2-1.
+i
6. Sea z=(3-6i)(4—ki) . Calcula el valor de k para que z sea un nimero imaginario puro.
1. Sea z=(3-6i)(4—ki) . Calcula el valor de k para que z sea un nimero real.
. . C4dm-=2i .
8. Determina m y n para que se cumpla la igualdad: YT 6-2i.
+ni
9. La suma de dos nimeros complejos es 3+1i y la parte real de uno de ellos es 2. Determina

dichos nimeros sabiendo que su cociente es imaginario puro.

Se define el modulo de un nimero complejo z = x+iy por:

7| =+yX +y?

Ejercicios:
10. Calcula el médulo de los siguientes nimeros complejos:
a) z=5-2i b) z=5++/24i c) z:%+§i

11. Seaz =%. Calcula el valor de k paraque |z|=~/2.
+i

12. Lasuma de las partes reales de dos complejos conjugados es 6 y el mddulo de uno de ellos es
5. Calcula ambos nimeros.

3. FORMA POLAR Y TRIGONOMETRICA DE UN
NUMERO COMPLEJO

3.1. Forma polar
A cada nimero complejo z=a+bi se le asigna un punto, P(a,b), en el plano, y uniendo el origen

de coordenadas, O, con dicho punto, hemos visto que se obtiene el vector OP, que caracteriza al
nimero complejo z.
El punto P se puede determinar mediante sus coordenadas, (a,b), o mediante el médulo del vector

OP vy el angulo, & (en radianes), que éste forma con el semieje positivo de abscisas, que se
denomina argumento.

7
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Dicha forma de expresar el numero complejo z=a+bi se denomina forma polar o forma médulo-

argumento.
A

r:‘@‘ ----------- gz=a+ib
=7z= '

a

azl{OXﬂ@}:tga:g a

¥
\/

Sin embargo, la determinacion del argumento de un numero complejo mediante la expresion anterior
no es unica, ya que existen infinitos &ngulos con una misma tangente. Nosotros trabajaremos con el

argumento en [0, 27), que se denomina argumento principal del nimero complejo z y que depende
de los signos de a y b, es decir, del cuadrante en el que esta situado el afijo de dicho nimero.

r=s
P=a+2kr conk eZ

Igualdad en forma polar: r, =s, <:>{

3.2. Forma trigonométrica
A Si z=a+bi=r_, teniendo en cuenta la representacion grafica adjunta,

----------- » z=a+ib

a
COSa=—=a=rcosa
r

. b
: sena=—=b=rsena
d r

y, por tanto, z=rcosa +(rsena)i=r(cosa +isena).

Llamamos forma trigonométrica del nimero complejo z =a+bi a la expresion
z=r(cosa+isena)

4. CONVERSION ENTRE LAS DISTINTAS FORMAS

Recordemos las distintas formas de escribir un nimero complejo:

Forma cartesiana Forma binémica Forma polar Forma trigpnométrica
z=(a,b) z=a+ib z=T, z=r(cosa+isena)

e De cartesiana a bindbmica
z=(XYy)=z=x+iy

e De hindmica a polar

z=x+iy=z=r, donde y
a = arctg=+/ (ver gréfico adjunto para el valor de f)
X

8
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90°=Z rad

2
arctg Yin arctg y
X X

0°=0 rad
180°= r rad
360° =27 rad
arctg Yy V4 arctg Yy 2r
X X
2700:3—” rad
2
e De polar a trigonométrica
z=r,=z=r(cosa+isena)
e De polar a binédmica
) X=rCcoSca
Z=r,=Z=X-+iy con
y=rsena
Ejercicios:
13.  Expresa en forma polar y trigonométrica:
a) 4-3i b) 5+12i c) —3+3i d) —2-4i

.5 .78
. . _ . I°—
14.  Escribe en forma polar y trigonométrica el resultado del cociente:

iv2

15. Expresa en forma trigonométrica los siguientes niimeros complejos:
a) —3+3/3i b) 1—i c) 6-5i d) —9-8i

16. Expresa en forma binémica los siguientes complejos:
a) 7120° b) 27;/6 C) 3372'/4 d) 5135°

17. Determina las formas polar y trigonométrica de los niimeros:
a) —24/3-2i b) 3—-3/3i C) —4+4i d) 7+7i

18.  Hallar los nimeros complejos tales que Z =z".

5. OPERACIONES EN FORMA POLAR

Multiplicacion:

z=r,
W:Sﬁ}: z-w=(r-s)

En efecto:

a+pf

9
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Z-W=r,-s, =r(cosa+isena)-s(cos S +isen B)=
rs[cosacosﬂ—sen asenﬂ+i(cosasenﬂ+senacos,3)] =

=rs[cos(a+p)+isen(a+B)]=(rs),,,

R a+p

Divisién:
=T, z T, (rj
> |—=—=| —
w=s, w s, \s),,
En efecto:
z r, r(cosa+isena) r (cosa+isena)(cosf—isenp)
w s, s(cosg+isenp) s (cosp+isenf)(cos—isenp)
or COSaCOSﬂ—i-Senasenﬂ+i(SenaCOSﬂ—COSaCOSﬂ)_
s cos® f+sen® j -
r . r
=—|cos(a—pB)+isen(a—B)|=| -
[eos(a-p)ism(a—p)]-[5]
Inverso:
z=r,= zl:(%
r -a
En efecto:
Aot 1 L (1) (1
z r, r, \r),, \r/),
Potenciacion:
z=r,=(2"=(r,)" =1, VneZ
En efecto:
(ra)":ra-...-raz[r-...~rJ =(r")
N n-veces /ot ta e

Férmula de De Moivre:
(r,)" =r"[cos(na)+isen(na)] VneZ

Ejercicios:

10
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19. Realiza las operaciones en forma polar y después pasa a forma binémica:

2) 34 21 &) Ly 2100 31 i) 5,4, -3,y

b) 9370 1370 f) (25)" : (45)° ) R 2

€) 6 10 1 25 9) (225°)3'315° k) (1450)18 : (2900)3
Q) (V2-i) h) (3-3i ) (-2+2i)"°

20.  Escribe en forma binémica y en forma cartesiana el producto y el cociente de los nimeros
61200 y 37r/3 )

21. Dado el nimero complejo 2, , calcula sus cinco primeras potencias y haz un eshozo de su
9
representacion gréfica.

22. Haz un eshozo de la representacion gréfica de las seis primeras potencias del nimero
complejo z=2-2i.

23. Calcula el resultado de las siguientes operaciones, y escribelos en todas las formas que
conoces:

5 @Ay 2 2 2

T b + =
2_23i )1—J§i 1+3i 1+i

Radicacioén: Se llama raiz n — ésima, n>2, del nimero complejo z, y la representamos por Yz,a
cualquier nimero complejo w tal que w" =z:

Vz=wew' =72

En forma polar tenemos:
27 -k
o/r :(Q/F)ﬁ donde ,B:OHTﬁ, k=0,1,..n-1

a

Interpretacion geométrica de las raices n — ésimas
Todos los numeros complejos tienen exactamente n raices distintas, cuyos afijos forman un n —agono
regular.

05

Raices quintasde z=i=1_
2

-05

Zy=lpy Z5=1y,
i i

11
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Una propiedad® de los radicales complejos:

Q/E-@:p/ra-sﬂ (:@)®O£a+ﬂ<2ﬂ

Raices cuadradas de menos uno®:

17[+0~27z _17[ =1
1-h = 2 2
\/_ \/: lzr+l-27r :137r = _i
2 2

Como consecuencia, ya podemos trabajar de forma rigurosa con expresiones de la forma

«/3 conxeR:
Ejercicios:
24. Halla las siguientes raices:
a) +i c) ¥—i c) §/-64 d) 3/-27

25. Calcula las raices cuartas de —1 y de i.

/1 i
26. Calculay representa: 3 ﬁ

27. Unaraiz cuarta de un nimero complejo es —1+i. Calcula dicho niimero y sus restantes raices
cuartas.

28. Calcula las raices cubicas de:

@+i)--i)* i° =i —2+72i 1+i
Y iy "7 R D
i~ i J3+i 1-i
? J2i " —1+i Q)K

29. Calcula las raices cuartas de 2 —i y represéntalas graficamente.

30. Calcula las raices quintas de 12i

2—1

31. Una raiz clbica de un nimero complejo es 1+i. Halla dicho nimero complejo y sus otras
dos raices cubicas.

32. Calcula:

> Con la que ya puedes ver donde esta el error del principio de la unidad (Paradoja de Bernouilli).
® Resolucidn de la paradoja de Bernouilli:

-1= 1180" = 1zz

— argumento(—1)+argumento(-1)=27¢|0,27
yinl (-2)+argumento(-1) 2 ¢[0.21)

12
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/32 i 14i Y

aE o) 9 (35

b) 32-2i e) 4/-8+83i h) ( H_j
J3+i

¢) (@“J ) 3J@-3i)-(—3-)

—1+1

33.  Comprueba la igualdad: y1+iv3 +y1-iv3 =6

34.  Los vértices del poligono de la figura son las raices cuartas de un numero complejo.

Determina dicho numero complejo y sus raices.

35.  Escribe de todas las formas que hemos visto, las soluciones de las siguientes ecuaciones:

1) x*+1=0 6) 2 +iz+2=0
2) x*—2x+5=0 7) °+2i7°+22=0
3) xX*+x+1=0 8) 2 +3z+7=0
4) z*+1=0 9) 2_3_:1—i
22 —1
5) 7242=0 10) 2+ 2L 3
21 4-2i

7. OPERACIONES EN FORMA TRIGONOMETRICA

Multiplicacion:
z=r(cosa+isena) }

=[z-w=(r-s)[cos(a+p)+isen(a+f)]

w=s(cos B+isen )

Division:

= —=£[cos(a—,6’)+isen(a—,8)]

W

z=r(cosa+isena) } 7

w=s(cosS+isen3)=0

Potenciacion:

13
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Férmula de De Moivre: |[ r(cosa+isena) ] =r"[cos(na)+isen(na)]

Ejercicios:
36. Calcula las siguientes potencias:

a) [(\/5)”} b) (cos%nsen %) C) [1&,]

3

d (1+i)’ e) (-1+i)” f) (1-i)

8*. APLICACIONES

8.1. A la trigonometria
Seno y coseno del &ngulo suma

Si definimos e**¥ =e*(cosy+iseny), tenemos en cuenta la formula de Euler, € =cos@+isen®
(que establece una relacion entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas reales), y
que '@ =¢e“g”  se tiene que:

cos(a + fB)+isen(a+pB)=e""" =e“e” =(cosa +isena)(cos f+isen )=

=(cosa cos f—senasen ) +i(senacos B +cosasen )

Igualando:
cos(a + ) =cosacos f—senasen 3

sen

—~

a+B)=senacos B+cosasen 8

Seno y coseno del angulo doble
Calculamos (1,)” de dos formas:

Como cuadrado de una suma:

(1,)" =(cosa+isena)’ = cos? @ +i*sen’ & + 2isen cos @ = cos® @ —sen’ & +i(2sen ax cos @ )
Usando la formula de De Moivre:
(1,) =(cosa +isena)’ =cos(2a)+isen(2a)
Igualando, obtenemos:
cos(2a)=cos’ a —sen’ «
sen(2a)=2senacosa

8.2. A la geometria

8.2.1. El teorema de Pitdgoras
B(0,b) = 2 = bi Consideramos los numeros complejos z, =a, z,=bi y

2
z,=1,-1,Y calculamos |z;| :

c? :|23|2 = 23'2_3:(22 _21)(2_2_21):

=(bi—a)(—bi—a)=b* —abi+abi+a’

es decir,
€(0,0) a Ala,0) =2z =a C2 = a2 + b2

14
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8.2.2. Movimientos en el plano
(1) Traslaciones: la suma de numeros complejos es una traslacion.

La suma de los complejos z=x+iy y t=a+ib es z'=x+iy+a+ib=(x+a)+i(y+b), esto es,

hemos trasladado el punto P(x,y) segdn el vector t=(a,b), obteniendo el punto P'(x+a,y+b).

Si esto se lo aplicamos a todos los puntos de una figura plana, obtenemos la figura trasladada de la
figura original, segtin el vector t=(a,b).

J |
9 @ ]
B A J |
(6] P
5 [6) ) z 7S Py
G H [e] P
5 @ @ 7
B A
iy 5
G H N M
5 @ ®
3
L
F E N M 4 L 4
3 @ @
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C D K L
1 (] @ F
2
R
Q » C D
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
t=4+0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(2) Giros: el producto de complejos de mddulo unidad es un giro
El producto de los nimeros complejos z=x+iy=r, y g =a+bi=1; es el nmero complejo

Si esto se lo aplicamos a todos los puntos de una figura plana, obtenemos la figura girada de la figura
original, un angulo de g radianes.

"
/

F E s °
c D 9
1 o 4 9
T i
Girode — rad —e -

Girode 7 rad

(3) Dilataciones: la multiplicacion por nimeros reales positivos es una dilatacion
Si multiplicamos el nimero complejo z = x+1y =r, por el numero real 4 >0, obtenemos el nimero

complejo z'=(4r) .
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Si esto se lo aplicamos a todos los puntos de una figura plana, obtenemos la misma figura, pero
dilatada, si 4 >1, o contraida, si 4<1.

hESE ~

Dilatacion de factor A - 12 Dilatacion de factor A = 0,5

(4) Homotecias: el producto por un nimero complejo es una homotecia (giro + dilatacién)
El producto del numero complejo z=r, por el nimero complejo w=s, es el numero

complejo z'= (rs)mﬂ.

Si aplicamos esto a todos los puntos de una figura plana, obtenemos la misma figura pero
girada un angulo de g radianesy dilatada en un factor 1 =s.

Homotecia

9. LAS IDENTIDADES NOTABLESEN C

1. Cuadrado de una suma

2
(z+w) =2 +w* +2zw Vvz,weC
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Demostracion:
Sean z—a+b|}:> z+w=(a+c)+(b+d)i
w=_c+di
Se tiene que:
(z+w)" =(z+w)(z+w)=(a’+2ac—b*—2bd +¢* —d*)+[2(a+c)(b+d) i

Por otra parte,

z° (az—b2)+(2ab)i
e :(cz—d2)+(20d)i
2zw=(2ac—2hd)+2(ad +bc)i

y, por tanto,
2° + W +22w=(a’ +2ac-b’ —2bd +c* —d*)+[ 2a(b+d)+2c(b+d) |i =

=(a*+2ac—b*—2bd +c* —d*)+[2(b+d)(a+c)]i
Como consecuencia,
(z+w)2 =22 +W?+2zw Vz,weC

En particular:

(a+bi)-(a+hbi)=a*—-b*+2abi

2. Cuadrado de una diferencia

(z—w)2 =z22+wW-2zw Vz,weC

Demostracion:
—a+bi
Sean z=at I_}:Z—W:(a+c)—(b+d)i
w=c+di
Se tiene que:
(z—w)2:(z—w)(z—w):(a2—2ac—b2+2bd+cz—d2)+[2(a—c)(b—d)]i

Por otra parte,

?=(a”-b’)+(2ab)i

( ) (2cd)i
2zw=(2ac—2hd)+2(ad +bc)i
y, por tanto,
22+ W —ZZW:(a2 +2ac—b%—2bd +c? —d2)+[2a(b—d)—20(b—d)]i =
=(a”*+2ac—b*-2bd +¢* —d*)+[2(b-d)(a—c)]i
Como consecuencia,
(z—w)2 =z22+wW?-2zw Vz,weC

En particular:

(a—bi)-(a—bi)=a’—b’ —2abi
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3. Suma por diferencia
(z+w)(z-w)=2"-w* Vz,weC

Demostracion:

z=a+bi} z+w=(a+c)+(b+d)i
Sean = )
W= +di z-w=(a+c)—(b+d)i
Se tiene que:
(z+w)(z-w)=a’-b’-c*+d*+2(ab—cd)i
y que:

2 -w’ =a’-b’—c?+d*+2(ab—cd)i
Como consecuencia:
(z+w)(z—w)=2"-w* Vz,weC

En particular:

(a+bi)-(a—bi)=a’+b’

10*. NO HAY ORDEN EN € COMPATIBLE CON SU
ESTRUCTURA ALGEBRAICA

«Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. En R tenemos dos estructuras: la
algebraica (las nueve propiedades que le dotan de estructura algebraica de cuerpo conmutativo) y la
de orden, que hacen que ese cuerpo esté totalmente ordenado. Ambas estructuras estan
armoniosamente relacionadas. Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones
de orden en C, pero no hay ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica.

En efecto, si suponemos que < es una relacion de orden en C compatible con su estructura

algebraica, como i #0 habria de ser 0<i®=-1 (esto todavia no es contradictorio porque pudiera
ocurrir que la relacion < no respetara el orden de R ). Pero también 0<1? =1, luego 0 <1+(-1)=0

y eso si que es contradictorio. Por tanto, es imposible definir un concepto de nimero complejo
positivo de forma que la sumay el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define
en C ningln orden. Asi que ya sabes: jmucho cuidado con no escribir desigualdades entre nimeros
complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre las partes reales o imaginarias de
nameros complejos, porque tanto la parte real como la parte imaginaria de un nimero complejo son
nameros reales. [Francisco Javier Pérez Gonzélez, Curso de Analisis Complejo, Universidad de
Granada]»

11*. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Propiedad de conjugacién: Sea p(X) un polinomio con coeficientes reales. Si ze C es unaraiz de

p(X), entonces z e C también es raiz.

Teorema Fundamental del Algebra: Todo polinomio de grado neN, con coeficientes reales o
complejos, tiene n raices (entre reales y complejas).
18
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Feynman y el Teorema Fundamental del Algebra

«Reflexionando sobre lo que hemos hecho hasta ahora, parece que nuestros logros son mas bien
modestos. Hemos afiadido a R bésicamente un nimero, i, que nos genera “linealmente” C, y que
es una raiz del polinomio concreto x> +1. ;Qué sucedera con los deméas polinomios? Esto lo expone
estupendamente el premio Nobel de Fisica, Richard Feynman, en un capitulo llamado Algebra de
su libro [Feynman, R. & al.: Fisica. Volumen I: Mecénica, radiacion y calor. Addison-Wesley
Iberoamericana, Wilmington, Delaware, 1987.], p. 22-10:

“Ahora ustedes diran: jEsto puede seguir indefinidamente! Hemos definido las potencias de los
imaginarios y todo lo demas y cuando estamos listos, viene alguien con otra ecuacion que no puede
ser resuelta como x° +3x?* =—2. jEntonces tenemos que generalizar todo de nuevo!” Pero resulta que
con esta invencién adicional que es simplemente un nimero cuyo cuadrado vale —1, jtoda ecuacion
algebraica puede ser resuelta! Este es un hecho fantastico que debemos dejar que lo demuestre el
Departamento de Matemaéticas. Las demostraciones son hermosas y muy interesantes, pero
ciertamente no son evidentes por si mismas. De hecho, la suposicion méas evidente es que vamos a
tener que inventar de nuevo, de nuevo y de nuevo. Pero el milagro mas grande es que no tenemos que
hacerlo. Esta es la ultima invencion. Después de esta invencion de los numeros complejos,
encontramos que las reglas siguen funcionando con los nimeros complejos y hemos terminado de
inventar cosas nuevas. Podemos encontrar la potencia compleja de cualquier numero complejo,
podemaos resolver cualquier ecuacion escrita algebraicamente en términos de un nimero finito de esos
simbolos. No encontramos mas niimeros nuevos”.»

19

(CTprT Unidad 2: Numeros complejos



LE.S. “Ramon Giraldo”

Videos:

¢ Qué son los numeros complejos?
@ https://www.youtube.com/watch?v=LqgyBrrgmlro

La identidad de Euler | La ecuacién mas bella del mundo
@ https://www.youtube.com/watch?v=2RCINMF4uEQ

Los nameros trascendentes y un sorprendente misterio sobre piy e
@ https://www.youtube.com/watch?v=S8gHVMuoCZk&t=44s

¢ Existe el factorial de cero?
@ https://www.youtube.com/watch?v=0Q0S8pl4y4B8
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https://www.youtube.com/watch?v=LqyBrrgmIro
https://www.youtube.com/watch?v=2RC1NMF4uE0
https://www.youtube.com/watch?v=S8qHVMuoCZk&t=44s
https://www.youtube.com/watch?v=Q0S8pl4y4B8

