Definicién: Sea P(x)=a,x"+..+aXx+a,€Z[x]. Un nimero complejo weC se denomina

algebraico si P (a)) =0, es decir, si es solucion de una ecuacion polindmica con coeficientes enteros.

Los niimeros complejos que no son algebraicos se denominan trascendentes.
Teorema de Liouville, 1844: Existen niimeros trascendentes.
Teorema de Cantor, 1874: El conjunto de los nimeros algebraicos es numerable.

Corolario de Cantor, 1874: El conjunto de los nimeros trascendentes es no numerable.

\ Teorema de Hermite, 1873: El nimero € es trascendente. ‘

Demostracion: (Hermite)
Para cada primo p consideramos el polinomio

hp(x):ﬁxp“(x—l)p...(x—r)p e Q[x]

Claramente, degh =(r+1)p-1:=s, luego las derivadas h:)) de orden |>s, son idénticamente

nulas. Pongamos
m(k,l)= h:j) (k) parak =0,...,r; 1=0,...,s
Lema: Las funciones m(l,k) verifican:
i) m(1,k) es un entero multiplo de p para (k,1)#(0,p—1)
i) m(0, p—1)=(-1)"...(-r)"
Demostracion:
Distinguimos casos:

Caso .Escribamos
( P- 1) ! hp

(p-1)!h, =gh cong=(x-k)" yh= ;

Derivando esta ultima igualdad por la regla de Leibniz

(p-1)hy :iujg”h"“

j=1

eZ(X)

Ahora bien, es evidente que g” (k) =0 salvo g” (k)= p!, luego
0 si I<p

(p-1)th (k)= (']p!hlp)(k) si 1>p

J

Si | < p entonces ya hemos concluido, y si | > p, entonces
1Y,
n()=p[ 1o
y puesto que he Z[X], lo mismo ocurre con los coeficientes de sus derivadas, con lo que
I
p( Jh'p)(k)eZ. Asi, m(k,1)=h) (k) es un miltiplo entero de p, y con esto hemos
p

demostrado el apartado i) en el caso k # 0.
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Caso |k =0/. Sea
(p-1)th, =ghcong=x""yh=(x-1)"..(x-r)" € Z(X)
De nuevo, derivando
(p-1)th, :i[;jgj)h'_”
=
Ahora tenemos que g (0)=0, excepto g"" J0) =(p-1)!, con lo que
0 si l<p-1

(p=1)thy'(0)= [ Ilj(p—l)!h'p“)(o) si 1>p-1

Si | < p—1 hemos terminado, y si | > p—1 se tiene que

o=, o

Ademas, como estamos suponiendo que | > p—1, el polinomio h sera de la forma

h=..+cx' P +.conceZ

(incluso puede ser c=0) donde solo hemos destacado el monomio que nos interesa.
Evidentemente,

h=P*(0)=(1-p+1)lc
|
p-1

y de hL)(0)=(

]h'p”) (0) resulta:

I

h:}(o):(pl_lj(l —~ p+1)!c:(p_1)!c

Como | > p-1, se tiene que m(0,1)=h?(0)=p-...-I-c, que es claramente miltiplo de p.

Con esto, hemos demostrado el apartado i) para k =0y | = p—1.
Vamos a demostrar ahora el apartado ii). Si | = p—1, entonces m(0, p—1)=h""(0)=c que
es en esta hipotesis el término independiente de h. Asi,

m(0,p—1)=h(0)=(-1)"..(-r)"

C.Q.D.

Por reduccion al absurdo, supongamos que € es algebraico sobre Q. Entonces, existira un polinomio

no nulo geQ[x] tal que g(e)=0. Multiplicando por un namero entero conveniente, podemos
eliminar los denominadores de los coeficientes de g y suponer que ¢ € Z[X] . Sea

g=a,x"+a X" +..+ax""
con a,#0ya, #0. Evidentemente, ¢ = (aOXr +ax T+ + ar)xnH , y puesto que e"" =0,

concluimos que
ae’ +ae’ +..+a =0conaga #0, a, cZ [1]

Definimos el polinomio
s o'h

H :z P eQ[x] cons=rp+p—-1=degh
P13 ox p
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Se tiene que

oH s o' s+l 9fh s 0%h
p=z |1p=[k=|+1]=z = 3
ox 1= ox" = Ox = 0Ox
S+1
puesto que ——-=0,y asi
X
oH . ) oH .
o =H,—h, obien h =H - P [2]
Consideramos ahora la funcidn real de variable real:
f:R>R

f(t)=e"H, (1)

Es una funcién derivable, y derivando,

Fr(t)=-€"H, (t)+e"H, (1) =—e" (H, (1) -H, (1))
Como H es un polinomio, su derivada formal coincide con su derivada como funcion, y teniendo
en cuenta [2], resulta:

f'(t)=—e"h,(t) VteR

Con esta primitiva podemos calcular la integral

j —e™'h, (t)dt —j f'(t)dt=f (k)-f(0)=e™H,(k)-H,(0)

para k = 0,..., r. Como consecuencia,
p):= kZ(;akeklk (p)= kZ;akek (e™H, (k)-H,(0))=X_aH,(k)-H,(0)> ae"

r
Teniendo en cuenta [1], Zakek =0, con lo que

k=0
s(p)=2 aH
k=0

Vamos a probar que esta igualdad es imposible para p suficientemente grande, lo que contradiria el
que e es algebraico.
Veamos primero que

lim 5(p)=

p—>+

En efecto, por la definicion de & como suma de integrales:

. r h, (t
‘5( p)‘ < kz_(;‘ake"l ‘ Z‘a e —e“h ‘a e U ‘ —e'h, )‘dt = kz_(;‘akekuok‘ peg‘ ‘dt
Se tiene que ‘et‘ >1en [O, r] y
1 p r ~ r(r+1)p—1 np B
‘hp(t)‘smrp re..rP _(p—l)!g (p—l)!'_g(p)
donde n=r"" y como consecuencia
si‘akekuokg( p)dt :Zr:‘ake"‘kg( p)=¢( p)ik‘akek‘
k=0 k=0 k=0
Al ser el sumatorio una constante que no depende de p, bastara probar que
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lim £(p)=0

p—>+0

Tomamos p suficientemente grande (> nNn+1 para ser exactos). Entonces:

e(p)=

n+1

nf _n" n n n
(p-1)! n! n+l " p-2 p-1

y se tiene que:

—<1,.., <1
n+1 p-2
Como consecuencia,
n+l1
0<e(p)< n n _d
nl p-1 p-1
n+1
donde d = —nes constante.
n!
Obviamente, lim P =0, y eso implica que lim g( p) =0, lo que a su vez implica que
p—+oo p — p—>+
lim o ( p) =0.

P>+

r

Teniendo en cuenta que lim §(p)=0 y que 5(p)=> aH,(k), obtenemos:

p—>+0

k=0
0—tim S aH, ()= lim> 8, Y T (k) <fim T a0 (k)1 am(k.)
=lim = lim = lim = lm >
P40 o P20 kI:o ox' P 0.0 “ ox P k0.1 ‘
es decir,
0=Ilm » am(k,l) 3]
P k=0,...,r
1=0,...,s

Aplicando el lema previo,
z am(k,l)=up+a, (—l)p ...(—r)p para cierto U € Z

Si p es suficientemente grande (>|a y >, con precision), entonces P no divide al sumando

o

a,(—-1)"...(-r)", y por ello, up+a,(~1)"...(—r)" es un nimero entero no nulo. Esto significa:

>1

> am(k,1) =|up+a, (-1)°..(-r)"| >

k=0,...,r

y, por tanto,

Lo que no puede ser, a la vista de [3].
C.Q.D.

Resultados sobre la trascendencia de nimeros:
Teorema: Si o y £ son nimeros trascendentes, entonces al menos uno de los numeros a+ S, aff

es trascendente.
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Teorema!: Cualquier operacion algebraica con nimeros algebraicos proporciona un nuevo numero
algebraico.

Teorema de Lindemann, 1882: El nimero e” es trascendente para todo nimero algebraico « # 0.

\ Teorema de Lindemann, 1882: El nimero 7 es trascendente. ‘

Demostracion:
Sabemos que €Y =e*(cosy+iseny) Vx+iyeC, luego

e” =cosr+isenz=-1
Asi, si iz fuera algebraico, ” =—1 seria trascendente, lo que es absurdo. Por tanto, iz es

trascendente, e i es algebraico, luego 7 es trascendente.
C.Q.D.

Corolario: Si a e C— {0,1} es un numero algebraico, entonces loga es trascendente.

Teorema de Lindemann-Weierstrass, 1885: Si «,,...,, son numeros algebraicos linealmente

n

independientes sobre QQ, entonces e”,...,e“ son algebraicamente independientes sobre QQ, es decir,

[Q(e“‘,...,e"”):(@]:n.

a

Corolario: Si o € (C—{O} es un numero algebraico, entonces los nimeros €“, cosa, sena ytga

son trascendentes.

Teorema de Gelfond-Schneider, 1934-1935: Si « y f son numeros algebraicos # 0,1,y si ¢ Q,

B

entonces a” es un namero trascendente.

Teorema: Sea « € C un niimero algebraico e i € C la unidad imaginaria. Entonces, iz también es
algebraico.

Teorema: Sean «, f € C dos nimeros algebraicosy P e Q[X, y] . Entonces, P (a, p ) €s un numero

algebraico.

Teorema de Thue-Siegel-Roth, 1955: Si o R es algebraico, entonces para cada ¢>0, la

inecuacion |« _P <= solo tiene un numero finito de soluciones racionales B.

! Enunciado formal: Sea % una extension de cuerpos, y L < E el conjunto de los elementos algebraicos
sobre K. Se tiene que:

i) LcK(L)

i) K (L% es algebraica (y, por tanto, K (L) clL)

Como consecuencia, el conjunto L es un cuerpo (cierre algebraico de K en E).
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Corolario (Criterio de trascendencia): Si para algiin &£ >0 hay infinitas soluciones racionales, el
numero « € R es trascendente.

Limitacion del criterio de Thue-Siegel-Roth: El conjunto de nimeros trascendentes que pueden ser
identificados por el criterio de Thue-Siegel-Roth es un conjunto de medida (de Lebesgue) nula.

Conjetura de Schanuel, ~1960: Sean z,,...,Z, € C linealmente independientes sobre Q. Entonces,

[Q(zl,...,zn,ezl,...,ezn):Q}z n.
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