Tema 67

Inferencia estadistica. Test
de hipédtesis

67.1 Teoria de estimadores puntuales. Distribu-
cién en el muestreo

67.1.1 Introduccion

Como ya indicamos en el capitulo 57, el objetivo de la Inferencia Estadistica
es el obtener conclusiones sobre una poblacién objeto de estudio mediante la
observaciéon de una parte de la misma denominada muestra.

Concretamente, si estamos interesados en una caracteristica o parametro
poblacional asociado a una variable aleatoria observable X como por ejemplo
su media, § = E[X], cuya distribucién F' es en parte conocida, por ejemplo
N (6,1), el propésito de la Inferencia Estadistica es el de obtener conclusiones
sobre 6 en base a una muestra aleatoria simple de X, es decir, en base a n
observaciones de X, Xq,...,X,, entendiéndose cada X;, i = 1,...,n como el
valor de la variable X en el individuo seleccionado al azar en el lugar i-ésimo
(por ejemplo la talla del individuo i-ésimo).

El proceso de seleccién en una muestra aleatoria simple - piensese por ejemplo
en una seleccién con reemplazamiento de bolas de una urna - conlleva el que
las X; sean variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
una distribucién comun F'.

Asi pues, formalmente una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria
X es una variable aleatoria n - dimensional (X7, ..., X,,) cuyas variables aleato-
rias unidimensionales que la componen -realizaciones de X- son independientes
y con la misma distribucién (la de X).

Por tanto, si X es continua con funcién de densidad f, la funcién de densidad



conjunta de (X1, ..., X,,) serd

n

F (@1 enwn) =[] £ @) = £ (@1) o f (20)

i=1

y si X es discreta con funcién de masa p, la funcién de masa conjunta sera
n
p(@1, .y Tn) = Hp(l"z)
i=1

Esta distribucién de (X1, ..., X,,) se denomina distribucién muestral, y dado
que la situacién habitual que se plantea en Inferencia es la de que la distribu-
ciéon de X no es totalmente conocida, sino que depende de algin pardmetro
0 desconocido (el cual puede ser multivariante), la distribucién muestral tam-
bién dependers de 6, haciéndose referencia explicita de éste en su expresion,
f(x1y ey zn;0) 6 p(a,..., Tn; 0).

Otra cuestién que también iniciamos en el capitulo 57 es la de la estimacién.
Como alli dijimos, estaremos interesados bien en asignar -o mejor dicho inferir-
un valor numérico al pardmetro 6 (estimacién por punto), o bien en inferir un
conjunto de valores plausibles para 6 (estimacién por intervalos de confianza y
contraste de hipétesis). En este proceso serd imprescindible contar mas que con
la muestra, con una funcién suya T (X7, ..., X,,) denominada estimador.

Asi, si 6 es la media de la poblacién, parece razonable utilizar la media
muestral

L
T(Xy,..X,) =T ==~ ZXi
s
en su estimacién, entendida como funcién -media aritmética- de los valores que
observemos.

De hecho, los estimadores muestrales construidos por analogia de las medidas
descriptivas estudiadas en el capitulo 60, son, en general, buenos estimadores
de los correspondientes pardametros poblacionales.

Asi, la varianza muestral

k
sf == (X;—7)°

i=1
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es un buen estimador de la varianza poblacional 0% = V (X). El coeficiente de

correlaciéon muestral
k k k
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lo es del coeficiente de correlacién poblacional p, etc.




Observemos, no obstante, que los estimadores T' (X7, ..., X,,) son variables
aleatorias, ya que son funciones -T- de la muestra que es aleatoria (no se sabe
que valores se van a obtener, luego no se sabe, por ejemplo, cual serd su media
aritmética).

Por tanto, al ser T' (X, ..., X;;) una variable aleatoria, tendrd una distribu-
cién de probabilidad, la cual denominaremos distribucién en el muestreo de T', la
cual es de vital importancia en Inferencia, ya que nos dara la “distribucién” de
los valores de T'. Es decir, cuales son los méds probables, o cual es su dispersion,
etc.

Asf, un estimador cuya media sea el pardmetro a estimar E[T] = 6 -
denominado centrado- es deseable puesto que esta propiedad nos expresa una
“cancelacién” entre los valores mayores y menores que toma, respecto al pardmetro.

Un estimador con poca varianza nos indicard una mayor probabilidad de
obtencién de muestras “cercanas” al parametro.

La eleccién del estimador adecuado a cada problema que se esté estudiando es
una cuestién delicada ademds de no existir en general solucién tnica, saliéndose,
en todo caso, de los limites de este tema.

En la siguiente seccién estudiaremos un método general para determinarlos,
el cual suele conducir a estimadores con buenas propiedades, al menos para
muestras grandes.

Ademss, desde la seccién cuarta, veremos para cada una de las situaciones
habituales que se suelen plantear, el estimador que razonablemente debe de
utilizarse, asi como su distribucién en el muestro.

Advertimos, no obstante, que estas secciones no son mas que indicativas, ya
que en ellas no se han tenido en cuenta otras consideraciones como la existencia
de datos anémalos o debilidad en la suposicién del modelo poblacional o de la
independencia, etc.

Un an4lisis profundo del problema concreto que se esté estudiando es siempre
necesario, asi como recomendable la consulta a un estadistico profesional, de la
misma manera que una enciclopedia médica, por muy buena que ésta sea, nunca
podré sustituir al médico en el anédlisis de una dolencia.

67.1.2 Meétodo de la maxima verosimilitud

Supongamos una urna compuesta por bolas blancas y negras de la que sélo
1

sabemos que la proporcién de blancas es p = % 6p=3.

De ella extraemos dos bolas con reemplazamiento resultando una blanca y
otra negra.

La idea del método de la méxima verosimilitud consiste en dar como esti-
macién del pardmetro aquel valor -de entre los posibles- que haga maxima la
probabilidad del suceso observado, es decir, de la muestra obtenida.

Asi, en nuestro ejemplo, si fuera p = %, la probabilidad de obtener una
bola blanca y otra negra seria 0.5, mientras que si fuera p = %, dicho suceso
tendrfa probabilidad igual a % =0.4<0.5. Por tanto, el método de la maxima

verosimilitud propone dar como estimacién de p, p = %
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Como hemos dicho, el método de la médxima verosimilitud propone como
estimador del pardmetro aquel que maximice la probabilidad del suceso obser-
vado, es decir, de la muestra observada. Es decir, aquel que maximice la funcién
de masa o densidad de la muestra observada, p (x1,...,x,;0) 6 f (21, ..., Tn;0).

Pero al decir de la muestra observada estamos diciendo que en esa funcién,
Z1,...,Zn, estdn fijas y lo que en realidad hacemos variar es # con objeto de
maximizar la funcién.

Para resaltar este hecho, a la funcién de probabilidad de la muestra -funcién
de masa o de densidad- la representaremos por L (), y la denominaremos fun-
cién de verosimilitud de la muestra,

p(z1, ..., zn;0) si es discreta la variable
L(0) =
[z, .y 6) si es continua la variable

__ El método de la méxima verosimilitud propone como estimador de 6 aquel
0 que maximice la funcién de verosimilitud,

L (5) = max {L (0) : Y0}

Como el méximo de una funcién y el de su logaritmo se alcanzan en el mismo
punto, habitualmente determinaremos el 6 tal que

InL (9) = max {In L () : V0}

El cédlculo de este méximo se determina de la forma habitual en la que se de-
terminan los méximos de una funcién. Por tanto, de forma habitual, aunque no
siempre, este maximo se hallard derivando respecto al pardmetro o pardmetros,
igualando a cero y despejando.

Example 1 Sea (X1,..., X,) una muestra aleatoria simple de una distribucion
P (A), siendo A un pardmetro desconocido. La funcion de verosimilitud serd
efn/\)\zl-ﬂ-m-‘rfﬂn
L) =p(z1,...,zn; \) =

y su logaritmo
n n
InL(A)=-nA+InAY z; —In]] !
i=1 i=1
La derivada respecto a X igualada a cero -denominada ecuacidn de verosimilitud,

d

serd

n+/1\;xi0
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de donde despejando se obtiene como estimador de mdaxima verosimilitud para
A

es decir, la media muestral T.

67.1.3 Estimacién de la media de una poblacién normal

En esta seccién estudiaremos cual debe ser el estimador a utilizar para estimar
la media p, cuando para la variable en estudio X se supone como modelo una
N (u,0).

Ademis veremos cual es la distribucion en el muestreo de ese estimador, de
gran interés mds adelante cuando determinemos los intervalos de confianza y los
contrastes de hipétesis 6ptimos, correspondientes a .

Antes de empezar a obtener resultados, damos a continuacién un teorema
clave en dicha obtencién.

Teorema 2 (de FISHER): Sea (X1, ..., X;,) una muestra aleatoria simple de
una poblacion N (u,0). Entonces, si T y S* son respectivamente la media y
cuaswarianza muestrales se tiene que

(@) N (. 5)
(b) (n—0712)32 ~ Xifl

2
(c)Ty % son independientes

A partir de este teorema obtenemos los siguientes resultados:

o conocida

Para estimar p cuando la varianza es conocida es razonable utilizar como
estimador la media muestral T, siendo su distribucién en el muestreo, normal
de media p y desviacién tipica NaE Es decir,

T s N(0,1)

v

o desconocida

Si o es desconocida el resultado anterior acabado de obtener sigue siendo
véalido, pero de poco nos va a servir al depender la distribucién en el muestreo
de T de un pardmetro desconocido.

Precisamente para esta situacién fue para la que Student construyé su dis-
tribucién.



Como una ¢ de Student es el cociente entre una A (0,1) y la raiz cuadrada
de una x? dividida por sus grados de libertad, siendo ambas independientes, del
teorema de Fisher obtenemos que

de donde simplificando se obtiene que

§7
=t ot
vn

Obsérvese que como para muestras grandes -digamos n > 30- la distribu-
ci6n t de Studeut se aproxima por una N (0, 1), las probabilidades del cociente
anterior se buscardn en las tablas de la normal en esos casos. De ahi que en
ocasiones se hagan comentarios en el sentido de que la distribucién ¢ se utiliza
en el caso de muestras pequenas.

67.1.4 Estimaciéon de la varianza de una poblacién normal

Al igual que en las secciones anteriores, habra que distinguir la situacién en la
que la media es conocida de la que no lo es.

1 desconocida

Si la media p es desconocida, el teorema de Fisher ya nos indicaba que el
estimador de la varianza en este supuesto debfa de ser la cuasivarianza muestral
52, ya que entre otras razones, al ser

n—1)52
serd )
E{(n—i)S } =n-1
o

es decir, E [S?] = o2, lo cual supone que S? posee una propiedad deseable en
los estimadores.

Por tanto, si p es desconocida el estimador a utilizar para estimar la varianza
o? es S? con distribucién en el muestreo

(n—1)8? 2
o2 ~ Xn—1

1 conocida
Si u es conocida, el caso anterior nos sugiere que el estimador a considerar
sea similar al alli considerado pero utilizando, en lugar de la media muestral, la



media poblacional 1 ya que es conocida. Es decir, parece razonable utilizar el

estimador
n

%Z(Xl - p)?

i=1

Ademsds, como las X; siguen distribucién N (u, o), serd % una A (0, 1),
con lo que serd

i (Xi—p)?
i=1 2

o2 ~ Xn

por definicién de la distribucién 2.

67.2 Intervalos de confianza

67.2.1 Introduccion

En la seccién anterior estudiamos los principales estimadores que razonable-
mente deberfamos utilizar en cada una de las situaciones que allf se planteaban,
las cuales se corresponden con las que habitualmente suelen suponerse como
modelos probabilisticos.

Asi, si queremos estimar la talla media, 6, de los individuos de una determi-
nada poblacién, supuesto que ésta sigue una distribucién normal N (6, 1), vimos
en la seccién anterior que razonablemente deberemos utilizar la media muestral
T para estimar 6.

Los estimadores alli estudiados, estimaban pardmetros poblacionales pun-
tualmente, es decir, eran funciones de la muestra que hacian corresponder a
cada valor de ésta un unico nimero, de entre los posibles valores que puede
tomar el pardmetro, el cual razonablemente serd una buena estimacién de éste.

No obstante, rara vez coincidird esta estimaciéon puntual con el desconocido
valor del pardmetro. Es decir, rara vez la media de la muestra seleccionada al
azar serd tal que T = 6.

Es, sin duda, mucho més interesante concluir la inferencia con un intervalo
de posibles valores del pardmetro -al que denominaremos intervalo de confianza-
, de forma que el desconocido valor de éste se encuentre en dicho intervalo con
una probabilidad todo lo alta que deseemos.

Asi por ejemplo, es mucho méds deseable concluir afirmando que la media
poblacional 6 estd entre T — 0.1 y T4 0.1 , con probabilidad 0.99, que diciendo
que la media muestral T es un buen estimador de 6.

Con objeto de aumentar la precisién de la inferencia, serdn deseables inter-
valos de confianza lo més cortos posibles.

No obstante, la longitud del intervalo de confianza dependerd de lo alta que
queramos que sea la probabilidad con la que dicho intervalo -cuyos extremos
son aleatorios- cubra a 6.

Asi, si queremos determinar dos puntos a y b tales que

PZ—a<f<T4+b)=1-«
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al suponer X ~» N (0, 1), serd
T—0

~ N (0,1)
N

Como puede demostrarse que entre todos los a y b que cumplen la ecuacién
anterior, el intervalo méds corto es el que a = —b, escribiremos la ecuacién
anterior de la forma

P(—c<zT—-0<c¢)=1—a

o lo que es lo mismo, tipificando

P<Z|<5>=1—a
o

con Z ~~ N (0,1). Por tanto, deberd ser

g

Cc = %za/g

en donde z, /o es el valor de la abscisa de una N (0,1) que deja a su derecha
bajo la funcién de densidad un drea de probabilidad «/2.
El intervalo buscado es

g o)
T — Za/ZW,x + Za/zﬁ
Como se ve, su longitud

9 o
/2 %

depende de la probabilidad 1 — « elegida en su construccién, a la que denom-

inaremos coeficiente de confianza.

Cuanto mayor sea esta probabilidad, mds grande serd z, /5 y por tanto, mayor
su longitud. Asf pues, antes de construir un intervalo de confianza, habrd que
prefijar cuidadosamente el valor del coeficiente de confianza de forma que la
“probabilidad con la que confiamos” el intervalo cubra al desconocido valor del
parametro sea alta, pero conservando inferencias vélidas.

Asi, de poco interés resulta concluir que hay probabilidad 0.999 de que el
intervalo (en metros) |Z — 2,7 + 2[ , cubra la estatura media de la poblacién.

Los coeficientes de confianza que de forma estdndar se toman son 0.90, 0.95
y 0.99, aunque esto dependera del investigador, el cual deberd tener siempre en
cuenta las observaciones anteriores. Asi, en este caso, por ejemplo, una varianza
poblacional o2 pequefia o un tamafio muestral grande pueden permitir un mayor
coeficiente de confianza sin un aumento excesivo de la longitud del intervalo.

Formalmente definimos el intervalo de confianza para un parametro 6 de la
siguiente manera.



Definicién 3 Sea X wuna variable aleatoria cuya distribucion depende de un
pardmetro desconocido 0, X1, ..., X,, una muestra aleatoria simple de dicha poblacion
y sean Ty (X1, ..., Xn) y To (X1, ..., Xp,) dos estimadores tales que

P{Ty (X1, ... Xn) <0 <Th(X1,... X))} =1—a

El intervalo
]Tl (Xla "'7Xn) 7T2 (Xla ceey Xn)[

recibe el nombre de intervalo de confianza para 6 de coeficiente de confianza
1—oa.

Obsérvese que tiene sentido hablar de que, antes de tomar la muestra, el
intervalo aleatorio

1Ty (X1, X)), To (X1, oy X))

cubra al verdadero y desconocido valor del parametro 6 con probabilidad 1 — «,
pero una vez elegida una muestra particular x4, ..., x,, el intervalo no aleatorio

1Ty (21, oy n) , To (21, oy )|

cubrird o no a f, pero ya no tiene sentido hablar de la probabilidad con que lo
cubre.

Es decir, podemos hacer afirmaciones del tipo de que en un 100 (1 — «) % de
las veces, el intervalo que obtengamos cubrird al pardmetro, pero nunca de que,
por ejemplo, hay probabilidad 1 — « de que el intervalo de confianza ]1.65, 1.83]
cubra al pardmetro, ya que los extremos de este 1iltimo intervalo y como siempre
el pardmetro son nimeros y no variables aleatorias.

Obsérvese también que el intervalo de confianza es un subconjunto de los
posibles valores del pardmetro precisamente por ser no aleatorio.

Por 1ltimo, mencionemos que cualquier par de estimadores T y T que
cumplan la condicién impuesta en la definicién anterior dard lugar a un intervalo
de confianza.

Habitualmente éstos seran dos funciones del estimador natural obtenido para
cada caso en la seccién anterior.

De hecho, en las siguientes secciones indicaremos cual es el intervalo de con-
fianza que razonablemente debe usarse en cada situacién concreta, omitiendo
su obtencién en la mayoria de los casos, la cual parte siempre de la corre-
spondiente distribucién en el muestreo obtenida en las secciones anteriores. La
determinacién del intervalo de confianza en las situaciones omitidas, constituye
un buen ejercicio para el lector.

Advertimos, finalmente, que las situaciones que aqui analizaremos se corre-
sponden con las que aparecen de forma habitual en los problemas précticos de
inferencia, aunque, claro estd, no son las tnicas posibles.

Existen métodos generales de obtencién de intervalos de confianza -como el
método de Neyman o el de la cantidad pivotal- los cuales permitirfan determinar
el intervalo de confianza en modelos poblacionales aqui no considerados.



No obstante, su anélisis, especialmente para variables discretas, no es tan
sencillo como el del método de la maxima verosimilitud estudiado en la seccién
anterior para la obtencién de estimadores puntuales, por lo que serdn omitidos.

Respecto a la notacién que utilizaremos, tanto en los intervalos de confianza
como en el resto de las secciones, digamos que denotaremos por z,, ty.p, be;p y
Fo,y ny ps Tespectivamente el valor de la abscisa de una N (0,1), t, X2 ¥ Fnyono
que deja a su derecha -bajo la correspondiente funcién de densidad- un drea de
probabilidad p.

67.2.2 Intervalo de confianza para la media de una poblacién
normal

Tanto en esta seccién como en las siguientes, determinaremos intervalos de con-
fianza de colas iguales. Es decir, aquellos tales que dejan en cada uno de los
extremos la mitad de la probabilidad, a/2.

Aquf suponemos que los n datos provienen de una poblacién N (u, o), y lo
que pretendemos determinar es el intervalo de confianza para la media pu.

Como vimos en la seccién correspondiente, en esta situacién, tanto si la
varianza poblacional o2 es conocida como si no lo es, el estimador natural de x
es la media muestral Z, por lo que determinar un intervalo de confianza para u
significa buscar un nidmero c¢ tal que

P{Z—c<pu<z+ct=1-0

es decir, tal que
P{-c<T—-p<ct=1-«

o bien
P{lt—pul<ct=1-a

o conocida
La distribucién en el muestreo de T es en este caso,

et (n )

P{Z|<§}:1—a
7

g

c= Za/zﬁ

10

con lo que tipificando serd

es decir,



El intervalo buscado serd, por tanto,

|7- 20507 + 2t

o desconocida
En este caso la media muestral tiene por distribucién

8|

— 1

~ 7fn—l

Sl

con lo que
P{T—pul<c}=1-«

P{m11<§;}:1—a
W

S
c= tnfl;a/2%

Asi pues, en el caso de que la varianza poblacional sea desconocida, el inter-
valo de confianza para la media sera

serd equivalente a

de donde se obtiene

:|f - tnflga/Q%af"" tnfl;a/Z%

siendo S? la cuasivarianza muestral.

67.2.3 Intervalo de confianza para la varianza de una poblacién
normal

Dada una muestra aleatoria simple X7, ..., X,, de una poblacién N (i, o), vamos
a determinar el intervalo de confianza para o2, distinguiendo dos casos segin
sea desconocida o no la media de la poblacién .

1 desconocida
Como antes dijimos, queremos determinar el intervalo de colas iguales. Como
es )
(n—1)8
— s ™ X1
o

podemos encontrar en las tablas de la x2? dos abscisas tales que

(n—1)8?

2 2
P{an;lg‘ < 2 <Xn1;‘2‘} =l-a

g

11



de donde, despejando, se obtiene que

(n—1)82

2
anl;%

2 (n—1)82

5 =1l-«a
anl;lf%

P <o

es decir, el intervalo de confianza buscado serd

_1yq2 ne 2
[=| (2=DS*  (n-1)s

i
Xn_1.a  X,_1.1_2
n 1.2 n—1;1 2

con S? la cuasivarianza muestral.

1 conocida
En este caso, el intervalo de confianza serd

I=

k k
1,;1()(1_”)2 ;::1
X

Xi—p)?
v
X'Vl; ’ 3

(
2
n;l—

vR
VR

67.3 Contraste de hipdétesis

67.3.1 Introduccién y conceptos fundamentales

En este tema trataremos el contraste de hipdtesis que es, sin duda alguna, la
técnica estadistica mds utilizada desde un punto de vista préctico.

Como ilustracién de los conceptos que aqui se irdn definiendo, supongamos
que estamos interesados en averiguar si el consumo habitual de un determinado
producto modifica el nivel estdndar de colesterol en las personas aparentemente
sanas, el cual estd fijado en 200mg/dl.

El primer punto a considerar en un contraste de hipétesis es precisamente
ese; el establecer las hipdtesis que se quieren contrastar, es decir, comparar.

Asi, si en el ejemplo representamos por u el nivel medio de colesterol en la
sangre de las personas que consumen habitualmente el producto en cuestion,
el problema gne tenemos planteado consiste en decidir si p puede considerarse
igual a 200 (el producto no modifica el nivel de colesterol) o distinto de 200 (el
producto modifica el contenido de colesterol).

Una de las dos hipétesis, generalmente la que corresponde a la situacién
estandar recibe el nombre de hipdtesis nula Hy, mientras que la otra recibe
el nombre de hipétesis alternativa Hy, siendo el contraste de hipétesis el pro-
ceso de decisién basado en técnicas estadisticas mediante las cuales decidimos
-inferimos- cual de las dos hipétesis creemos correcta, aceptdndola y rechazando
en consecuencia la otra, midiendo en dicho proceso los dos posibles errores que

L Actualmente se sabe que un nivel alto de colesterol es perjudicial en enfermedades cardio-
vasculares, pero que, sin embargo, éste es necesario en la creacién de defensas por parte del
organismo, por lo que también se consideran perjudiciales niveles bajos de colesterol.
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podemos cometer -aceptar Hy cuando es falsa o rechazar Hy cuando es cierta-
en términos de probabilidades.

Asi, nuestro problema se puede plantear diciendo que lo que queremos es
realizar el contraste de la hipdtesis nula Hy : p = 200, frente a la alternativa
Hiy @ p # 200.

Como todas las técnicas estadisticas, las utilizadas en el contraste de hipéte-
sis se basan en la observacién de una muestra, la cual aportard la informacién
necesaria para poder decidir, es decir, para poder contrastar las hipétesis.

Es decir, si X representa la variable en observacién -nivel de colesterol en la
sangre-, el contraste de hipédtesis concluird formulando una regla de actuacién
denominada también contraste de hipétesis o por no ser excesivamente redun-
dante, test de hipétesis utilizando la terminologia anglosajona la cual estard
basada en una muestra de X de tamaifio n, o mas en concreto en una funcién
suya denominada estadistico del contraste T', y que habitualmente serd una fun-
cién del estimador natural asociado al pardmetro del que se quieren contrastar
las hipétesis.

En la realizacién de un contraste de hipétesis suele ser habitual suponer un
modelo probabilistico para la variable X, en cuyo caso hablaremos de contrastes
paramétricos, en contraposicién con los denominados contrastes no pararamétri-
cos que no estudiaremos, en los que sélo serdn necesarias suposiciones generales
sobre el modelo probabilistico, tales como la simetria o continuidad de éste.

En todo caso, serd imprescindible determinar la distribucién en el muestreo
del estadistico del test T', ya que la filosofia del contraste de hipotesis depende
de su distribucién en el muestreo, pudiendo formularse de la siguiente manera:
Si fuera cierta la hipétesis nula Hy, la muestra, o mejor T, deberia de com-
portarse de una determinada manera -tener una determinada distribucién de
probabilidad-. Si extraida una muestra al azar, acontece un suceso para T que
tenia poca probabilidad de ocurrir si fuera cierta Hy, es decir, bajo Hy o bien
es que hemos tenido tan mala suerte de haber elegido una muestra “muy rara”
, 0, lo que es mds probable, la hipdtesis nula era falsa. La filosofia del contraste
de hipdtesis consiste en admitir la segunda posibilidad, rechazando en ese caso
Hy, aunque acotando la probabilidad de la primera posibilidad, mediante lo que
mas adelante denominaremos nivel de significacién.

Asi en nuestro ejemplo, parece razonable elegir al azar n personas aparente-
mente sanas, a las que tras haber consumido el producto en cuestiéon midiéramos
su nivel de colesterol en sangre, razonando de la siguiente forma: si la hipétesis
nula Hy : p = 200 fuera cierta, el estimador natural de p -la media de la mues-
tra obtenida Z- tomarfa un valor “cercano” a 200; si tomada una muestra este
estimador estd “lejos” de 200 deberemos rechazar Hy.

No obstante, los términos “cercano” y “lejano” deben ser entendidos en el
sentido de algo con gran probabilidad de ocurrir o poca probabilidad de ocurrir,
para lo cual necesitaremos conocer la distribucién en el muestreo de T'.

Ademss, estos términos dependen de la magnitud de los errores que estemos
dispuestos a admitir, medidos éstos en términos de probabilidades. Puntualice-
mos estas ideas un poco maés.
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Errores de tipo I y de tipo II

Para determinar con precisién la regla de actuacién en cada caso concreto,
debemos considerar los dos errores posibles que podemos cometer al realizar
un contraste de hipétesis, los cuales, como antes dijimos, son el de rechazar la
hipétesis nula Hy cuando es cierta, denominado error de tipo I o el de aceptar
Hj cuando es falsa, denominado error de tipo II.

Ambos errores son de naturaleza bien distinta; asi en el ejemplo considerado,
si rechazamos Hj cuando es cierta, tendremos un coste econémico derivado de
prohibir un producto no perjudicial, pero si aceptamos Hj cuando es falsa y
permitimos el consumo del producto, pueden producirse graves perjuicios en la
salud de los consumidores.

La Estadistica Matematica ha deducido tests de hipétesis, es decir reglas de
actuacion, siguiendo el criterio de fijar una cota superior para la probabilidad
de error de tipo I, denominada nivel de significacién, que mazimizan 1 — P{error
de tipo I}, expresion ésta tltima denominada potencia del contraste.

Asi, los tests que estudiemos seran tests de maxima potencia para un deter-
minado nivel de significacién a.

Regién critica y regién de aceptacién
Los tests de hipétesis, expresados siempre en funcién de un estadistico T'
adecuado al problema en cuestion, son de la forma

Aceptar Hy siT e C*
Rechazar Hy siT e€C

en donde C'y C* son dos conjuntos disjuntos en los que se ha dividido el conjunto
de valores posibles de T'. C recibe el nombre de regién critica del test, y se
corresponde con el conjunto de valores de T' en donde se rechaza la hipétesis
nula Hy.

El conjunto complementario, C*, se denomina regién de aceptacién y se
corresponde, como su nombre indica, con el conjunto de valores del estadistico
para los cuales se acepta Hy.

Por completar la terminologia propia de los contrastes de hipétesis, diremos
que un test es bilateral cuando C' esté formada por dos intervalos disjuntos y
unilateral cuando la regién critica sea un intervalo.

Por tltimo, se dice que una hipétesis nula o alternativa es simple cuando
esté formada por un sélo valor. Si estd formada por méds de uno, se denomina
compuesta. Asi, el ejemplo considerado se trata de un contraste de hipdtesis
nula simple -en Hy estd solo el 200- frente a alternativa compuesta -en H; estdn
todos los valores menos el 200-.

Siguiendo con el mencionado ejemplo, y denotanto i, = 200, hemos dicho
que razonablemente deberemos aceptar Hy cuando T esté “cerca” de pg, ver
figura, es decir, cuando sea

Po—Cc<T < fgt+c
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para un c relativamente pequeno

C C* _ G
S S S LSS

Ho — ¢ Ho Ho + ¢

o bien, haciendo operaciones, cuando
T — ol <c

Es decir, si Hg : i = 200 fuera cierta, cabria esperar que T tomara un valor
cercano a p, -en concreto del intervalo |py — ¢, o + ¢[- con gran probabilidad,
1 — a, dependiendo el valor de ¢ de esta probabilidad.

Si observada una muestra concreta, T no cae en el intervalo anterior, sigu-
iendo la filosofia del contraste de hipétesis, rechazaremos Hy, siendo, en conse-
cuencia, el mencionado intervalo la regién de aceptacién del test.

Determinemos el valor de la constante ¢ : Si queremos que la probabilidad
de cometer un error de tipo I, es decir, el nivel de significacion sea «, deberd
ser

P{zeCt=P{T—pp|>ct=a
es decir,
P{lT —pgl <c}=1-«
cuando Hj es cierta, es decir, cuando p = p.

Ahora debemos distinguir diversas situaciones. Si, por ejemplo, admitimos
un modelo poblacional normal, es decir, que X ~~ A (i, 0), sabemos por las
secciones anteriores, que al no conocer la varianza poblacional, la distribucién
de T es B

T—p
S ~ tnfl
N
con lo que, en la expresién anterior, ¢ debera ser tal que

C\/N

c= tnfl'a/2i
VN
con lo que, en definitiva, nuestros razonamientos intuitivos nos han llevado a
considerar como test de hipétesis para contrastar a nivel «, Hy : it = pg frente
a Hy : p # p el siguiente,

es decir,

Se acepta Hj si |$z°| <tno1;e
NZD

Se rechaza Hy si % >ty
N
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La Estadistica Matemética nos dice que este test es 6ptimo en el sentido que
menciondbamos mas arriba.

En concreto, si elegida una muestra aleatoria simple de tamano n = 10 se
obtuvo una media muestral T = 202 y una cuasivarianza muestral de S? = 289,
el contraste Hy : pt = pg frente a Hy @ # 1 lleva a aceptar Hy a nivel o = 0.05
por ser

1202 — 200|
289

10

= 0.372 < 2.262 = %9.0.025

es decir, a concluir que no hay diferencia significativa a ese nivel.

La deduccion exacta de cada contraste 6ptimo depende de la situacién conc-
reta que se tenga: hipétesis de normalidad, muestras grandes, etc., ya que cada
una de estas situaciones implica una distribucién en el muestreo del estadistico
a considerar.

De hecho, la determinacién del estadistico a considerar en cada caso, es
decir, la forma del contraste -es mucho mdas compleja que la determinacién del
estimador natural- método de la méxima verosimilitud- o la del intervalo de
confianza correspondiente, ya omitida en el capitulo anterior, y depende de
sofisticados métodos de la Estadistica Matematica, los cuales estdn fuera del
alcance de este tema.

Relacién entre intervalos de confianza y tests de hipétesis
En el ejemplo anterior, aceptabamos Hy : 4 = py cuando

ff
LTMO‘ Stn-ng

v

o bien, haciendo operaciones, cuando

_ S _ S
Mo € x_tnfl;%ﬁzx‘i'tnfl;%ﬁ

es decir, cuando la hipdtesis nula pertenece al intervalo de confianza correspon-
diente.

Este es un hecho bastante frecuente, aunque no una propiedad general, de los
contrastes del tipo Hy : 8 = 0 frente a Hy : 6 # 0. El intervalo de confianza, de
coeficiente de confianza uno menos el nivel de significacién, constituye la region
de aceptacion del test.

Tests de hipétesis unilaterales

Supongamos en el ejemplo antes considerado, que el producto en cuestién
es un “snack” elaborado con un determinado aceite. El interés estard entonces
centrado en saber si este producto aumenta el nivel medio de colesterol o no.
Es decir, en contrastar las hipétesis Hy : p < 200 frente a Hy : g > 200.
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Ahora parece claro que la region critica sea unilateral, ver figura, del tipo
Mo +c.

C

C* . i

T

Ko fo + ¢ \f

Si la probabilidad de error de tipo I es de nuevo «, deberd ser
Py AT >py+ct=a
Si admitimos la misma situacién poblacional anterior, serd de nuevo

T—p

~ 7fn—l

Sl

con lo que en la expresién anterior, ¢ deberd ser tal que

C\/T

S

vn
con lo que se llegaria en definitiva a considerar como test de nivel o para con-
trastar Ho : p < pg frente a Hy @ p > g el siguiente,

es decir,

c=1tn—10

Se acepta Hy si T <ty
NZDS

Se rechaza H si 0 >t g
vl

En el ejemplo considerado, al ser

202 — 200
289
\ 10

se acepta Hp : p < 200 al contrastarla frente a Hy : p > 200, a nivel o = 0.05.

=0.372 < 1.833 = tg.0.05

P-valor

Una critica que puede plantearse respecto a la técnica de los tests de hipdte-
sis, es la dependencia de nuestros resultados del nivel de significacién elegido
antes de efectuar el contraste.

Asi surge de forma natural la pregunta: ;Qué hubiera pasado en el ejemplo
anterior si hubiéramos elegido otro o mucho mayor?. ;Se seguiria aceptando
Hy?.
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La respuesta evidente es que depende de lo grande que sea «. Si para fijar
ideas nos centramos en el contraste unilateral, al ser

T — Hg
S

v

'\/‘-}tg

y haber resultado un valor para el estadistico del contraste

T, 202 —200
o

— 289
vn T0

=0.372

si hubiéramos elegido por ejemplo o = 0.4, hubiéramos rechazado Hy, ya que
t9.0.4 = = 0.261 < 0.372, aunque obsérvese que en este caso la probabilidad de
equivocarnos -rechazar Hy siendo cierta- serfa muy grande, a = 0.4.

Parece razonable, por tanto, que independientemente del nivel de signifi-
caciéon que hubiéramos elegido, debamos aceptar Hy, puesto que el nivel de
significacién mds pequeno que hubiéramos tenido que elegir para rechazar H
es demasiado grande como para admitir tal probabilidad de error de tipo I.

Este nivel de significacién observado recibe el nombre de p-valor y se define
con més precisén como el minimo nivel de significacién necesario para rechazar
Hy.

Obsérvese que al realizar un contraste de hipétesis debemos fijar un nivel de
significacion antes de tomar la muestra, que habitualmente suele ser 0.1, 0.05 6
0.01 , y para ese nivel de significacién elegido, aceptar o rechazar Hy. Siempre
se llega, por tanto, a una conclusién.

El célculo del p-valor permite valorar la decisién ya tomada de rechazar o
aceptar Hy, de forma que un p-valor grande -digamos 0.2 6 mayor- confirma una
decisién de aceptacién de Hy. Tanto més nos lo confirma cuanto mayor sea el
p-valor.

Por contra, un p-valor pequefio -digamos 0.01 6 menor- confirma una decisién
de rechazo de Hy. Tanto mds se nos confirmard esta decisién de rechazo cuanto
menor sea el p-valor.

En situaciones intermedias, el p-valor no nos indica nada concreto salvo que
quizas serfa recomendable elegir otra muestra y volver a realizar el contraste.

Si una persona ha tomado una decisién que el p-valor contradice, confir-
mando éste precisamente la decisién contraria a la adoptada, el individuo 16gi-
camente cambiard su decision.

Por esta razén muchos de los usuarios de las técnicas estadisticas aplicadas
no fijan ya el nivel de significacién; simplemente hacen aparecer al final de sus
trabajos el p-valor (el cual en muchos paquetes estadisticos se denomina tail
probability), sacando conclusiones si éste se lo permite o simplemente indican-
dolo de forma que el lector las saque.

Esta postura, criticable en principio, no lo es méds que la de otros inves-
tigadores que consideran -por definicién- significativo un contraste para un p-
valor menor que 0.05, o la de aquellos otros que sélo contrastan hipdtesis a
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“una estrella”, “dos estrellas” o “tres estrellas”, entendiendo?® estos “niveles de
significacién” respectivamente como 0.1, 0.05 y 0.01.
En nuestro ejemplo, el p-valor del contraste unilateral serd

p— valor = P {tg > 0.372} = 0.35925
y en el bilateral
p— valor = P{Jtg| > 0.372} = 2P {t9 > 0.372} = 0.7185

En su determinacién hemos empleado unas tablas muy precisas de la t de
Student. Por el significado del p-valor no es necesario llegar a tal precisién,
ya que basta con dejarlo acotado, pudiendo haber concluido estos ejemplos,
diciendo que en el primer caso es

0.3 <p— valor <04

y en el segundo
0.6 < p— valor <0.8

de interpretacion suficientemente clara en ambos casos -aceptar Hy-, especial-
mente en el segundo.

Contrastes 6ptimos

Ante una situacién concreta que se nos plantee, la determinaaén del con-
traste ptimo, al igual que ocurria con los intervalos de confianza, dependers,
fundamentalmente, de las suposiciones que se hagan en el modelo: normalidad,
varianza (o varianzas) conocidas o desconocidas, muestras pequefias o grandes,
..., v, fundamentalmente, de las hipétesis que se deseen contrastar.

En las siguientes secciones de este capitulo, veremos los tests que la Estadis-
tica Matemadtica propone como éptimos en cada una de las situaciones que se
consideran.

Las que veremos son las que més frecuentemente suelen plantearse desde un
punto de vista préctico, aunque no las tinicas.

Las reglas tests expuestos en éste, son las consideradas como 6ptimas en
las situaciones que se enuncian, pero su correcta utilizacién, o mejor dicho, el
correcto planteamiento de la situacién 6ptima ante un problema concreto que
se nos presente, requiere de mucha experiencia y con frecuencia del consejo de
un profesional.

Hemos ilustrado estas situaciones con ejemplos, con el propdsito no sélo
de que el lector pueda irse convirtiendo en profesional, sino también -y quizés
fundamentalmente- para que adquiera el suficiente conocimiento y lenguaje que
le permita entenderse de forma eficaz con alguno que ya lo sea.

Como hemos advertido, no deduciremos el test 6ptimo, sino que simplemente
lo enunciaremos.

2admitamos la presuncién de conocimiento de dichos individuos
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67.3.2 Contraste de hipdtesis relativas a la media de una
poblacién normal

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria simple Xi, ..., X;, procedente
de una poblacién N (i, 0) y que queremos contrastar hipétesis relativas a la
media de la poblacién, pu.

Consideraremos el caso de “igual” frente a “distinta”, es decir, el caso en
que queremos contrastar si puede admitirse para la media poblacional un deter-
minado valor p, o no.

{ Ho : pp= pg
Hy op# pg

En este caso, al igual que ocurre con todos los de “igual” frente a “distinta”
la region de aceptacion se corresponde con el intervalo de confianza determinado
en la seccién anterior, aceptdndose Hy cuando y sélo cuando ésta pertenezca al
intervalo de confianza.

Asi, si suponemos o conocida, fijado un nivel de significaciéon «, aceptare-
mos Hy : pt = py cuando y sélo cuando

o _ o
\/ﬁ,l‘—FZ%\/ﬁ

o equivalentemente, haciendo operaciones, cuando

Moe E—Z%

1T — po
T =z

v

con lo que podemos concluir diciendo que el test 6ptimo en esta situacién es

[N

Se acepta Hy si [Z—pol <

Se rechaza Hj si

Si se supone o desconocida, la distribucién en el muestreo de la media
muestral determinada anteriormente, lleva a considerar que el test éptimo en
este caso es

Se acepta Hy si T ptol < tn1,2
vl

Se rechaza Hy si % > ty_19
N

a nivel de significacién a.

Consideremos ahora el siguiente contraste de hipétesis:

Ho:p < py
Hy:p> pg
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El estudio de los contrastes unilaterales es de suma importancia en el anélisis
de la efectividad de nuevos productos, donde el aumento de su efectividad -
H;y : p > pp— o la disminucién de alguna caracterfstica negativa asociada, como
por ejemplo el tiempo que tarda en hacer efecto -Hj : > pg- son las hipétesis
de interés.

En estos casos, el objetivo es rechazar Hy con un p-valor pequeno, lo que
lleva a inferir la hipétesis de interés - H1- con un error -rechazar H siendo cierta-
pequeno en la inferencia -el p-valor.

La distribucién en el muestreo de T en los supuestos que se establecen, asi
como las consideraciones hechas al hablar de las hipdtesis unilaterales, llevan a
la Estadistica Matemadtica a proponer como test éptimo para contrastar Hy :
< pg frente a Hy - p > > py, el siguiente:

Si o es conocida

Se acepta Hy si —Ho < 2,
v
Se rechaza Hj si Tl > 2,
v
Si 0 es desconocida
Se acepta Hy si —Fo <tp 14
v
Se rechaza Hj si e el AT
v

Por tltimo consideramos el siguiente test de hipotesis:

Ho:p = pg
Hy:p < py

Los mismos razonamientos anteriores llevan a proponer los siguientes tests
para las hipdtesis simétricas aqui consideradas.

Si 0 es conocida

Se acepta H si T > 20
NZD
Se rechaza Hy si “Ho 2y
NZDS
Si o es desconocida
Se acepta Hy si 0>t 1a
NZDS
Se rechaza Hy si g A I
NZD
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