Tema 66

Distribuciones de
probabilidad de variable
continua. Caracteristicas y
tratamiento. La
distribucién normal.
Aplicaciones

66.1 Conceptos basicos en Teoria de la Proba-
bilidad
Sea € un conjunto arbitrario y notemos por P () al conjunto de sus partes.

Definicién 1 C es una clase de conjuntos de 2 sii C C P ().

Definicién 2 Se dice que una clase C C P (Q) es una o— dlgebra® sii verifica
las siguientes propiedades:

(Hoec

(2) {An}, cC= N A, eC
n=1

(3) AeC=A°¢cC

Algunas propiedades de los 0— campos que se deducen de la definicién son:

(@) QecC

ITambién es usual llamar o— campos a las o— dlgebras.
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() {4}, cC= E'_j A, ec

n=1

Definicién 3 Un o— campo minimal sobre la clase H (o o— campo generado
por H) es la minima clase con estructura de o— campo que contiene a la clase
H, y lo notaremos por o (H).

Consideremos R como conjunto base y sea Y ={I C R: I es un intervalo}
una clase de conjuntos de R. Notaremos B = ¢ ()) y lo llamaremos c— campo
de Borel de R (la demostracién de que es un o— campo se deja como ejercicio).

Definicién 4 El par (R,B) se denomina espacio de Borel unidimensional y
cada B € € B se dice que es un conjunto de Borel o boreliano.

Algunos ejemplos de conjuntos de Borel son:

(1) Cualquier intervalo de R es un conjunto de Borel

(2) Los nimeros reales son conjuntos de Borel

(3) Los conjuntos abiertos, los cerrados, los finitos y los numerables son
conjuntos de Borel.

iiOJO!! Existen subconjuntos de R que no son conjuntos Borel.

Definicién 5 Sea Q un conjunto arbitrario y C C P (Q) una clase de con-
Juntos. Una funcion de conjunto es una funcién numérica ¢ : C —R, donde
R = RU{£o0} es la compactificacion de R por dos puntos.

Definicién 6 Al par (2, A) formado por un conjunto arbitrario Q y un o—
campo A sobre S se le denomina espacio medible. Ademds, si A C Q es tal que
A€ A se dice que A es un conjunto medible.

Definicién 7 Sea (2, A) un espacio medible. Una funcién de probabilidad o
medida de probabilidad sobre (2, A) es una funcion de conjunto P : A —R que
verifica:

(1) P < U An> = > P(A4,) V{A,} C A disjuntos
n=1 n=1
(i5) P(A) >0 VAeA
(7it) P(Q) =1
En este caso, la terna (Q, A, P) se denomina espacio de probabilidad.

Definicién 8 Dados dos espacios medibles (21, A1) y (Q2,A2), diremos que
una aplicacion f : Qy — Qo es medible sii VA € Ay f~1(A) € A;y.

Definicién 9 Una funcion medible es una aplicacion medible f : (Q,A) —
(R, B).



Definicién 10 Una variable aleatoria es una funcion medible definida sobre un
espacio de probabilidad, es decir,

X : (Q,A,P) — (R,B) es una variable aleatoria sii X' (B) € A VB € B+
sVreR X 1(J-oco,2]) €A

Asi, una variable aleatoria es una funcién con valores reales que estd definida
sobre el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.

La clase de las variables aleatorias es cerrada para todas las operaciones
usuales del Anilisis.

Sea X : (2, A4, P) — (R, B) una variable aleatoria. Entonces, la medida de
probabilidad P induce otra medida de probabilidad en el espacio medible (R, B),
que notaremos Px, que se denomina distribucién de probabilidad de X y que
esta definida por:

Px : B-R
Pe(B) = P{X7'(B)}

(R.8 2)

P (B)=RiZ"(@®}

Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria arbitraria. Entonces,
asociada a esta variable aleatoria tenemos definida la siguiente funcién:

Fxy :R—R
Fx (z) = Px {]—o0, z]} :P{X‘1 (]—oo,x])} =P{X <ux}

que llamaremos funcién de distribucién de X.
Vamos a justificar esta definicién:

Proposicién 11 (1) Fx es no decreciente
(2) Fx es continua a la derecha
(3) Fx (+o00) =1y Fx (—00) =0



66.2 Variables aleatorias continuas

Definicién 12 Una funcion H : R — R es absolutamente continua sii 3h :
R — R integrable tal que

H(:c):/x h () dt Vz € R

— 00

Definicién 13 Una variable aleatoria X : (Q, A, P) — (R, B, Px) es de tipo
continuo (o continua) sii su funcion de distribucion F : R — R es absolutamente
continua, es decir, If : R — R integrable (llamada funcion de densidad de X )
tal que:

F(x):/j ft)dt Vr e R

Algunas propiedades analiticas de la funcién de densidad son:
(1) 3F' ()  c.t.p.(A1) (donde A; es la medida 1-dimensional de Lebesgue)
y en dichos puntos f es continua. Ademds F' (z) = f ().

(2) f>0

(3) Jgp f)dt =1

Las propiedades (2) y (3) caracterizan a las funciones de densidad en el
sentido de que cualquier funcién f : R — R que las verifique se dice que es una
funcién de densidad.

Teorema 14 Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion
F y funcidén de densidad f. Entonces

VB eB P(XGB):/Bf(x)d:c:/BdF(x)

Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad y X : (2, 4, P) — (R, B, Px) una

variable aleatoria continua arbitraria.

Definicién 15 Diremos que existe la esperanza de X sii la integral fR af (x)dz
es absolutamente convergente. En cuyo caso, definimos la esperanza de X por:

EX:/Rxf(x)dm

Teorema 16 (Esperanza de una funcion de una v.a.): Sea X una variable
aleatoria continua con funcion de densidad f y supongamos que Y = g(X) es
otra variable aleatoria, siendo g diferenciable y estrictamente mondtona. En-
tonces:

(1) 3EY & [ g ()] f (z) dz < o0

(2) Si 3EY entonces EY = [, g (z) f (z) dx
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Corolario 17 IEX < JF |X|

Proposicién 18 (1) La esperanza de una cte es ella misma.

(2)Si3EX = 3FE[aX + b =aEX +b

(3) Sea X una variable aleatoria y hy (X), ..., hy (X) funciones de X : Vj =
1,...,n 3Eh;(X). Entonces:

n n
3E | hi (X)| =) Eh; (X)
j=1 j=1
(4) Si h(X),9(X) son funciones de una variable aleatoria X tales que
h(X) <g(X) y ademds IER(X),Eg (X), entonces
Eh(X) < Eg(X)

Definicién 19 Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria continua
y consideremos ¥Yn € N la variable aleatoria X™. Si AEX™, dicha esperanza se
denomina momento no centrado de orden n de X.

EX" :/x”f(x)d:r
R

Sea ¢ € R y consideremos la variable aleatoria (X —¢)". Si AE[(X —¢)"],
dicha esperanza se denomina momento centrado en ¢ de orden n de X.

k
ap = (5)ai 'y

Definicién 21 El momento central de orden 2 respecto de la esperanza se llama
varianza de X.

Var (X) :/R(x—al)zf(x) dx

La raiz cuadrada positiva de la varianza se denomina desviacion tipica de
X.

ox =+ Var (X)

Corolario 22 (Teorema de Kénig):Var (X) = EX? — (EX)?



Definicién 23 Sea X una variable aleatoria continua y t € R. Si AE [eXt]
Vit € |—¢,¢e[, decimos que existe la funcion generatriz de momentos (FGM) de
X. Dicha funcién se nota por:

Mx :]—e,e[— R
Mx (t) = E [eX'] = [L e™dFx (z) = [p e f (z) dx

Algunas propiedades de la FGM son:

Proposicién 24 (i) La FGM de una variable aleatoria continua, si existe, es
Uunica y determina de forma tunica a la distribucion.
(i3) Si IMx (t) Vit € |—¢,¢[, entonces:

(1) 3EX" VYneN
10 nyn

(2) Mx(t)= ¥ “EX" vie e
n=0

(3) Mx es diferenciable y %Mx (t) li=o= EXF

Corolario 25 My € C*™ (]—¢,¢]) y de hecho Mx es analitica en |—¢,€].

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y X : (2, 4, P) — (R, B, Px) una
variable aleatoria continua con funcién de distribucién Fx y funcién de densidad

f.

Definicién 26 Se llama funcion caracteristica de X a la transformada de Fourier-
Stieltjes de Fx, es decir,

p(t) = / e f (z)dx = E [e"F]
R
Veamos algunas propiedades de la funcién caracteristica:

Proposicién 27 (1) Jp (t) VX wvariable aleatoria continua y determina de
forma tnica a la distribucion.

(2) ¢ (0) = 1

(3) o ()] <1

(4) Si px (t) es la funcion caracteristica de X, entonces la funcion carac-
teristica de la variable aleatoria Y = aX + b es

py (1) = " (bt)
(5) ¢ (1) = ¢ (1)
(6) ¢ es real & X es simétrica respecto del origen

(7) St Ja, Vn €N entonces

(1) 3™ (0) = i"a,
(i1) ™ (t) =" [ e a"dFx (z)
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(8) Si 3> (t) entonces

2n) 0
30‘2’” = ? 5) ( )
/3 n
(9) Si Ip>™=2) (t) entonces
2n—2) 0
Jagn—2 = g ,L'2n—2( )

66.3 Distribucién normal

La distribucién normal es la piedra angular en la aplicacién de la Inferencia
Estadistica al Analisis de Datos, puesto que las distribuciones de muchos “es-
tadisticos muestrales” tienden a la distribucién normal conforme aumenta el
tamano de la muestra.

La apariencia grafica de esta distribucion es una curva simétrica con forma
de campana que se extiende sin limite en las direcciones positiva y negativa.

Un gran nimero de estudios indica que la distribucién normal denota una
adecuada representacién, al menos en una primera aproximacién, de las dis-
tribuciones de una gran cantidad de variables fisicas.

La funcién de densidad de probabilidad de la N (u, o) fué descubierta por
De Moivre en 1733 como limite de una distribucién binomial, pero no la publicé.
Posteriormente Laplace estudié a fondo esta distribucién pero tampoco publicé
sus resultados, por lo que no se dié a conocer hasta que en 1809 Gauss la
publicara en un articulo.

Definicién 28 Se dice que una v.a. X ~» N (p,0), cuando su funcion de
densidad viene dada por:

conpeR yo>0.

Los pardmetros 1 y o determinan de manera completa la distribucién de
probabilidad normal.



Veamos que es una auténtica funcién de densidad:

(1) f(z) >0 por definicién

oV 2

+o0 400 o2
i) [t )dx—[ 1 ) g —

% =Y 1 too 2
= xr— =0y :ﬁ Uo’e Tdy:
dxr = ody —o0

Integral de GAUSS

Nota: Célculo de la integral de GAUSS

oo 22 oo 22
I::/ 672d1’:2/ e zdr =21
—00 0

—_——
=1
por ser la curva simétrica respecto de OY.
Entonces:
22 _1
I = oo ’def(;r 7*dy = +OO O+°oe ;(I2+y2)dzdy =

x =rcosf; dx = cosOdr — sinOrdb
y = rsind; dy = sin @dr 4 r cos 0df
2+t =1 =

oz,y) _
a(r, 3) =r

= 7 e T rdrag = [ { e 5t an = [ Pa0 =0 [[P= 3

de donde I; = 4/ 4“ = @
y como I = 2I; entonces I = /2.

FEl siguiente resultado es un resumen de las caracteristicas de la distribucién
normal.

Proposicién 29 (1) EX = p
(2) EX? = p? + o2
(3) Var (X) = o2
(4) M (t) = tu+*” VieR
(5) p(t) =¢ Vi e R




Demostracion:
(1)

+oo T—p

1(z—p)2 s Y
EX:/:z:f(:c)d:z:: /m}ﬂxefi( ) do = T—pu=o0y | =
R oo dz = ody
“+oo
2
— 2 [ o e oay -

+0o0 +oo
1 1 .2 1 1 2
Vo 2 dyJFi% oy_e * dy = p

=1 =II
1 +oo y2 +oo 42
I:VTTZ{OW—Tdyz\/LTTr J e Tdy=Jf=Vor=yp
+oo 2 _y?
=g Ty =0 % [F2=0
(2)
T—p
s [ty = [t 2 e | 2 oy | =
EX?= [pa?f(z)de= [ —=a1’c dx T — =0y
—o0 dr = ody
1 “+oo 2
= 7= | (n+oy) teTody=

u? i v? o2 b 2 2uo o y?
= e 2dy+ / e 2dy+ / e 2d
V2T / Y V2T Y Y V2T Y Y

=V2r =A =0
5, *Foo 2 , too ¥2 u=y—du=dy
A=< 2 _Td = < _Td =
Vﬁloy ¢ Y m,{o vue Y dv :ye_%dyav: e
_ o° —% +oo o —%d _ o —y |too 2_\/27
RZA U |,OO+_£Oe V)= vam | 2 [Toe| o7 =var
ya que
lim ~ = lim _ZZJ
y——+oo Y Yy——00 6%



aplicando las reglas de L"HOPITAL.
Asi,

EX? = /f +0?
(3)
Var (X) = EX? — (EX)* = ji® + 0% — p? = o2
(4)

—+o0

+oo T—p
1(z—p r—1(z=n)? s Y
M(t)=E [etX] - / rr\/127retme_§( 7 )2d$ = rT\/127r /e[t ) ]dm s | T p=0Y
e - dr = ody

oV 2

+oo +oo +o0 ( R R 2)
42 w2 y? —2toy+tio 2 2
_ ¥y tp 2tocy—y tu _ tao
= / oelovtin = gy = < / ey = oL [ e
o0

+oo

+o0
L 242 — = 2q2 22
= ome /e‘%(y—“ﬂ:’dy = { ydytf 0 ] = Azt /e‘sz = et

(5)

252

o (t) = et 2 C.Q.D.O
Estudiemos ahora la funcién de distribucién de una N (p, 0):

La probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor menor o igual
que otro dado z, nos la da la funcién de distribucién.

Para una distribucién normal N (i, o) la funcién de distribucién viene dada
por:

Graficamente es:

que representa el drea encerrada entre la curva y = f (z), y el eje OX, desde
—o0 hasta .

10




La normal N (0,1)
Teorema 30 Sea X ~ N (u,0) y Z = % Entonces, Z ~ N (0,1) y

Fy (z) = Fy (x_”> Vz € R

Demostracién:
Veamos que Z ~ N (0,1) :

X—p
g

FZ(x)—P(Zgz)—P< gz)—P(X§u+az)—FX(u+az)

L P (ut02) = f7 () = ofx (ut07) = e SEET = e F
— oz) = z)=o0 oz) = e 202 = e
o W z M oV/2r V2m
es decir, Z ~» N (0,1).

Veamos ahora que Fx (z) = Fz (=) Vz € R:

lea

FX(z)P(X<x)P(Xu§xu>FZ<qu) C.Q.D.0

- o o

66.4 Aplicaciones

66.4.1 EIl problema central del limite
Independencia de variables aleatorias

Definicién 31 Diremos que las variables aleatorias Xy, ...X, son independi-
entes sit
F(z1,.xn) = Fi (x1) ... Fy (z0) VZ1,...,xn € R

donde F' es la funcion de distribucion del vector aleatorio (Xi,...,X,) y F; es
la funcién de distribucion de la variable aleatoria X;.

Teorema 32 (Caracterizacion de independencia para vv.aa. contin-

uas): Dadas n— wvariables aleatorias unidemensionales continuas Xy, ..., X, :
(Q,A,P)— (R,B, Px,) se tiene:

n
X1, ..., Xpn independientes < f(x1,...,2n) = Hf’ (x;)
i=1

Vi, ...,z, € R.

Planteamiento

Estudia la “convergencia en ley” de sumas de variables aleatorias independi-
entes.
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Un teorema limite

Teorema 33 (Teorema limite de De Moivre-Laplace):Sea { X, } una suce-
sion de wvv.aa. independientes e idénticamente distribuidas con distribucion
n

B (1,p). Notamos S, = >, Xj. Entonces:

k=1
Sn— ESn. Lo N(0,1)
Var (Sy)

66.4.2 Distribuciones continuas asociadas a la normal
Distribucién y? de Pearson

Definicién 34 y%(n) =G (%, %) se denomina distribucion x* de Pearson con
n grados de libertad

1)z "
X ~x%(n) sii f(z) = (2) 27 le™2 V>0

(%)
Proposicién 35 (Caracteristicas): (1) M (t) = m vt < 4
(2) p(t)=(1—-2it)" 2 VteR
k n
3) Ex* — ZLlETH)
© T(5)
(4) EX =n
(5) Var (X) =2n

Proposicién 36 (Propiedad de reproductividad): Sean X, ..., X, vari-
ables aleatorias independientes tales que Xy, ~ x2 (n). Entonces:

n n

> (o)

k=1 k=1
Distribucién t de Student

Definicién 37 Sean X ~ N (0,1) e Y ~ x? (n) variables aleatorias indepen-
dientes. La distribucion de la variable aleatoria

X
ﬁ

se denomina distribucion t—Student con n grados de libertad

T =

n+1

n+1 2\ T2
T~ t(n) sz‘z’f(t)zm<1+2) VteR
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Proposicién 38 (Caracteristicas): (1) ET* =

2)n>1=3ET =0
B)n>2=IWar(T) = 15
(4) FF.G.M.
Distribucién F de Snedecor
Definicién 39 Sean X ~ x%(n) e Y ~ x2 (m) variables aleatorias independi-

entes. La distribucion de la variable

F =

3]s =

se llama distribucion F— Snedecor con (n,m) grados de libertad

F ~s F (n,m) siig(f)lm(:;) (%f)%_l(lJr%f)_ vfs0

Proposicién 40 (Caracteristicas): (i) EF* = b r(Z)r(3) U conk <
3

%
(i) sim > 2= IEF = 5

(ti) sim >4 = FVar(F)
(iv) PF.G.M.

_ _m2@nt2m—d)
n(m—2)%(m—4)

66.4.3 Distribuciones muestrales en poblaciones normales
unidimensionales

Supongamos que estamos trabajando en una poblacién de la que queremos medir
una caracteristica que modelizamos por una variable aleatoria X y supongamos
que X ~ ~» N (p,0).

Si tomamos una muestra aleatoria simple de tamano n, (Xi,...,X,), los
estadisticos muestrales més usuales son:

X=1YX, (media muestral)
i=1
S =L i (X, — Y)Q (cuasivarianza muestral)
n—1 2

i=1

Veamos que distribucién tienen:

Teorema 41 Si X ~ N (u,0) y (X1,..., X»n) es una muestra aleatoria simple
de tamano n, entonces, los estadisticos X y (X1 - X,..., X, - X) son inde-
pendientes.
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Corolario 42 Si X ~ N (u,0) y (X1, ..., X,) es una muestra aleatoria simple
de tamano n, entonces,

— o

(D
Demostracién:

Sabemos (por la demostracién del teorema anterior) que

o242

Mx (t) = e+

luego comparando parametros con la FGM de una N (i, o) obtenemos lo que
querfamos. C.Q.D.O

Corolario 43 (Lema de Fisher): Si X ~ N (u,0) y (X1,...,X,) es una

muestra aleatoria simple de tamanio n, entonces, X y S? son independientes.

Demostracién:
Basta tener en cuenta que funciones de variables aleatorias independientes
son independientes. C.Q.D.O
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