Tema 65

Distribuciones de
probabilidad discretas.
Caracteristicas y
tratamiento. La
distribucién binomial y la
de Poisson. Aplicaciones

65.1 Conceptos basicos en Teoria de la Proba-
bilidad
Sea € un conjunto arbitrario y notemos por P (€2) al conjunto de sus partes.

Definicién 1 C es una clase de conjuntos de § sii C C P ().

Definicién 2 Se dice que una clase C C P () es una o— dlgebra' sii verifica
las siguientes propiedades:

(1)decC
(2) {An}l,cC=N An€eC
n=1
(8) AeC=Ac€eC
Algunas propiedades de las o— &lgebras que se deducen de la definicién

son:

(@) QecC

ITambién es usual llamar o— campos a las o— dlgebras.
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() {4}, cC= U A, eC
n=1

Definicién 3 Una o— dlgebra minimal sobre la clase H (o o— dlgebra generada
por H) es la minima clase con estructura de o— dlgebra que contiene a la clase
H, y la notaremos por o (H).

Consideremos R como conjunto base y sea Y ={I C R: I es un intervalo}
una clase de conjuntos de R. Notaremos B = o ())) y la llamaremos o— &dlgebra
de Borel de R (la demostracién de que es una o— élgebra se deja como ejercicio).

Definicién 4 El par (R,B) se denomina espacio de Borel unidimensional y
cada B € B se dice que es un conjunto de Borel o boreliano.

Algunos ejemplos de conjuntos de Borel son:

(1) Cualquier intervalo de R es un conjunto de Borel

(2) Los nimeros reales son conjuntos de Borel

(3) Los conjuntos abiertos, los cerrados, los finitos y los numerables son
conjuntos de Borel.

iiOJO!! Existen subconjuntos de R que no son conjuntos Borel.

Definicién 5 Sea Q un conjunto arbitrario y C C P (Q) una clase de con-
Juntos. Una funcién de conjunto es una funcién numérica ¢ : C —R, donde
R = RU{£o0} es la compactificacion de R por dos puntos.

Definicién 6 Al par (2, A) formado por un conjunto arbitrario Q y una o—
dlgebra A sobre Q) se le denomina espacio medible. Ademdas, si A C Q es tal que
A€ A se dice que A es un conjunto medible.

Definicién 7 Sea (2, A) un espacio medible. Una funcién de probabilidad o
medida de probabilidad sobre (2, A) es una funcion de conjunto P : A —R que
verifica:

(1) P < U An> = > P(4,) V{A,} C A disjuntos
n=1 n=1
(i5) P(A) >0 VAeA
(7it) P(Q) =1
En este caso, la terna (Q, A, P) se denomina espacio de probabilidad.

Definicién 8 Dados dos espacios medibles (21, A1) y (Q2,A2), diremos que
una aplicacion f : Qy — Qo es medible sii VA€ Ay f~1(A) € Ay

Definicién 9 Una funcion medible es una aplicacion medible f : (Q,A) —
(R, B).



Definicién 10 Una variable aleatoria es una funcion medible definida sobre un
espacio de probabilidad, es decir,

X : (Q,A,P) — (R,B) es una variable aleatoria sii X' (B) € A VB € B+
sVreR X 1(]-oco0,2]) € A

Asi, una variable aleatoria es una funcién medible con valores reales que esté
definida sobre el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio.

La clase de las variables aleatorias es cerrada para todas las operaciones
usuales del Analisis.

Sea X : (Q,A, P) — (R,B) una variable aleatoria. Entonces, la medida
de probabilidad P induce otra medida de probabilidad en el espacio medible
(R, B), que notaremos Px y que se denomina distribucién de probabilidad de
X. Ademas, estd definida por:

PX : B —R
Px(B) = P{x7'(B)}

(R8.25)

B (B)=R{X"(®}

Sea X : (2, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria arbitraria. Entonces,
asociada a esta variable aleatoria tenemos definida la siguiente funcién:

Fx :R—R
Fx (z) = Px {]-00,2]} = P{X ' (]-00,2])} = P{X <z}

que llamaremos funcién de distribucién de X.

Vamos a justificar esta definicién:

Proposicién 11 (1) Fx es no decreciente
(2) Fx es continua a la derecha
(3) Fx (+00) =1y Fx (—00) =0



65.2 Variables aleatorias discretas

Sea X : (Q, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria arbitraria.

Definicién 12 Diremos que X es discreta (v.a.d.) si sélo toma valores en un
conjunto numerable E.

Definicién 13 Sea X una v.a.d. y F su funcion de distribucion. Asociada a
la v.a. X definimos la funcion masa de probabilidad (FMP) por:

p:EFE—R
x— P(X =x)

En general,

VBeA P(XeB)=P(XeBNE)= Y P(X=u)
zeEBNE

Sea X : (Q, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria discreta.

Definicién 14 Diremos que existe la esperanza de X siila serie Y zP (X = x)
zel
es absolutamente convergente. En cuyo caso, definimos la esperanza de X por:
EX =) aP(X =x)
el
Teorema 15 (Esperanza de una funcion de una variable aleatoria): Sea X :
(Q,A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria discreta e Y = g (X) otra v.a.d.

obtenida a partir de X mediante una transformacion medible. Entonces:
() IEY & > |g(x)|P(X =2) < 40
E

ES
(2) Si IEY entonces EY = Y g(z) P (X =)
zelR

Corolario 16 IEX < JF |X|
Veamos algunas propiedades de la esperanza:

Proposicién 17 (1) La esperanza de una cte es ella misma.

(2) Si IEX = JE [aX +b] = aBX +b

(3) Sea X una variable aleatoria y hy (X),...,hy (X) funciones de X : Vj =
1,..,n 3Eh; (X). Entonces:

3E En: hi (X)| = En: Eh; (X)
=1 j=1

j=

(4) Si h(X),g9(X) son funciones de una variable aleatoria X tales que
h(X) <g(X) y ademds IEh (X),Eg (X), entonces

Eh(X) < Eg(X)



Definicién 18 Sea X : (Q, A, P) — (R, B, Px) una variable aleatoria discreta
y consideremos Vn € N la variable aleatoria X™. Si AEX™, dicha esperanza se
denomina momento no centrado de orden n de X.

EX" =Y a"P(X =)
zeE

Sea ¢ € R y consideremos la variable aleatoria (X —c¢)". Si AE[(X —¢)"],
dicha esperanza se denomina momento centrado en ¢ de orden n de X.

E[(X-¢)"=Y (—0)"P(X =2)

reEE

Proposicién 19 Notaremos a, = EX* y u, = F [(X — c)k}. Entonces:

(1" (5)af ey

=

ES

Il
Amw

Il
=)

J
_ ey k-1
ap= 3y (j)en 'y

j=0

Definicién 20 El momento central de orden 2 respecto de la esperanza se llama

varianza de X.
Var (X)=E [(X - EX)Q}

La raiz cuadrada positiva de la varianza se denomina desviacion tipica de
X.
ox =++y/Var(X)

Corolario 21 (Teorema de Kénig):Var (X) = EX? — (EX)?

Definicién 22 Sea k € R y consideremos la variable aleatoria |X|". i

i [|X|k] dicha esperanza se denomina momento absoluto de orden k de X.

Los momentos de una distribucién, tanto respecto al origen como respecto
a la meda, pueden determinarse utilizando la funcién generatriz de momentos
que pasamos a definir.

Definicién 23 Sea X una wvariable aleatoria discreta y t € R. Si IE [eXt]
Yt € ]—¢, e[, decimos que existe la funcion generatriz de momentos (FGM) de
X. Dicha funcidn se nota por:

Mx :]—e,e[—=R
Mx (t)=F [eXt} = ;Ee‘”tP (X =1)

Algunas propiedades de la FGM son:
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Proposicién 24 (i) La FGM de una variable aleatoria, si existe, es tnica y
determina de forma tnica a la distribucion.
(i3) Si IMx (t) Vit € ]|—¢,¢[, entonces:

(1) 3EX" VYneN
10 . oyn

(2) Mx ()= 3 &5 Vte]-eel
n=0

(3) Mx es diferenciable y ;TZMX (t) li=o= EX*
Corolario 25 My € C*™ (]—¢,¢]) y de hecho Mx es analitica en |—¢, €.

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y X : (Q, A, P) — (R, B, Px) una
variable aleatoria discreta con funcién de distribucion Fx.

Definicién 26 Se llama funcion caracteristica de X a la transformada de Fourier-
Stieltjes de Fx, es decir,

p(t) = Z eM"P(X=x)=F [eitx}
reEE
Veamos algunas propiedades de la funcién caracteristica:

Proposicién 27 (1) Jp (t) VX wvariable aleatoria y determina de forma dnica
a la distribucion de probabilidad.

(2) ¢ (0) = 1

(3) o (1) <1

(4) Si px (t) es la funcion caracteristica de X, entonces la funcion carac-
teritica de la variable aleatoria Y = aX + b es

py (1) = "o (bt)
(5) ¢ () = (=)
(6) ¢ es real & X es simétrica respecto del origen

(7) Si 3o, Vn € N entonces

(4) Fo™ (0) = i"a,

(i3) Fp™ (t) =i" 3 2" P (X = x)

zeE
(8) Si Ip®™ (t) entonces
2n) 0
Jag, = £ %( )
i
(9) Si Ip>=2) (t) entonces
2n—2) 0
Jagn—z = %



65.3 Distribucién binomial

Fué introducida por Bernouilli en 1713 y es una de las distribuciones discretas
mas utiles. Su drea de aplicacién incluye:

(1
2
3

) Inspeccién de calidad

(2) Control de defectos

(3) Caliudad del servicio telefénico
(4) Ventas (marketing)

(5) Mercalotecnia

(6)

(7) Investigacion de opiniones

(8)

Medicina
Otras,...

Supongamos un experimento en el que el resultado es la ocurrencia o no
ocurrencia de un evento. Sin pérdida de generalidad, lldmese éxito a la ocur-
rencia del evento y fracaso a la no ocurrencia. La probabilidad de éxito es p y
permanece cte en cada ensayo y la de fracaso g =1—p

Supongamos ademds que el experimento se realiza n— veces y que cada una
de las realizaciones es independiente de las demés.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de éxitos obtenidos en
las n— realizaciones del experimento.

Definicién 28 FEn las condiciones anteriores, se dice que X sigue una distribu-
cion binomial de pardmetros (n,p), X ~» B (n,p), con FMP:

n! n—~k

_ 1-— k=0,..
P(X=k)={ d@_m? 177 O
0 fuera
Veamos que es una auténtica FMP
P(X=k)>0
L PX =k =2 mrtmpt 10" = X () a-p)"" =

[( p)+pl"=1"=1
Esta distribucién permite conocer, cuando se realizan n pruebas repetidas

con probabilidad constante, la probabilidad de que se produzcan k éxitos al
realizar las n pruebas.

Funcioén de distribuciéon



Esperanza

n n n n—k n n! n—k

EX = kZO kP (X =k) = kzok(k)pk (1-p) = kzokmpk (1-p) =
n n ! n—k
Zkllnklp (1 ) _ank l'i)k‘p (1—p) =
2 =Dk =D —F)

=np 3 () (=) =
k=1 e

EX =np

donde en (1) hemos tenido en cuenta que:
" /n—1
> (k = 1)pk1 (L=p)" ™ =1 —p) 49" =1
k=1

Varianza

Var (X) = E|(X - EX)*| = B [(X = np)’| = é) (k= np)? gt (1—p)"F =

n

- kZO (K = 2knp +1°p?) gromp” ( = Kot —p)" -
- P

—2anp ,p’“ (1-p)"~ +Z” )!p’“(l—p)"*k

=B —c

& n! n—k ! - n—k

E =i’ (1= p) _”pz b=t (L =p)" T =
Cambio n—1 1)1 e

:{k—lzt}: > (1) st (1 -p)" T =

S oD e (SR =Dl |
=np Ztt'( S —l "(1-p) +Zt| — t)|p (1-p) -

t=0 t=0

esperanza para x=t y n—1 elementos =[(1—p)+p]"~1=1



=np[(n—1)p+1] =n?p? —np? +np
B=-2np " kﬁik)!pk (1—p)" F — 2npEX = —2npnp = —2n2p?
k=0

L n! n—k n
C=np* Y gt (L=p)" " =0 [(1 = p) +p]" = n’p’
k=0

Var (X) = A+ B+ C =n*p? — np? + np — 2n*p? + n?p? =
=np(l — (1 -p)] = npq

Var (X) = npq

Momentos respecto del origen
=) kK———pF (- =) K P —p)"
kZ:O o ) > <k>p (1-p)

Momentos centrales

E[(X_EX)]]:E{ _"p] Zn: k —np) 7’_,4)!20’“(1—19)”4“
k=0

Funcién generatriz de momentos

M(t) = B [eiX] = éo e ()pk (1 — )k =

= e 0" = =)

M (t) = [e'p+q]"
Calculamos la varianza usando el teorema de Kénig: Var (X) = EX? —
(EX)?

dM (t n—
():n(etp—i—l—p) "pe!
dt
d>M (t n— e
To_n(etzwrl—p) "pel +n(n—1)(e'p+1—p)" " pelpe!
d®>M (¢
EX? = 7()&0 np[(n—1)p+1]

dt?
Var (X)=EX? — (EX)2 =npl(n—1)p+1] —n?p? =

=np[(n—1)p+ 1np] = np[np —p+1—np| = npq



Funcién caracteristica
e(t)=(e"p+q)"

Reproductividad?

Teorema 29 (Reproductividad en n de B(n,p)): Sean Xj ~~ B (ng,p),
k=1,....m, y supongamos que son independientes. FEntonces:

S X, - B (an,p>
k=1 k=1

Demostracién:
Sea S := Xj. Entonces, la FC de S es:
k=1
m m . - N i ne
es () =[] ex. =] (€"p+a)™ = (¢"p+q)=
k=1 k=1
luego S ~ B (E nk,p> . C.Q.D.O
k=1

Valores de la variable aleatoria binomial a los que corresponde prob-
abilidad o probabilidades maximas

Se tiene
PX=2) _  (pr-p"" _n-otlp_, (nilp-e
PX=z-1) (Iil)pwfl (1— p)n7m+1 ” q zq

Asi pues, si:
x < (n+ 1) p las probabilidades crecen
x = (n+ 1) p las probabilidades permanecen estacionarias
x > (n+ 1) p las probabilidades decrecen
Si llamamos m a la parte entera de (n + 1) p, el maximo se alcanza en x = m,
llamado moda o también nimero mé&s probable de éxitos.
En el caso de que (n + 1) p sea entero, entonces el méximo también se alcanza
enx =m— 1.
Tenemos pues el siguiente resultado:
A medida que x va de 0 a n, los valores de la funcién de masa de la variable
aleatoria X = B (n,p) crecen al principio monétonamente y después decrecen
mondtonamente, alcanzando su mayor valor cuando = = m.

2Sea H una familia de variables aleatorias. Se dice que H es reproductiva sii VX1, Xo € H
independientes, X1 + X2 € H.
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Tenemos pues un esquema de la forma:
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Por 1ltimo, hacer notar que la distribucién es simétrica si p = ¢; si p < g,
entonces es asimétrica a la derecha, y si p > ¢, es asimétrica a la izquierda.

65.4 Distribucién de Poisson

La variable aleatoria de POISSON fué introducida en 1837 y es la distribucién
discreta que representa el niimero de sucesos independientes que ocurren a una
velocidad cte en tiempo o en el espacio.

Ejemplos de situaciones que se modelizan mediante la variable de Poisson
son:

(1) Llegadas a un sistema de espera (nimero de personas que llegan a una
tienda en un tiempo determinado).

(2) Ntmero de bacterias en un cultivo.

(3) Numero de defectos en piezas similares para un material.

Definicién 30 Sea X la variable aleatoria que representa el niimero de sucesos
aleatorios independientes que ocurren a una velocidad cte en el tiempo o en el
espacio. Se dice que X tiene una distribucion de Poisson de pardmetro A > 0
st su FMP es:

e M\ o
P(X:Qj):{ ! x—0,1,2,...

0 fuera



El pardmetro A de la distribucién de Poisson representa (como veremos méds
adelante) el nimero promedio de ocurrencias de un suceso por unidad de tiempo.

Algunas gréficas de la distribucién de Poisson son:

&
[
: I @ [ X J
It L
e b
Y ] X e
| ! :|' ?ll: |I.
ll||'. |'|; ..ll; T?
|||'I: :::I, o'l 0 "YRK
I["'l £, s o't
bra s fei ey fininite *iiiite
l{lilL 1;4:::;, :r::::!:?, e X )
012345 0123456 7 0123456789 0123456789
A=1 i=2 Ai=3 A=4
Funcién de distribucién
00 vk
e A
Fz)=P(X<uz)= o
k<zx
Esperanza
EX — S P(X — . > ze— AT ,\ATi/\OO “Aje-1l
= Z:OI (X =2)= 20 T Z (@—1)! 21 @01
_ Cambio A)\m_
_{x—lzm} /\E A
EX =)\
Varianza
Va,r(X):E[(X—EX)Q}:E[(X—)\)Z}:Z(m—)\) L
=0
oo A\ T o0 —A\T
_ 26 )\ e A
= —%Z Ny
=0 =0
—A =B =C
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)\)\t _

r—1=t =5

“A -1 :{ Cambio }:)\i": (t11)

= AN O Ayt
=Y Ay A = M A=A+ )
t=0

!
t=0
=EX=)\
B=-2\Y a2 — 2\ = —2)
=0
C= )23 e2a _ )2
=0
Var(X) = A4+ B+C=XAA+1) =222 + X2 =)
Var(X) =X

Vamos a calcular la varianza de otra forma:
> -
S og2e AT :{:c2:x(xfl)+x}:

x!
=0

X2=>Y 2’P(X =2x)=
=0

—Z z(r—1)e —WCJFix e AN

=0

=A =EX=X\
CAyw—242 X oA ye-2 Cambio
A= Z )\ )\ _)\22 (1_)‘72)! :{x_2:w}:

=0

— )\2 ioz 67;!)\1” _ )\2

w=0
EX? =X+
Var (X) = EX? —(EX)? = X2+ A= A2 =\

Obsérvese que la esperanza y la varianza de esta distribucién son iguales
Esta es la propiedad que caracteriza a la distribucién de POISSON, ya que

ademds son iguales al pardmetro.

Momentos respecto del origen
o0 —A/\w

E[Xx’] = Z:;)xj

Momentos centrales

B[(x - Ex)y] = B[(X -] = S (- A e_;!Ar
=0
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o0 Az o0 t>\ T =X o o0 t)\ x
M(t)=E [etX] =3 etz e T'k D (e Zre — e D (er') —
z=0 x=0 =0

FC

Reproductividad

Teorema 31 (Reproductividad de P (\)): Sean Xj, ~ P (), k=1,2,...,m,
y supongamos que son independientes. Entonces:

> Xp~P (Z )\k>
k=1 k=1

Demostracicf;rrbl:
Sea S := > Xj. Entonces, la FC de S es:
k=1

N - it i A (et —1
ps ()= ex. ®=1]] (e =1) _ o= k(1)
k=1 k=1
luego 5~ P (Z /\k>- C.QD.0
k=1

65.5 Un teorema limite

Teorema 32 Sea X ~ B (n,p). Entonces, llamando X\ = np se tiene:

—A\ T
n _ e A
li C(1—p)"F = N
Jim <$>p (1-p) - Vo € Nu{0}
p—0
Demostracion:

P(X =) = grtap® (1 - p)" " = 2OmROa =t () (1 - p)" " =

nrx!

n—x

—p) =

_ n(n=1)(n—=2)...(n—z+1) \% (1 _p)n—w _ (n=1)(n—=2)...(n—x41) )\ (1

ne x! nr—1 !

1-H)(1=-2)...(1—-=21) e n—z e\
= ( n)( (1i2,)m( = )% (1 _p) - zl)\
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ya que

(1-p)" = {([1 + (p)}iD)_p]n —e Pt = C.Q.D.O

Criterio de aproximacion:
La aproximacién de las probabilidades binomiales por las de Poisson son
buenas cuando np < 5y p < 0.1, en cuyo caso

X ~ B(n,p) = X ~ P (np)

Es por ser esta distribucién una buena aproximacién de la binomial cuando
p es muy pequeno con respecto a n por lo que a veces se le llama distribucion
de los “sucesos raros”.
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