Tema 63

Frecuencia y probabilidad.
Leyes del azar. Espacio
probabilistico

63.1 Introduccién

En general, la Teoria de la Probabilidad se ocupa de situaciones o modelos en
los que estd presente la incertidumbre.

Llamaremos experimento determinista a aquel en el que se cumplen las sigu-
ientes dos condiciones:

(1) se conocen todos los posibles resultados de la experiencia

(2) se sabe con certeza el resultado que se va a obtener al repetir la experi-
encia en condiciones prefijadas, quedando el fenémeno determinado por ellas.

Llamaremos experimento aleatorio, probabilista o estocdstico a aquel en el
que se cumplen las siguientes dos condiciones:

(1) se conocen todos los posibles resultados de la experiencia

(2) repetido en igualdad de condiciones puede presentar resultados distintos
en cada experiencia particular y al repetir la experiencia en condiciones fijadas
no puede predecirse el resultado que se va a obtener.

63.2 Espacio muestral. Sucesos

En general llamaremos experimento a cualquier procedimiento especificado o
conjunto de operaciones que proporciona unos determinados resultados.

Definicién 1 Se llama suceso elemental o punto muestral a cada uno de los



posibles resultados indescomponibles que pueden obtenerse al realizar un exper-
1mento estocdstico.

Denominamos espacio muestral al conjunto de resultados posibles que se
obtienen al realizar un experimento estocdstico, y lo denotaremos por E u 2.

Dependiendo de qué tipo de valores toman esos resultados y del ntimero de
posibles resultados tenemos la siguiente clasificacién:

i) discretos
i) continuos
Espacios Muestrales 1) finitos
o 2.1) numerables
2) 1nﬁn1tos{ 2.2) no numerables

Definicién 2 Llamaremos suceso a cualquier subconjunto del espacio muestral,
es decir, un suceso es un conjunto de puntos muestrales con alguna propiedad.

Supongamos que realizamos un experimento estocdstico y supongamos que
obtenemos el suceso elemental e. Consideremos el suceso A. Entonces, si e €
A C E diremos que A ha ocurrido y si e ¢ A diremos que A no ha ocurrido.

63.3 Espacio muestral finito

63.3.1 Algebra de sucesos

Sea F un espacio muestral finito. Entonces

#P () = (g)+ (?) +(Z>+...+(n7_ll)+ (Z) — (141" =2n

siendo n = #F.

Llamamos suceso imposible al suceso ) € P (E), ya que no contiene ningin
suceso elemental, y llamamos suceso seguro al suceso E € P (E), ya que contiene
a todos los sucesos elementales del experimento.

A los demds elementos de P (E) se les denomina sucesos estocdsticos o sim-
plemente sucesos.

Definicién 3 Sean A, B € P (E). Definimos el suceso union de Ay B, AU B,
como el suceso formado por los sucesos elementales que pertenecen a alguno de
los sucesos A ¢ B. Este suceso ocurre cuando ocurre A o B.

Definicién 4 Sean A,B € P (E). Definimos el suceso interseccion de Ay B,
AN B, como el suceso que ocurre siempre que ocurren A y B, es decir, estd
formado por los sucesos elementales que pertenecen a A y a B.

Definicién 5 Sea A € P (E). Definimos el suceso complementario de A, A =
A€ = A*, como el suceso formado por los sucesos elementales que estin en E y
que no estan en A, es decir, si A no se realiza entonces se realiza siempre A.



Veamos algunas propiedades que cumplen los sucesos:
La unién, la interseccién y el complementario de un suceso es otro suceso,
lo que justifica la nomenclatura utilizada en las definiciones anteriores.

Propiedades de las operaciones con sucesos:

Proposicién 6 Sean Aj, As, A5 € P (E). Entonces
(1) Asociativa:
A1 U (AU A3) = (A1 U Ay) U Ag
AN (AN As) = (A1 NAy) N As
(it) Conmutativa:
Ay U Ay = Ay U Ay
A1NAs = AN A
(1i1) Existencia de elemento neutro:
Para la union §: AUD=A
Para la interseccion E: ANE =FE
(iv) Distributiva:
AU (AN As) = (A1 U As) N (A1 U As)
AN (AU Az) = (A1 N Ap) U (AN A3) B
(v)VAeP(E) ZJAeP(E):AUA=FE yAnA=10

Como consecuencia de estas propiedades (73 (E),n,U, *1) tiene estructura
algebraica de dlgebra de Boole y la denominaremos Algebra de Boole de sucesos.

Definicién 7 Se dice que A, B € P (F) son sucesos incompatibles o disjuntos (o
mutuamente excluyentes) cuando al verificarse uno de ellos no se puede verificar
el otro, es decir, cuando

ANB=19

Definicién 8 Se dice que los sucesos Ay, ..., A, € P (E) son exhaustivos cuando
siempre ocurre al menos uno de ellos, es decir, cuando

AUAsU..UA, =F

Definiciéon 9 Llamamos particion finita del espacio muestral E a una coleccion
finita Ay, ..., Ay, € P (E) de subconjuntos que verifican las siguientes propiedades:
(i) Vi ANA=0
(i) AfUAU...UA, =F

Definicién 10 Dados dos sucesos Ay B del espacio muestral E, se dice que
Aes un subsuceso de B, A C B, si siempre que ocurre A ocurre B pero no
reciprocamente. En este caso escribiremos.

AcCcB : A=2RB

Se tiene que:
0CcE
PcACE
y ademsds, si A = By B = A entonces A = B.



Definicién 11 Dados dos sucesos A y B de un mismo espacio muestral E, se
define el suceso diferencia de A y B, A— B, como el suceso que ocurre cuando
ocurre A y mo ocurre B, es decir,

A—-B=ANB

Proposicién 12 Si A C B entonces B — A es el suceso complementario de A
sobre B.

Demostracion: 5
Sea A C B. Tenemos que demostrar que A~ = B — A. Se tiene que:

A’ ={zeB:x¢ Al =B-A CQ.DO

63.3.2 Frecuencias

Definicién 13 Repetimos un experimento aleatorio n— veces y sea A un suceso.
Se llama frecuencia absoluta de A al nimero

na = numero de veces que se verifica el suceso A

Proposiciéon 14 Repetimos un experimento aleatorio n— veces. Entonces:
(1) ng=n
(2)VACE na>0
3)VA,BCE:ANnB=10 NAuB = NA +np

Demostracién:

(1) Puesto que F se verifica siempre, se verificard las n— veces que se realiza
el experimento. Asi, ngp = n.

(2) Por definicién.

(3) El suceso A U B se verificard tantas veces como se verifique A y tantas
veces como se verifique B. Puesto que ninguna vez se verificardn ambos a la
vez, ya que son incompatibles, el nimero de veces que se verificardn ambos es
la suma de las frecuencias absolutas de cada uno de ellos. C.Q.D.O

Corolario 15 Las frecuencias absolutas de los sucesos de un experimento aleato-
rio tienen las siguientes propiedades adicionales:

(Z) ny = 0

(it) ng =ng —na

(ZZZ) VA,BCFE NAUB = NA +NMB — NANB

(w)VAJLBCE:ACB na < npg

Demostracion:
(1) ENd=0=ng=nguy=ng+ng=np=ng—ng=>0
(ii) ANA=0=ng=n, z="na+ng=ng=ng—na
(151) (B—A)NA=0=naup =NAuB-A) =NA+NB_4a
Por otra parte, (B — A) N (AN B) = 0 luego

NB = N(B—A)U(ANB) = NB—A +NANB = NB—A = NB — NANB
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Resumiendo: nayp =na+np_a4 =na+np —nanB
(i’U)ACBiBZAU(B—A) =>ng =na+np_a >na+0=ny
C.Q.Db.0O0

Los resultados obtenidos en el corolario anterior se pueden obtener por méto-
dos similares a los de la proposicién, pero al ser aquellos unos métodos de tipo
intuitivo, hemos preferido obtener las propiedades adicionales como consecuen-
cia de las primeras.

Definicién 16 Repetimos un experimento aleatorio n— veces y sea A un suceso.
Se llama frecuencia relativa de A al ndmero

nA
fa="2

n

Proposicién 17 Repetimos un experimento aleatorio n— veces. Entonces:
(1) fe=1
(2)VACE fa=0
(B)VALBCE:ANB=0  faup=/fa+fB

Demostracion:
n

(2)nA20=>fA=%420

n nag+n n n
(3) faup = A;B: A8 _ A+TB:fA+fB C.Q.D.0

n n

Corolario 18 Las frecuencias relativas de los sucesos de un experimento aleato-
rio tienen las siguientes propiedades adicionales:

(1) fo=0

(@) fz=fE— fa

(iii)) VA,BCE  faup = fa+ fB— fanB

(w)VALBCE:ACB fa</fp

Demostracion:
() fo="2=2=0
(i) fr="2 =DE-N4 = n=NA — ] _ M4 =] f,
(i) faup = DAUB = DATNB-NAUB — A 4 NB _ RAOE — f, 4 fp— funp
(iv) fa="2 < =B = fp €.Q.D.0

Teorema 19 (1* Ley de los Grandes Numeros): La frecuencia relativa de
un suceso se acerca mas y mds a un valor fijo llamado probabilidad, conforme
mds veces se repite el experimento aleatorio.



63.3.3 Probabilidad en espacios muestrales equiprobables

Sea F un espacio muestral con n puntos muestrales y supongamos que la fre-
cuencia relativa de todos los puntos muestrales es % (es decir, son “equiprob-
ables”). En este caso particular se introduce la nocién de probabilidad como
un valor numérico asignado a cada elemento del espacio muestral o asignado a
cada suceso, que se denomina su probabilidad.

Definicién 20 La probabilidad de un suceso A, denotada por P (A), es el nimero
P(A)=— (Regla de Laplace)
n
Veamos las propiedades que cumple:

(Ho<P(A)<1
Cero para el suceso imposible (f)) y uno para el suceso seguro (E).

(2) Sean A y B sucesos incompatibles. Entonces:
P(AUB)=P(A)+ P (B)

Demostracién:

P(AUB)="AUB _MATTE _ 1A 5 _pgyyp(g) C.Q.D.O

n n n n

(3) Sean Ay Bsucesos tales que A C B. Entonces:
P(B—-A)=P(B)-P(4)

Demostracion:
Como (B —A)UA =B se tiene que

P(B)=P((B-A)UA)=P(B—-A)+P(A)

de donde
P(B—A)=P(B)—-P(4) C.Q.D.OJ

(4) P(Z) =1-P(A)
Demostracién:



63.3.4 Generalizacién de la probabilidad en espacios mues-
trales finitos

Sea E un espacio muestral finito cualquiera. La probabilidad en E de un suceso
es un nimero asignado a ese suceso y las probabilidades asignadas a sucesos de
una misma familia deben verificar los siguientes tres axiomas.

Asi, a cada suceso del espacio muestral se le va a asociar un nimero (su
probabilidad) que indicara el grado de credibilidad de dicho suceso.

Definimos la probabilidad como una funcién de conjunto P : P(E) — R
que verifica los siguientes axiomas:

Axioma I : A cada suceso A € P(E) P(A)>0.
Axioma Il : P(E) =1

Axioma III : Si Ay,...,A, C E son sucesos incompatibles, A; N A; = 0
Vi # j entonces:
P (U Ak> = P(Ay)
k=1 k=1

Como consecuencia de estos axiomas tenemos:

(1) P () =1— P (A)

Demostracion:
P(E):l:P(AUZ):P(A)+P(Z):>P(Z):1—P(A) C.Q.D.O

(2) P(0) =0, es decir,si A=0=P(A)=0
Demostracién:

P@M)=P(E)=1-P(E)=1-1=0 C.Q.D.O

(3) Si A C B entonces P (A) < P(B)
Demostracion:
Como B = AU (B — A) se tiene que

P(B)=P(A)+P(B—-A)
de donde P (A) < P(B) C.Q.b.O
4) P(A)<1 VYACE
(5) Si Ay B son sucesos compatibles, entonces:
P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
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Demostracién:
Como

resulta que

Por otra parte, como
AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB)
resulta que

P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+P(ANB) =
=P(ANB)+P(B)-—P(ANnB)+P(A)—P(ANB) =
—P(A)+P(B)-P(ANB) C.Q.D.O

(6) Si A, B, C son sucesos compatibles, entonces:

P(AuBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—
—-P(ANB)-—P(ANnC)—P(BNC)+P(ANnBNC)

(7) Subaditividad: VAy,...,A, C E
P (U Ai> < ZP(A,-)
i=1 i=1

63.4 Espacio muestral general

63.4.1 Definicién de oc— algebra

Sea F un espacio muestral arbitrario y .4 una familia de subconjuntos de FE.

Definicién 21 Se dice que A es cerrada para la complementacion respecto de
E siVA € € A se verifica que A=FE — Ac A.
Se dice que A es cerrada para la relacidn de unidn de un nimero finito de
elementos si VA, ..., A, € A se verifica que Ay U...UA, € A.
Se dice que A es cerrada respecto de la union infinita numerable si para toda
(oo}
{A}iZ, C A se verifica que |J Ay € A.
kf

=1

Definicién 22 Si A es cerrada para la complementacion y para la relacion de
union de un ndmero finito de elementos, se dice que A es una dlgebra de Boole.

Si A es cerrada para la complentacion y para la union infinita numerable de
elementos, se dice que A es una o— dlgebra.

8



Como consecuencia inmediata de las definiciones anteriores se tiene:
“toda dlgebra de Boole es una o — dlgebra”

Veamos algunas propiedades de las dlgebras de Boole y de las 0 — &lgebras:

(1) Sea A una algebra de Boole. Entonces:
E e A

Demostracion: . .
AcA=>AcA=E=AUAc A

EcA=E=0c A CQ.DO
(2) Sea A una élgebra de Boole. Entonces:

Al,...,An ceA=ANAN...NA, e A
Demostracién:
A, A, e A=A UAU.LUA, c A=A N..NA, = (Eu... uAn) cA

C.Q.D.O

(3) Sea A una o— algebra. Entonces:

V{A}io) CA= [ A€ A

k=1

Demostracién:
Se deja como ejercicio. C.Q.b.O

63.4.2 Probabilizacién de una oc— dlgebra: Axiomaitica de
Kolmogorov

Definicién 23 Sea E un espacio muestral y Auna o— dlgebra sobre E. El
par (E,A) se denomina espacio medible o probabilizable, en el sentido de que
podemos definir sobre él una probabilidad.

Definicién 24 Sea (E,.A) un espacio medible. Llamamos funcidn de probabili-
dad sobre (E, A) a una funcion de conjunto P : A —R que verifica los siguientes
ariomas:

(1)vAe A P(A)>0

(2) P(E)=1

(3) V{Ar}ro, CA: A NA, =0  Vn#m se verifica: P (Ej Ak) =
k=1

118

P (Ayg)

k=1



63.4.3 Consecuencias

Definicién 25 Un suceso casi nulo es un suceso que tiene probabilidad cero y
que no es el suceso impostble.

Example 26 En la recta real la probabilidad de un nimero real, x € R, es
P({z}) == 2L =0, es decir, {z} es un suceso casi nulo.

Definicién 27 Un suceso casi sequro es un suceso que tiene probabilidad uno
y que no es el suceso sequro F

Example 28 1 =Q =R — Q es un suceso casi sequro.

Teorema 29 Principio de inclusion-exclusion:

P ((j Ai> = Y P(A) - X P (AN Ay +
=1 i=1

i#]

LY P(ANANAL) — et (1P (ﬁ Ai)

i<j<k

Demostracién:
Lo demostraremos por induccién sobre n :
n=1:P(A;) =P (A;) trivialmente
TLZQP(AlUAg) :P(A1)+P(A2)7P(A1QA2)
Hipétesis de induccién: lo suponemos cierto para n — 1, es decir,

n—1 n—1 n—1
p( Az.):zp(Ai)_zP(AmAjH
i=1 =1 i#£]

n—1 n—1
+ Z P(AZQAJQA]C)——l—(—l)nP(m Al)
itk i=1

Vamos a demostrarlo para n :

n—1

U 4 ﬁA,L> =
i=1

1=

P <Lnj Ai) _p (nL_Jll Ai> L P(A,)—P <

=1

n—1 n—1
P(Az)f ZP(AJWAJ)+ Z P(AiﬁAjﬂAk)f..ﬁF
i=1 i#£] J#iFk

)" P <Dll Ai> +P(A)-P (U 4,0 An> (%)

+

i=1

-p <TDl(AmAn)>
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Teniendo en cuenta que:

i= =1

P (nt AN An> —P <nU1 (4;N An)) L1,

n—1 n—1

= Y P(ANA)— X P(ANANA)+

i=1 i#j
n—1 n—1
+ > P(AmAijkmAn)—...+(—1)”P< AmAn)
jAiAk i=1
y sustituyendo esta expresion en (x), se obtiene el resultado. C.Q.b.O

Teorema 30 Desigualdad de Boole:
P <U An> < ZP(AH)
n=1

Demostracién:
A partir de la sucesiéon {A,} ~, construimos la sucesién {B,} -, de la
P nJfn=1 nJtn=1
siguiente forma:

B =4
By = Ay N A§
Bz = A3 N AN A§
.
ABn :<An r]44z
k=1
Esta sucesion {Bn}zo:1 es una sucesion de disjuntos, con lo que

P(G Bn> :iP(Bn)

n=1

Por otro lado, al ser B,, C 4,, Vn € Nserd P(B,) <P (4,).
Por 1ltimo, como

se tendra que

de donde



63.5 Espacio de probabilidad

Definicién 31 Se llama espacio de probabilidad a una terna (2, A, P), donde
0 # Q es un conjunto arbitrario, A es una o— dlgebra sobre Q y P es una
medida de probabilidad sobre (2, A). A los elementos de A se les llama sucesos
en vez de conjuntos medibles.

En primer lugar vamos a caracterizar la medida de probabilidad:

Teorema 32 Sea (2, A) un espacio medible y P : A —R. Son equivalentes:
(1) P es una medida de probabilidad
(i4) Se verifican las siguientes condiciones:
(a) VA € .A P(A)>0
(b) P(Q) =
()VABEA AnNnB=0 P(AUB)=P(A)+ P(B)
(d) lim P(A,)=0 V{A,},cn CA con A, \,0

n— -+4o0o ne

En segundo lugar, vamos a definir medidas de probabilidad en espacios mues-
trales finitos y en espacios muestrales infinitos numerables:

Proposicién 33 (Medida de probabilidad en espacios muestrales finitos): Sea
(2, A) un espacio medible y supongamos que Q = {ey,...,en}. El modo mds
sencillo de definir una medida de probabilidad es considerar {p1,...,pn} C R
tales que Z pe=1lypr >0 Vk=1,..,n, donde p, = P (ex). De este modo,

k=1
la P asi definida es una medida de probabilidad.

Demostracién:
Si A € A, entonces serd A= |J e; y por tanto:
{ice;€A}
P(A)= X pi
{i:e;€A}
P(A)>0
P(Q)=1 C.Q.b.O

Proposicién 34 (Medida de probabilidad en espacios muestrales infinitos nu-
merables): Sea (2, P (2)) un espacio medible y supongamos que § es infinito
numerable o finito. Son equivalentes:

(1) P:P(2) — R es una medida de probabilidad

(2) Se wverifican las siguientes condiciones:

(@ Pw}) >0 Ywe®Q y 3 P(fw)) =1

) P(®) =0
() VAeP () —{0} P(4) = %IAP ({w})
Demostracion:
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(1) = (2) Si P es una medida de probabilidad, entonces Yw € P (£2) serd
P({w}) >0,2= |J {w}y por el axioma II serd P (Q2) =1, y como P es una
weN

probabilidad y € es unién numerable de sucesos elementales serd

P(Ytet) = X pto -

weN weR

con lo que tenemos demostrado (a). De forma trivial se demuestran (b) y (c).
(2) = (1) Sea P una funcién de conjunto que satisface (a), (b) y (¢).
tonces

En-

VAeP(Q) con A#D, A= Jw
w€eA
y por (c) serd

P(4)=3) P({w}) 20 por (a)

weN
Por otro lado P () = 0 por (b). Asf pues se verifica el axioma I:

P(@) =) P({w}) =1 por (a) y (b)
weN

Falta probar la o— aditividad. Sea {4y}, C P (£2) una sucesién de dis-
juntos de la cual suponenmos que A, #§ Vn € N.
Como A, C Q = A, es finito o infinito numerable = serd de la forma

A, ={wn,,...} conneN=

oo
= U An = {w1,, Wiy, ey Wy, Wy ey Wiy s Wiy s +oe b
n=1

en donde todos los wy,, son distinto por ser los A, disjuntos. Por tanto, por (c)

serd , (QIAn) _ iiP({ww})

n=1j=1
en donde

_ | mimero de elementos de A, si, y sélo si, A,, es finito
Yi=\ o si A,, es numerable

Yi
y por tanto, aplicando (¢) a > P ({wy, }) = P (A,) obtenemos:
j=1

P <U An> = ZP(AH)
n=1 n=1
con lo que queda demostrado el axioma III y el teorema. C.Q.D.O

Para terminar el apartado resumimos en la siguiente proposicién las propiedades
mds importantes relativas a las medidas de probabilidad.
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Proposicién 35 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Se verifican las sigu-
ientes propiedades:

P =0

YVA,B€ A con ANB =0 se tiene que P(AUB) = P (A) + P(B)
)VA,B€ A con AC B se tiene que P(B — A) = P(B) — P(A)
yVAe A P(Z):l—P(A)
)
)
)

VA,B € A con AC B se tiene que P(A) < P(B)
VA Be A P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
T)V{An},en C A con A, C Apyy se tiene queP(U ): lir_irrl P(A)

n—-+00

(8) V{An}, ey C A con A,y C A, se tiene que P ( N An) = lim P(4,)
n=1

) —+o0

9) P < U An) = > P(4,) V{An},en € Acon Ay N Ay =0 para
n=1 n=1

n#*m

Demostracion:

00 +00
(1) Vn € N sea A,, = (. Entonces, P ( U An> = > P(A,), luego la serie
n=1 n=1

E P (A,,) es convergente y por tanto, hm P(A,) =0, pero P(A,) =P (0).

De ahi el resultado.
(2) Sea Ay = A, Ay = By Vn > 3 sea A,, = (). Entonces:

P(AUB>:P(U An) S P(A) 1 P(A)+ S P(A,) =

n=3
:P(A)+P(B)++§O:OP(®)ZP(A)+P(B)
n=3

(3) Como ACB=AU(B—A)=AUB=DB yademds AN(B—A)=10
luego
P(B)=P(AU(B—A)) = P(A)+ P (B - A)

(4) Como A C € se tiene que
1=P(Q)=P(A)+P(Q—-A)=P(A) =P Q- A) =1-P(A)
(5) Como A C B se tiene que
P(B)=P(A) +P(B—A) > P(A)

yaque P(B—A)>0
(6) Como AN B C B entonces

A

P(B)=P(ANB)+P(B-(ANB) L P(ANB)+P(B - A)
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donde

B—(AnB)=BnNn(AnB)=BN(A°UB°) =(BNA°)U(BNB°) =

=BNA°=B-A
y por tanto
P(B-—A)=P(B)-P(ANB)
Por otra parte, como
AN(B-A)=AN(BNA)=0NnB=1

resulta:
P(AUB)=P(AU(B—-A)=P(A)+P(B—A)=P(A)+P(B)—-P(ANnDB)

(7)Sea By = AyVn > 2sea B, = A,—A,_1. Entonces,Vn e N A4,,_; C 4,
y por tanto
P(B,)=P(A,—A,_1)=P(A,) — P(A,_1)

y ademds todos los B, son disjuntos.
Asi pues,

p @1 An) _p (g Bn> - EP(Bn) =
_P(A)+ z (P(As) ~ P(4,-1) = lim P(A,)

B)VneN A, 1 CA,=0Q—-A4,CQ— A,
Por la propiedad anterior

1P (ﬁl An) - P (Q - ﬁAn> _p (El (Q—An)> -

= lim P(Q—A4,)= lim (1— P (4,))

n—oo

y de ahf el resultado.
(9) Veamos en primer lugar que Vn € N arbitrario pero fijoy VA1, ..., A, € A
cAiNA; =0 Yi#j se verifica:

P(A U UAy) =P (A) + ..+ P(A)

Si n = 2 la afirmacién se deduce de la propiedad 6
Supongamos que el resultado es cierto para n y vamos a demostrarlo para
n+1:

P((AiU...UA,)NA 1) =P(A1NA1)U..U(ANArp)) =

y por tanto
P(A U .. A UApir) =P (A U...UA,) + P (Apy)
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Asi pues, por induccién tenemos demostrado lo que queriamos.
Sea ahora B, = AjU...UA,. SetienequeVn € N B, C B,y1y P(B,) =
=P (A1) + ...+ P(A,). Aplicando la propiedad (1) se tiene que:

P(G An> _P<G Bn> = lim P(B,)=

n=1

lim (P (Ay) + ..+ P(4,) = P (i An>

n=1

C.Q.D.O
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