Tema 62

Tablas estadisticas
bidimensionales. Regresion
y correlaciéon lineal.
Coeficiente de correlacion.
Significado y aplicaciones

62.1 Introduccién

Consideremos una poblacién de n individuos descritos simultdneamente segiin
dos cardcteres A y B. Designemos por Aj, ..., A;, ..., Ay las k modalidades del
cardcter Ay por By,...,Bj, ..., B, las p modalidades del cardcter B. Sea n;; el
numero de individuos de la poblacién que presentan a la vez la modalidad A; del
cardcter Ay la modalidad B; del cardcter B. Debido a que las modalidades de
A, asi como las de B, son incompatibles y exhaustivas, la suma de las frecuencias
absolutas n;; es igual al total de la poblacién:

kK p

S>3y =n

i=1 j=1

La tabla estadistica que describe a los nindividuos, es una tabla de doble
entrada, donde figuran en las filas las modadlidades de A y en las columnas
las modalidades de B. Se supondrd que todas las frecuencias absolutas de
una misma fila (o de una misma columna) no se anulan simultdneamente. Si
ocurriese, bastarfa no considerar la modalidad correspondiente de A (o de B) o
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bien agruparla con otra modalidad.

ANB | B; By | - Bj |- B,
Aq Ny | a2 | o | nay | | Map | Mie
Ay N1 | Ma2 | -+ Toj | T2p | M2e
A; 1 T2 s N4 s Nip Nie
A | ner [ ne2 | o0 | kg | | Dkp | Tke
Ne1 Ne2 e noj tee n.p

Se designa por un punto la totalizacién segun el indice ¢ 6 el indice j : n;e €S
el total de las frecuencias absolutas n;; segin j; ne; es el total de las frecuencias
absolutas n;; segin ¢, es decir:

p k
Nie = Y Nij Nej = Y Nij
j=1 i=1

k

M=

Tee =

(2

2 P
D Mij = ) Mie = ) T

1j=1 i=1 j=1

La frecuencia absoluta n;, es el nimero de individuos de la poblacién que pre-
sentan la modalidad A; del cardcter A, independientemente de las modalidades
del cardcter B. Andlogamente, n,; es el nimero de individuos de la poblacién
que corresponden a la modalidad B; del cardcter B. Se llama frecuencia rel-
ativa de la pareja de modalidades (A;, Bj) a la proporcién de individuos que

presentan simultdneamente las modalidades A; y B; :

La suma de las frecuencias totales extendida a todos los pares de modalidades
posibles es igual a la unidad:

.
2. Jy=1
i=1j=1

Las sumas parciales se designan igualmente por un punto en lugar del indice,
que hace la funcién de sumatorio:

P k )
fie = Zl fij = "= foj = Z:l fij = n,:7
j= i=

P k
j=1 i=1



62.2 Variables estadisticas bidimensionales

Consideremos una poblacién de n individuos descrita segtin dos carédcteres cuan-
titativos X e Y, es decir, segin dos variables estadisticas: el par (X,Y) se
denomina variable estadistica bidimensional.

Supongamos que X e Y son discretas, en el caso de que fueran continuas x;
e y; designarfan las marcas de clase:

X :T1,%9, .., Tjy ey T

Y: Y1,Y25 -5 Yj55---sYp

La tabla estadistica que describe la poblacién da la frecuencia absoluta n;;
de individuos que presentan a la vez el valor x; de la variable estadistica X y el
valor y; de la variable estadistica Y.

X\Y [ r Y, . Y; .. Y,
X1 Ny | Mizg | ~-+ | N1y | =+ | Nip | Nile
Xo Nop | Nog | -+ | Naj | -+ | Nop | Noe
X; i1 N2 ce Nij s Nip Nie
X NeL | M2 | o0 | Nk | 0 | Tkp | Dke
Tel Te2 Nej Nep

62.2.1 Distrubuciones marginales

Son distribuciones unidimensionales que estudian una variable independiente-
mente de la otra. Sus tablas son:

X | Frec. absolutas | Frec. relativas Y | Frec. absolutas | Frec. relativas
Xy N1e fie Yi Mol fo1
Xi 20 fz’o Y] Tej foj
X Nke fre Y, Nep fop
n 1 n 1




62.2.2 Distribuciones condicionadas

Son distribuciones unidimensionales que estudian una variable supuesto un de-
terminado valor para la otra. Sus tablas son:

X/ y=y, | Frec. abs. | Frec. cond. Y/ x—z, | Frec. abs. | Frec. cond.
X1 nij ff Yl i1 f{
X nij fi Y; nij fp
X Nkj fé YP Nip ZZ>
Nej 1 Tej 1

62.2.3 Caracteristicas marginales y condicionadas

Consideremos la columna marginal de la tabla: da las frecuencias absolutas n;
de individuos que presentan el valor x; de X, es decir, define la variable marginal

X. Las cardcteristicas marginales de X se designan por:

k k
Media: T= 1) nieti =Y, fieli
i=1 i=1
k 9 k 9
Varianza: V(X)) =% nie(xi —T)" = Y fie (2; — )
i=1 i=1

Andlogamente, la variable marginal Y tiene las siguientes caracteristicas:

P
Media: Y= 21 feiyj
=
. p 2
Varianza: V(Y)=3 fej (yj —7)
i=1

Consideremos ahora la j-ésima columna de la tabla estadistica: describe los
n;; individuos que presentan el valor y; de Y segiin la variable X. Define,
por consiguiente, la variable condicionada X y—,,. Las cardcteristicas de esta
distribucién condicionada son:

— _ 1
T =

Media:

Nej !

k k .
>oniri =y, flw
=1 =1

k k
o Zlnii (v —75)" = Zlff (i — 75)
1= 1=

Varianza: V(X)=
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Anédlogamente, se designan las carédcteristicas de la distribucién condicionada
Y,/ x—s, por:

P
Media: vi= > fjyi
i=1
. P ) 2
Varianza: Vi(Y)= > f; (v — %)
j=1

62.2.4 Relacién de la media marginal con las condicionadas

Proposicién 1 La media marginal de X es la media ponderada de las medias
condicionadas, es decir:
P

3\'*

Demostracion:

k k P
1
ﬁ ie L3 0 7 Zq
Z: mne |

1 1

nw 75 E ’ﬂ”‘TCZ:*E n.jTj
n n <

1 j=1

j=11i=1
———

=TjNej

P
donde en (1) hemos usado que n;e = Y 1 . C.Q.D. O

j=1
62.2.5 Relacion de la varianza marginal con las condi-
conadas

Proposicién 2 La varianza marginal es igual a la media ponderada de las var-
1anzas mds la varianza ponderada de las medias, es decir,

V(X)=V;(X)+V(X;)

Demostracion:




donde en (1) hemos sumado y restado Z; y en (2) hemos tenido en cuenta que
k k k
E ’I’LU — .’L‘j E N T;— E NijTj = NejTj—Tj E Nij = NejTj—TjNej = 0
i=1 i=1 i=1
Asi:

k
V(X)= 1Y mia (2 )% 4 1 me<ﬁ2:%2§h” — T+

i=1 J=4i=1

=

=Vj(X)ne;

2 (77 -9 =

62.2.6 Momentos

Los momentos son valores construidos a partir de la distribucién de frecuen-
cias que resumen la informacién en relacién a algin aspecto o propiedad de la
variable.

Definicién 3 Llamamos momento no central de oreden (r,s) de la variable
estadistica bidimensional (X,Y) a

k p
=22 fuly;

i=1 j=1

Los primeros momentos no centrados son los siguientes:

k
mio = Y fie®i =T



Definicién 4 Se llama momento central (o respecto de la media) de la variable
estadistica bidimensional (X,Y) a:

k P
frs = 3> fij (i =) (y; —9)°

i=1 j=1

Los primeros momentos centrales son los siguientes:

10 =0
to1 =0
[iag = 0%
loz = 0%

= S f @ — ) (4~ 7)

i=1j=1

Definicién 5 El momento central pu,, se llama covarianza de la variable es-
tadistica bidimensional (X,Y’) y se representa por cov (X,Y) o o(x,y)-

El signo de la covarianza indica el sentido en que varfan conjuntamente
ambas variables. Si es positivo, las dos variables por término medio varian

en el mismo sentido, y si es negativo, en promedio las dos variables varfan en
sentido opuesto.

Relaciones entre momentos

o o, _ 2 _ 2
Proposicion 6 g, = mo2 —m§; Y ey = Mao — My
PI‘OpOSiCiéH 7 M1 = M11 — M10Mo1

Demostracion:

k p

a1 = Zl Zlfz'j (i —T)(y; —¥) =

== ——
=TiY;+TY—TY;—TiY

-

<.

P k p k. » k »
> fijmiy; +9Tyzl ‘21 fii =TI > figyi =0 Y fiymi =
i=1j=

15=1 i=1j=1 i=1 j=1

K2

=7 =z

M=
M=

fijriy; + Ty — 2z =mn -7y C.Q.D.0OI

i=1j=1



62.2.7 Representacion grafica
Diagrama de dispersién o nube de puntos

Consiste en unos ejes cartesianos, en los cuales van las variables. Supongamos,
por comodidad, que las variables son discretas. En los puntos de confluencia de
cada recta correspondiente a cada valor de la variable, se dibujan tantos puntos
como frecuencia absoluta tenga el par.
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Estereogramas

Consisten en una serie de barras o prismas rectangulares que tienen por altura n;
y cuya base es un punto (v.e.d.) o un rectangulo de confluencia de los intervalos
(v.e.c.).

Frocugncias absolutas

L
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62.3 Regresién y correlacion

62.3.1 Introduccion

A la hora de establecer relaciones entre sucesos en un determinado campo de
investigacion, el investigador intenta traducirlas en estructuras manejables, ha-
ciendo uso fundamentalmente del lenguaje estadistico-matematico. Para ello,
establece un conjunto de relaciones funcionales en donde un mimero finito de
magnitudes (variables, atributos,...) X7, ..., X,, se suponen relacionadas con una
variable Y a través de una determinada expresion:

Y = f(Xy,.., Xn)

Desde esta perspectiva el problema se puede abordar con dos enfoques:

(1) Regresién: Determinacién de la estructura de dependencia que mejor
expresa el tipo de relacién de la variable Y con las demés.

(2) Correlacién: Estudia el grado de dependencia existente entre las variables

62.3.2 Regresién'

Definicién 8 Llamaremos regresion de Y sobre X, Y /X, a la funcion que
explica la variable Y para cada valor de X.

62.3.3 Regresién minimo-cuadratica

Previa seleccién de la familia de funciones h tal que Y = h (X)), ajusta la “mejor”
de esa familia, haciendo minima la media de los cuadrados de los residuos, es
decir,

kK p
,min SN fii i — (@)

i=1 j=1

donde h (z;) = h(x;,a1,...,a,) se ha seleccionado previamente y los aq, ..., am,
son desconocidos.

Regresion lineal

Sea (xi,y;, ni;) la nube de puntos a la que queremos ajustar la recta y = az+b.
Para ello, tenemos que hacer minima la siguiente expresién:

k p

®(a,b) =YY fij (y; —az; — b)?

i=1 j=1

LA lo largo de todo el tema lo que se haga para Y /X se puede traducir literalmente para
X/Y.



Derivamos e igualamos a cero:

k p k p 5 k p
= > > fyyjzita E > figz; +b2 > fijwi =0
i=1j5=1 1=1j=1 i=1j=1

k p

- qu%"’E Zf13331+b2 Zf”—O

i=1j=1 i=1j= i=1j=

k p k p 9 kK p

> 2 fuysri=a ]l Yo fuyri+b30 > fijwi
1=17=1 i=175=1 1=17=1

k
S fup=ay Y zf“mbz Zf”

1=17=1 1=17j= =1 7=

Ep: fi LY _aZfzol' +be10x1

Jj=1

Mw

Sistema de
ecuaciones
normales

Il
_

7

p k
Zl fojyj =a Zlfiomi +b
j= i=

k P
ZZf xzyJ*aZfzoz + bx (*)

i=1j=1 i=1
y=aT+b

De la segunda ecuacién resulta que
b=9y—ax
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y sustituyendo en (%) obtenemos:

k
> Y fijziy; = a'y fier + YT — aT’
i=1j=1 =

k
> 2 fymiy; —Ty=a <; fiex? —x2>

i=1j=1
= JXY)
2 7
O(x,)y) = aox =
— o p—
b=7y— 2507
Ix

Sustituyendo en la ecuacién de la recta obtenemos:

OXY) - OXY)_
B R
X X

_ _ Recta de regresion
y—7="3"(z-7) f

x deY/X

De forma andloga se obtiene que la recta de regresién de X Y es:

XYy
r— G%/ (v —7)

Las dos rectas de regresién se cortan en un punto que recibe el nombre de
centro de gravedad de la distribucién.

Vamos a estudiar los coeficientes de la recta de regresion:
Tenemos que

X,y _ O(X)Y)_
y = (2 )$+y_ (2 ) =
Ox Ox
luego
9(X,Y)
a =

o
que es la pendiente de la recta de regresién de Y,/ X. Por tanto, dependerd del
signo de la covarianza el que las dos rectas sean crecientes o decrecientes.

62.3.4 Analisis de la correlacion
Introduccion

Llamamos correlacién al grado de dependencia mutua que puede existir entre las
variables segin una determinada funcién de regresién. El objetivo de la Teoria
de la Correlacién es la determinacién de medidas que cuantifiquen la intensidad
con que las variables se relacionan segin distintas funciones de regresién, por lo
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tanto, lo que se va a pretender es “medir” la bondad de las funciones ajustadas
a los datos dados.
Segun el grifico anterior tenemos que

j— PR *
Cij =Y —Y
y por tanto, si los errores son grandes el ajuste serd malo, mientras que si los
errores son pequenos entonces el ajuste es bueno.

Llamamos varianza residual a la media de todos los residuos elevados al
cuadrado, es decir:

2 k 2 ko2 2
ory =2 > fiel; =20 >0 fis (Y —y7)

i=1j=1 i=1j=1

La varianza residual puede parecer adecuada como una primera medida de
la correlacién en el siguiente sentido: cuanto mayor sea la varianza residual peor
serd el ajuste, es decir, menor serd la intensidad con que las variables X e Y estédn
relacionadas mediante la funcién de regresién. Si embargo, como consecuencia
de lo anterior se complica mucho la comparacién entre la dependencia de los
diversos grupos de variables. Por lo tanto la Teoria de la Correlacién va a
definir como medidas de correlacién unos indices adimensionales que dependan
de los valores de las medidas y que armonicen el sentido entre el valor de las
medidas y el sentido de la correlacion.

Supongamos que es posible la siguiente descomposicién:

Varianza total = Varianza residual + Varianza debida a la regresion
2 _ 2 2
Oy =0py T 0y
donde
k
2 — \2
0% =Y fie@—7)
i=1
es la varianza debida a la regresion.

Definiciéon 9 Llamamos razén de correlacion de'’Y /X a la proporcion de vari-
abilidad de 'Y explicada por la regresion, es decir,

k
2 Zfio (E_y)z

g o
Y * =1
RCY/X =5 =7

> foj (y; =)
Jj=1
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De la descomposicién de la varianza resulta:

2 2 2 2 2

2 _ 2 2 O9y* _ 9% _ Oyy Oy* _ 1 _ vy

Oy« =0y — 0.y & 5 = 3 & o = 1 - &
Y Y Y Y Y

2
@1—%=RCY/X

La razén de correlacién es un indice adimensional que armoniza el sentido de
su valor numérico con la intensidad de la correlacién, es decir, a mayor valor de
la razén de correlacién mayor serd el grado de intensidad con que se relacionan
las variables.

Como consecuencia de lo anterior se tiene que:

0<RCy, x <1

Correlacién y regresién lineal

Supongamos que dada una distribucién bidimensional el modelo méas adecuado
que explica el comportamiento de una variable a partir de los valores de la
otra es un modelo lineal, es decir, una ecuacién del tipo y = ax + b, supuesta
ajustada por el método de minimos-cuadrados. Vamos a determinar el grado de
asociacién existente entre X e Y segtin esta funcidn, esto es, vamos a cuantificar
el grado en que las variables estan correladas segtin una recta. Por lo tanto, lo
que estamos midiendo es el grado de acierto al ajustar una recta a la distribucién
dada.

Vamos a ver si es posible descomponer la varianza en dos términos: varianza
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residual y varianza explicada por la regresién.

7= 2 foy oy =) = 3 fog [l — @i =) + (o + b= 7)) =

fij (az; +b— ?)2 +

I
]
M=
=
o
g
&

|

)
8
|
=
[V
+
-
M=

j=1

+2 Z > fij (ys — az; —b) (az; + b - 7) (%)

k »
A:QZZflj(yj—axz—b)(aa:ler—@):
k j2
=2> (ax; +b—7) Zlfij(yj_axi_b):
j=

k P
=23 (azi+b—ax —0b) Y fij (y; —ax; —b)
, =

—
=
-

Il
_

M=

k
= 2@2 fio (1’1 —f)

" (y; —ax; —b) =0
(2) = J fJ (yj )

1

donde en (1) hemos tenido en cuenta que ¥ = aZ + b y en (2) que f;; = fz.f]Z
Como

k p 9 9
> 2 fij Yy —awi —b)” =07y

sustituyendo en (x) obtenemos que:

2 2 2
Oy = 0.y + 0y«

Definicién 10 Llamamos razén de correlacion lineal a la proporcion de vari-
abilidad de 'Y explicada por la recta de regresion, es decir:

k
2 fio (az; +b—7)° 5
2 _ Oy~ _ i=l _1_ Oy
Tt = —— = =1
. — o2
Zlf-j (y; =)
=

Como consecuencia de la definicién se tiene:

0<r’<1
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Veamos la interpretacién de r? :

Si 72 = 1 entonces se dice que existe correlacién lineal perfecta entre X e Y,
es decir, la correlacién lineal es maxima. Por tanto, la recta ajustada explica
perfectamente el comportamiento de una variable por la otra. En esta situacién
la recta ajustada va a pasar por todos los puntos de la nube.

Si r? = 0 entonces se dice que existe correlacién lineal nula entre las variables
X e Y, es decir, que no existe asociacion lineal entre las variables. Por lo tanto,
la recta ajustada no explica en absoluto el comportamiento de una variable en
relacién con la otra. Ahora bien, esto no quiere decir que las variables sean
independientes, sino que no estdn relacionadas mediante una recta.

Si 0 < r? < 1 entonces existe cierto grado de correlacién lineal, que sers
mayor cuanto méas préximo esté a 1 y ello nos informara de la validez del ajuste,
y cuanto mds préximo esté a cero menor serd la intensidad de la relacion lineal
de las variables, por lo tanto peor sera el ajuste.

Vamos a dar una expresiéon analitica de la razén de correlacién lineal:

fij ((Liﬂi —l—b—af— b)2 =
1

Kk p )
oy. =2 2 fij(azi +b—-7)" = Y

P
i=1j=1 i=1j=

2k L —=\2 UXY22 Xy
—a? Y Y fiy (-7 = (2) ok =

i=1j=1 X X
2
9 IX.y
P2 = Iy %  Oxy
02 02 ool
Y Y X0y

Proposicién 11 r? es invariante por cambio de origen y de escala.

La razén de correlacion lineal también se puede expresar en funcién de los
coeficientes de regresién:

g
y=ax+bcona= =

2
7 / ;) _ 9
r=dady+b conad = e

Vamos a definir ahora el coeficiente de correlacién lineal.

Este coeficiente va a ser una medida de correlacién que ademéas de medir el
grado de asociacién lineal entre las variables nos va a informar sobre el cardcter
de esta relacion, es decir, si es positiva o negativa, entendiendo que si es positiva
las variables van a crecer en el mismo sentido y si es negativa las variables
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crecerdn en sentidos opuestos. En la primera situacién tendremos rectas de
regresiéon crecientes y en la segunda rectas de regresién decrecientes.

OX,y
r=vr?=—"—=+vaa
OXxX0Yy

Como consecuencia de su definicién se verifican:
(1) El signo de este coeficiente es el signo de la covarianza.
(2) -1<r<1

Proposiciéon 12 El coeficiente de correlacion lineal r es invariante por cambio
de origen y de escala.

Vamos a interpretar este coeficiente:

Sir = 1 se dice que existe correlacién lineal perfecta positiva, es decir, la
recta de regresion explica perfectamente el comportamiento de las variables (a
medida que aumenta una aumenta la otra). Por tanto, la recta ajustada pasa
por todos los puntos.

Proposicién 13 Sir =1 las dos rectas de regresion coinciden.

Si r = —1 se dice que existe correlacién lineal perfecta negativa, es decir,
la recta de regresién explica perfectamente el comportamiento de las variables
(a medida que aumenta una disminuye la otra). Por tanto, la recta ajustada
pasa por todos los puntos, y aunque la intensidad de la asociacién es méxima
las variables crecen en sentidos opuestos.

Proposiciéon 14 Sir = —1 las dos rectas de regresion coinciden.
Si r = 0 se dice que la correlacién lineal es nula, es decir, X e Y no estdn
relacionadas mediante una recta y, por lo tanto, la recta ajustada no explica en

absoluto el comportamiento de las variables.

Proposicién 15 Sir = 0 las rectas de regresidn son perpendiculares entre si y
paralelas a los ejes de coordenadas.

Proposicién 16 Si X e Y son independientes, entonces r = 0, ahora bien
r=0+ X eY independientes
Si 0 < r <1 se dice que existe cierto grado de correlacion lineal positiva, es
decir, que las variables crecen en el mismo sentido y por lo tanto las rectas de

regresion son crecientes y la intensidad de correlacién serd mayor cuando r — 1
y més débil cuando r — 0.

Si —1 < r < 0 se dice que existe cierto grado de correlacién lineal negativa,
es decir, las variables crecen en sentido opuesto, por lo tanto las rectas de
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regresién son decrecientes y la intensidad de la dependencia lineal serd mayor
cuando r — —1 y menor cuando r — 0.

-
ol T=-1 0! -1<r<g_ °x ol =0 - ol 0<r<i 0l pr :

dep. funci i .
P funcional dep.aleatoria indep. aleatoria dep. aleatoria dep. funcional
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