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61.1 Desigualdad de Markov

Teorema 1 (Desigualdad de Markov): Si g(X) es una funcion medible de
una variable aleatoria X tal que g (X) > 0, entonces:

k>0 Plg(x) >k} < 29K

siempre que AEg (X).

Demostracién:
Sea S: {z € R:g(x)> k}. Entonces:

By (X) = / g () dFy (z) = /S g (z)dFy (2) + / g (@) dFy (2) >

SC
> /deX () = kP {g (X) > k}
S

1



y por tanto:
Eg (X)
k

V>0 Plg(X)>k}<

como querfamos demostrar. [J

61.2 Desigualdad de Tchebyshev

61.2.1 Acotaciéon de Tchebyshev

En las misma hipétesis del teorema de Markov, si tomamos g (X) = (X — a)?
y k = r202, siendo a; y 02 respectivamente la media y la varianza de la variable
aleatoria X, tendremos:

Bl(x-a)’] 2

r2g2 r2g2 r2

P{(X —om)? > 7"202} <
es decir,
1
P{X —ai|>ro} <
r

Ast:
P{X —ai|>ro} <
r

61.2.2 Desigualdad de Tchebyshev generalizada
Teorema 2 (Desigualdad de Tchebyshev): Sig es una funcion medible no

negativa de la variable aleatoria X y IE [g (X)k} , entonces:

E[g(X)k}
P{g(X)>t} < 7

Demostracién:
Sea S ={x € R: g(x) <t}, que es un conjunto medible. Entonces:

Eg(X)k:/Rg(x)deX (a:):/

g ()" dFy (z) + / g ()" dFy (z) >
S

c

> / g(2)"dFx (z) > / thdFy (z) = t"P{X € 5}
siendo esta desigualdad estricta si P {X € S¢} # 0. Es decir,

kS ik E[Q(X)k}
Eg(X)" > #*P{g(X) >t} = P{g(X) >t} < ———

como queriamos demostrar. []



61.2.3 Casos particulares

Si hacemos ¢ (X) = |X — EX| y k = 4, entonces:
P{X - EX|>t}<ta
<

Asi, dada una variable aleatoria X con desviacién tipica finita o, la probabilidad
de que esté situada la masa en un intervalo de longitud 2to centrado en su media,
es mayor o igual que 1 — t% :

1
P{EXthJSXSEXJerJ}zlft—Q

En particular:

P{EX —20 < X < EX +20} >

o

P{EX -30 < X <EX+30}>

©loo

61.3 Variable aleatoria normalizada

Definicién 3 Una variable aleatoria se dice tipificada, normalizada o estandarizada
si1 tiene esperanza matemdtica cero y desviacion tipica uno.

Proposiciéon 4 Sea X wuna variable aleatoria con
EX=p y Var(X)=0o"

. . . X— . .
Definimos la variable aleatoria Y = ==£. Entonces, la variable Y tiene esper-
anza matemdtica cero y desviacion tipica uno.

Demostracion:
Se tiene que

EY=E[X;“] = BX -yl = (BY ~ )= () =0
y por otra parte
Var(Y)=E[Y - EY))? = E [Y?] (1)

yva que EY = 0 segin se demostré anteriormente.
De la igualdad (1) resulta:

(2] = e for -] = o=

como queriamos demostrar. []

Var(Y)=F




61.4 Coeficiente de variaciéon de Pearson

Sea X una variable aleatoria tal que

EX =pu
Var (X) = o?

donde la desviacién tipica ¢ indica la dispersién de los valores de X con relaciéon

a la media pu.

Un problema que se plantea al intentar comparar las distribuciones de dos
variables aleatorias X e Y es que tanto la media como la desviacién tipica de
estas distribuciones dependen de las unidades de medida de las variables X e Y.
Para soslayar esta dificultad se introduce una medida denominada coeficiente de
variaciéon de Pearson que no depende de las unidades de medida usadas, de tal
manera que entre dos distribuciones diremos que posee menos dipersién aquella
cuyo coeficiente de Pearson sea menor.

Definicién 5 Dada una variable aleatoria X con EX = u y desviacion tipica
o, se define el coeficiente de variacion de Pearson por:

cv="2
I

Este coeficiente se usa frecuentemente para medir la dispersién en las dis-
tribuciones de frecuencias ya que es muy usual que cuando se tienen dos o més
distribuciones de frecuencias éstas no vengan dadas en las mismas unidades.

61.5 Aplicaciones al analisis estadistico de datos

61.5.1 De la desigualdad de Tchebyshev

Al estudiar la distribucién de probabilidad binomial en el tema 65 se ha com-
probado que la variable aleatoria

1
XZ*Yn
n

que indica la frecuencia relativa del suceso aleatorio A, de probabilidad p en
n pruebas independientes puede tomar los valores:

y sus probabilidades vienen dadas por

=g (e

donde g =1 —p.



Se compruba sin dificultad que:

p=EX=E[y,]=E= =12 —,

o? =Var(X) =Var (+Y,) = Var(Yn) _ npg _ pg

n2 n n
Aplicando la desigualdad de Tchebyshev a la variable aleatoria Y = %Yn

resulta:
1 pq 1
P||-Y, — ki/—| >1—— 1

Si tomamos k% = qa, se puede tomar n suficientemente grande para que dado

€ > 0 se cumpla que
R P4 L P 2)
n  Jal n

para lo cual ha de suceder que

pq
> -
"7 ez
y al sustituir (2) en (1) queda
Y,
P[—p‘<s]21—pq2 (3)
n ne

La desigualdad (3) se conoce con el nombre de Teorema de BERNOUILLI y
nos indica que hay una probabilidad tan préxima a 1 como queramos de que,
tomando n suficientemente grande, pero fijo, se tenga

Y,
n

Cuando la probabilidad p es desconocida, el nimero T' = pg = p(1 —p) =
p —p? se puede acotar por % que es el mayor valor que puede tomar la expresién

T = pq.

61.5.2 De la variable aleatoria normalizada

La distribucién de probabilidad normal es de uso muy frecuente y su funcién de
densidad de probabilidad es

1 1 (z—p 2
f(z)= exp{ —— Vr e R
ovV2m 2 o
donde i y o representan la media y la desviacién tipica respectivamente.
En el caso de que p =0y o =1, la funcién de densidad es

f@) = —=e %




llamada distribucién normal tipificada.

Para el célculo de probabilidades correspondientes a fenémenos que siguen
la ley de distribucién normal es preciso tipificar las variables aleatorias, ya que
todas las tablas proporcionan probabilidades de la distribucién N (0, 1).

61.5.3 Del coeficiente de variacion

En el apartado 3 del presente tema se ha explicado la utilidad del coeficiente de
variacion de Pearson para comparar dos distribuciones analizando la dispersién
de cada una de ellas.



