Tema 60

Parametros estadisticos.
Calculo, significado y
propiedades

60.1 Parametros estadisticos de una variable es-
tadistica

60.1.1 Introduccion

Los dos diagramas “diferencial e integral” definidos en el tema 59 nos dan una
representacién visual de las variables estadisticas. La vista saca sucesivamente
dos impresiones:

- por lectura de la escala de abscisas, retiene los valores de la variable situados
en el centro de la distribucién: valores de tendencia central.

- por lectura de las desviaciones a la tendencia central, una mayor o menor
fluctuacién alrededor de los valores centrales: es lo que se llama dispersion.

Estos dos elementos sintéticos de una distribucién estadistica permiten com-
paraciones.

Los resumenes cuantitativos que informan de la variable los llamaremos
estadisticos o caracteristicas estadisticas.

60.1.2 Caracteristicas de tendencia central
Media aritmética

Definicién 1 La media aritmética de una variable se define como la suma de los
valores de la variable multiplicados por su frecuencia relativa correspondiente.
Si llamamos X a la variable y x; a sus valores, la media aritmética la notaremos



por T y se define por:
k L
T = z;fz% = ﬁ;nzxz
1= 1=

Si la variable estadistica es discreta se aplica directamente la férmula, pero
cuando es continua se toman como valores x; las marcas de clase de los intervalos
y como frecuencias las de los intervalos.

Propiedades (1) La media de las diferencias a la media es cero, es decir,

k
Zfl (Z‘i —E) =0
=1

Demostracién:

k k k k
S fiwi—w) = fiwi-Y f@=7-Ty fi=F-7=0 C.Q.D.O
i=1 i=1 i=1 i=1

(2) La media de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media es min-
ima.
Demostracion: A
Sea Q(a) = 3 fi (x; — a)®. Veamos para que valor de a es minima Q (a).
i=1

Para ello derivamos e igualamos a cero:

Q@ =23 Sl - =08 Y filsi-a) =0
i=1 i=1

k k
0= fizi—ad fi=Z—-a<a=7 C.Q.DO
i=1 =

i=1

k
A la cantidad ) f; (z; — T) se le llama varianza de la variable X.
i=1

(3) Si multiplicamos todos los valores z; de una variable X por una cte k,
entonces la media queda multiplicada por k.
Demostracion:

Tenemos que probar que kz = kT.

k k
kx=> fi(kz;) =k (Z fm) =kz C.Q.D.O
=1 i=1

Media geométrica, cuadratica y arménica

Definicién 2 Se define la media geométrica de la variable estadistica X por:

. n ni ne
G= {/zi".x k=

i=1



Utilizando logaritmos y antilogaritmos se puede dar una expresién més op-
erativa para calcular la media geométrica:

1
k w k k k
log G = log (H acfl) = Llog (H x:“) =13 log(zl") =1 Y n;logz; =
i=1 i=1 i=1

i=1
k k
= G = {|[] = = antilog (Z "1171"93’)
i=1 i=1

donde log es la funcién logaritmo natural y antilog es la funcién exponencial
natural (de base e).

Definicién 3 Se define la media cuadrdtica de la variable estadistica X por:

Definicién 4 Se define la media armdnica de la variable estadistica X por:

1
H=—

k 1
> fig
i=1

La relacion existente entre las medias es la siguiente (como se puede com-
probar facilmente):

H<G<zT<Q

Mediana

Definicién 5 Se define la mediana como aquel valor de la variable tal que,
supuestos ordenados los valores de ésta en orden creciente, la mitad son menores
o iguales y la otra mitad son mayores o iguales que dicho valor.

Cdlculo Datos sin agrupar:

La figura siguiente correspondiente a un diagrama de frecuencias absolutas



acumuladas, recoge las dos situaciones que se pueden presentar.
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Si la situacién es como la de la figura de la derecha, es decir, si

Nj,1 < g <Nj

entonces la mediana es

Me:xj

Si la situacién que se presenta es como la de la figura de la izquierda, entonces
la mediana queda indeterminada, aunque en este caso se toma como mediana la

media aritmética de los dos valores entre los que se produce la indeterminacion;
asf pues, si

n
Nj_l = 5 < Nj
entonces la mediana es
Ti_1+x
M, = J 12 J

Datos agrupados:

La figura siguiente, correspondiente a un poligono de frecuencias absolutas

4



acumuladas, nos plantea de nuevo dos situaciones diferentes a considerar

n 4+ L
1
'

Y o n/2
L 1

. I S A
Zj1 Zj

El mas sencillo, el de la derecha, en el que existe una frecuencia absoluta
acumulada Nj tal que § = Nj, la mediana es:
Me = :Ej

Si la situacién es como la que se presenta en la figura de la izquierda, en la
que

n
Nj—l < 5 <Nj

entonces, la mediana, estd en el intervalo [x;_1,x;][, es decir, entre z;_; y z;,
toméandose en ese caso, por razonamientos de proporcionalidad, como mediana
el valor

3

2 _N;
2 j—1
M= 1+ 2—"—¢
nj

siendo ¢; = x; — x;_1.

Propiedades 1) La mediana sélo depende del orden en que estén colocados
los valores y no de los valores en si.

2) La mediana de una variable discreta es siempre uno de los valores posibles
de la variable y es mds concreta que la media.

3) Es respecto de la mediana cuando la desviacién absoluta media (concepto
que se definird mds adelante) es minima.

Moda

Definicién 6 La moda se define como aquel valor de la variable al que corre-
sponde mdzima frecuencia (absoluta o relativa).

La moda es facil de calcular y posee un significado concreto excelente.
Ademsds, algunas distribuciones pueden presentar varias modas (son las de-
nominadas plurimodales), que corresponden cada una a un méximo local del
diagrama diferencial.



Para calcularla también serd necesario distinguir si los datos estdn agrupados
0 no.

Cidlculo Datos sin agrupar:

Para datos sin agrupar, la determinacién del valor o valores (ya que puede
haber més de uno) modal/es es muy sencillo. Basta observar a que valor le
corresponde una mayor n;. Este serd la moda.

Datos agrupados:

Si los datos se presentan agrupados en intervalos es necesario, a su vez,
distinguir si éstos tienen o no igual amplitud.

Si tienen amplitud cte ¢, una vez identificado el intervalo modal [z;_1, z;],
es decir, el intervalo al que corresponde mayor frecuencia absoluta

n; = max (ng, ..., Ng)

la moda se define, también por razones geométricas como
nj+1
MO = iCj,l + J
nj—1 j+1

Si los intervalos tuvieran distinta amplitud c;, primero debemos normalizar
las frecuencias absolutas n;, determinando los cocientes

"

I = Vi=1,..k

G

y luego aplicar la regla definida para el caso de intervalos de amplitud constante
a los l;. Es decir, primero calcular el [; = max (l1,..,l;x) para determinar el
intervalo modal [z;_1,2;[ y luego aplicar la férmula

L
M, =@, +—3%L
j—1 lj—1+lj+l J

siendo ¢; = x; — x;_1.

Propiedad: Relacién entre la media, la moda y la mediana
Generalmente, la mediana estd comprendida entre la moda y la media, es decir,

My, <M.<=Z

60.2 Medidas de posiciéon no central

60.2.1 Cuantiles

Definicién 7 El cuantil p,;,, v = 1,...k — 1 se define como aquel valor de
la variable que divide la distribucion de frecuencias, previamente ordenada de
forma creciente, en dos partes, estando el (100%) % de ésta formado por valores
menores que Py -



Si k = 4 los (tres) cuantiles reciben el nombre cuartiles. Si k& = 10 los
(nueve) cuantiles reciben, en este caso, el nombre de deciles. Por tltimo, si
k =100 los (noventa y nueve) cuantiles reciben el nombre de centiles.

Obsérvese que siempre que 7 y k mantengan la misma proporcién (%) ob-
tendremos el mismo valor. Es decir, por ejemplo, el primer cuartil es igual al
vigésimo quinto centil.

En este sentido, la mediana M, es el segundo cuartil, o el quinto decil, etc.

Para el célculo de los cuantiles de nuevo hay que considerar si los datos
vienen o no agrupados en intervalos.

Datos sin agrupar:
Si los datos vienen sin agrupar y

r
Nj_l < %TL < Nj
entonces, el r— ésimo cuantil de orden k serd
Pr/k = Tj

valor al que corresponde la frecuencia absoluta acumulada ;.

Si la situacion fuera de la forma

r
Nj—l = %n < Nj
tomarfamos, en esta situacién indeterminada,
Tj—1+ T
Pr/k = 9

Datos agrupados:
Si los datos se presentan agrupados y, para algin j, fuera

r

%n =N;
entonces, el r— ésimo cuantil de orden £k serfa
Prjk = Tj
Por 1ltimo, si fuera
N; 1 < %n < N;

el intervalo a considerar serfa [z;_1,z;[, al que corresponde frecuencia absoluta
n; y absoluta acumulada N;, siendo entonces el cuantil el dado por la expresion,

5" = Nj-1
pr/k:xj_l—Fch Vr=1,...,k—1
j

en donde ¢; es la amplitud del intervalo [x;_1, z;[.

Si el intervalo a considerar fuera el [z, 1], se tomaria en la expresién anterior
Nj1= =0.



60.3 Caracteristicas de dispersion

60.3.1 Introduccion

Las medidas de posicién estudiadas en las secciones anteriores servian para re-
sumir la distribucién de frecuencias de un sélo valor. Las medidas de dispersion,
a las cuales dedicaremos esta seccion, tienen como propdésito estudiar lo concen-
trada que estd la distribucién en torno a algin promedio.

60.3.2 Caracteristicas de dispersiéon absolutas
Varianza

Definiciéon 8 Es la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones a la
media, es decir,

k k
ok =V(X)=Var(X) =3 filwi 7 = - > mi (o~ )
i=1 =1

(donde si la variable es continua, x; representa las marcas de clase).

Veamos algunas propiedades de la varianza:

(1) 6% >0

La varianza tomard el valor cero si la distribucién presenta un tnico valor,
en cuyo caso T = x1, y por tanto la distribucién no presenta dispersion.

(2) La varianza es la medida de dispersién 6ptima

(3) Si a los valores de una variable les sumamos una cte, la varianza de la
nueva variable asi construida coincide con la varianza de la variable original.
Demostracién:

Consideramos la variable X con valores x; y construimos la variable Y con

valores y; = z;+b Vi =1,....k, y b € R. Tenemos que demostrar que 0% = 0%..

k k

k
oy = filyi—9)°=> filwi+b-T+b)>=> fi(w;—7)’=0%x O
=1

i=1 i=1

(4) Si todos los valores de una variable X son multiplicados por a € R,
entonces 0% = a?0% donde Y = aX.
Demostracién:

Consideramos la variable X con valores x; y construimos la variable Y con
valores y; = x; + b Vi = 1,...,k, y b € R. Tenemos que demostrar que

2 _ 2.2
Oy =Q°0%.



(5) Teorema de Konig

k
2 2 _ 2
ox = E fiz; — @
i=1

Demostracién:
o —lin(m»—f)z—lin(acz—%c-f—i—ﬁ)—
X_ nl:1 T 3 - nl:1 T L 1 -
N pa? 9w mg LN
=2 nwy —2T Y x4 Y nT =
i=1 i=1 i=1

k
=15 na?-222+7% =Y fia? - 77 C.Q.D.O
=1

i=1

Desviacién tipica

Definicién 9 FEs la raiz cuadrada positiva de la varianza, es decir,

La desviacién tipica no tiene un sentido muy concreto en si misma. Tiene
significado sélo para comparar distribuciones.

60.3.3 Caracteristicas de dispersion relativas

Vienen dadas en forma de coeficientes adimensionales, lo que va a favorecer la
comparacion entre los grados de dispersién de distribuciones heterogéneas.

Coeficiente de variacién de Pearson

Definicién 10 Es el coeficiente
cv=2%
T

Es una cantidad sin dimensién, independiente de las unidades elegidas, es
decir, invariante si se efectia un cambio de escala. Por tanto, permite comparar
distribuciones., y en este sentido, cuanto mds pequeno sea dicho coeficiente, més
homogénea serd una variable al compararla con otra.

Otra propiedad muy importante de este coeficiente es la siguiente:
e Si T < 0 = T no tiene representatividad ninguna
e Si o =0= CV =0 = hay méxima representatividad de la media
(no hay dispersién)



60.4 MOMENTOS

60.4.1 Momentos no centrales y centrales

Definicién 11 Sea r € NU{0} y a € R. Se llama momento de orden “r”
respecto de “a” a la cantidad

k 1k
T ks
amr =Y fi(zi — a) = > ;i (z; — a)
i=1 i=1
Segun los valores de a se definen varias clases de momentos:

Definicién 12 Se llama momento no central de orden r 6 respecto de a =0 a
la cantidad

k

T

m, = E fix
i=1

Definicién 13 Se llama momento central de orden r 6 respecto de a = T a la
cantidad

k
pe =Y filwi—7)
i=1

Los primeros momentos de ambos tipos son:

k

mo= ) fi=1 po =1
=1
k k

my =) fixz;=T = fi(zi—7)=0
=1 =1
k k 9

my =Y fix] =o0® +T° py = > fi(z; —T)" =02
=1 1=1

60.4.2 Relacién entre los momentos
Proposicién 14 Momentos centrales en funcion de los no centrales
—

o = :<—1>t (7)o (0ot - 1)

t=

10



Demostracion:

k r
My = ;fz Ti— my = ;fit;)(fl)t (t)mlx;_t:
, k
= 2 (1 (i) fial ™ =
- i=1
——
=2 t(r t r—1 r 1 r (T r
= t;O (—1) (t)mlmr,t—‘r (_1) r—1 ml mq + (_1) - ml moy =
=m;‘ =
=r =1
=2 t (r r—1 r
= ;0 (=1 ()mime—e + (=1)" " rm{ + (=1)"m] =

r—2
=X (D" OYmimy—s + (1) 'mi(r—1)  C.Q.D.O

Proposiciéon 15 Momentos no centrales en funcion de los centrales

r—2
r r
WM‘ZZE::<t>7n§MTt+_Wh

Demostracion:

k k k T
m, = _;fiwf = ;fi (@ —ma) +ma]" =3 fi 3 (mh (@ —ma) ™" =

i=1 t=0
r k
= 3 (Imi Y filai—m) =
= i=1
=, _,
r—2 , . , - r
= tzo (Dmip e+ ()mi™ py + (r) mi\/@/:
=0 :,1-/ =1
T—2’
= ;O (Ymip,_,+mj  C.Q.D.O

Asi, para r = 2,3,4 tenemos:

s = mg —m3 (Teorema de Konig)
s = maz — 3mamy + 2m:1)’
Ly =my —4dmsmy + 6m%m2 — 3m‘11

ma = p1y + m3 (Teorema de Konig)
ms = g + 3ugmy +m?
my = iy + 4usmy + 6pom3 + m3

11



60.5 CARACTERISTICAS DE FORMA

Adems3s de la tendencia central y de la dispersién, se puede tratar de caracterizar
la forma de una distribucién mediante indices resumidos: indices de asimetria
y de aplastamiento. Estos indices nos indican cual es la forma de distribucién
de la variable.

La simetria estudia la falta de simetria de la variable X respecto del eje
vertical x = T.

Definicién 16 Una distribucion de frecuencias se dice simétrica si lo es su
representacion grifica o, lo que es lo mismo, cuando son iguales las frecuencias
correspondientes a valores de la variable equidistantes de una valor central.

B &

oM

wom o

Si una distribucion es simétrica, se verifica tanto en el caso discreto como en
el continuo que:

T=M,= M,

Definicién 17 Diremos que una distribucion es asimétrica a la derecha o pos-
itiva cuando las frecuencias descienden mds lentamente por la derecha que por
la izquierda o, lo que es lo mismo, en la representacion grifica la rama de la
derecha es mds larga que la de la izquierda respecto de la moda.

12



En este caso se verifica que:
z > M,

Definicién 18 Diremos que una distribucion es asimétrica a la izquierda o
negativa cuando las frecuencias descienden mas lentamente por la izquierda que
por la derecha o, lo que es lo mismo, en la representacion grifica la rama de la
1zquierda es mas larga que la de la derecha respecto de la moda.

30 A

25—

m.

15 1

En este caso se verifica que:

T < M,

60.5.1 Coeficientes de asimetria'

Coeficiente de FISHER

k N\ 3
T —T By B
m(X)zzfi(’U ):J—g:—g
=1

Este coeficiente no tiene dimensién, es invariante por cambio de origen y de
escala, y nulo para las distribuciones simétricas.

60.5.2 Coeficientes de aplastamiento

Se define la curtosis o aplastamiento de una variable mediante la comparacién de
dicha variable con la variable patrén, denominada variable normal o de Laplace—
Gauss, y mide la agrupacién de los valores de la variable en torno a la media

1Si 4 (X) es un coeficiente de asimetrfa de los que se van a definir a continuacién, entonces
se tiene el siguiente criterio de asimetria: si ¢ (X) > 0 la asimetria es positiva; si ¢ (X) = 0
es simétrica ; y si ¢ (X) < 0 la asimetria es negativa.

13



(cuanto mds concentrados, mayor serd el agrupamiento).

Coeficiente de curtosis de Pearson

k =\ 4
Wz(X):Zfz‘(xZ x) g M4 g _Ha
i=1

o ot 13

En las proximidades de la media si:

(1) 75 (X) > 0 = la distribucién es mds apuntada que la normal y se de-
nomina leptocirtica.

(2) 75 (X) = 0 = la distribucién es igual de apuntada que la normal y se
denomina mesocirtica.

(3) 75 (X) < 0 = la distribucién es menos apuntada que la normal y se
denomina platicurtica.

Leptocirtica

Mesocurtica

Platictrtica

Es un coeficiente sin dimensién e invariante por cambio de origen y de es-
cala, en el que la cte 3 se elige de modo que el coeficiente sea nulo cuando la
distribucién es normal.

Debido a la desigualdad p, > o*, el coeficiente de aplastamiento es siempre
mayor que -2, y es igual a -2 en el 1lfmite, es decir, cuando las observaciones z; son
iguales entre sf o cuando existen solamante dos valores posibles con frecuencias
iguales.
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