Tema 31

Integraciéon numeérica.
Métodos y aplicaciones

31.1 Planteamiento del problema

31.1.1 EIl problema de la integracién numeérica

Sea f : [a,b] — R una funcién integrable en [a, b] y conocida en puntos o, ..., Tp.
Una férmula de integracién numérica basada en dicha informacién es un expre-
sién del tipo:
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donde Y o f (x;) es una aproximacién de [ f (z)dz y R(f) es el error que se
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comete al tomar dicha aproximacion.

Los primeros dos problemas que se nos plantean al obsevar la férmula ante-
rior son:

1°) {Cémo dar valores ”adecuados” a los «;?.
2°) Determinar R (f) o al menos dar una cota superior.

31.1.2 Foérmulas de integracién numeérica

Vamos a abordar en primer lugar el cdlculo de los coeficientes «;.
Consideramos el polinomio de interpolaciéon de grado n de f (z), esto es,
f(z) = pn (z) + E, (z), e integramos:
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donde R(f f E, (z)dz y en (1) hemos usado la férmula de Lagrange para

el polinomlo de 1nterpolacic’>n.

Esta férmula se interpretra diciendo que para calcular un valor aproximado
de la integral de f en [a,b] podemos calcular el valor de la integral de su poli-
nomio de interpolacién en unos puntos dados.

Si elegimos «; = f l; (x) dz obtenemos una férmula de tipo (%) que llamare-

mos de tipo interpolatorio clésico:
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Definicién 1 Diremos que una formula de tipo (x) es exacta para una funcion
integrable ¢ sii R(¢p) = 0.

Veamos que relacién hay entre la exactitud de una férmula de integracién
numérica y las férmulas de tipo interpolatorio cldsico. Dicha relacién nos la da
el siguiente :

Teorema 2 Una férmula de tipo (x) es exacta en P, si, y sdlo si, es de la
forma (xx) (esto es, es de tipo interpolatorio cldsico).

Demostracion:
=) Supongamos que es exacta en P,,, entonces es exacta para los polinomios
de Lagrange asociados a xg, ..., Tp : lp (), ..., 1, (z), esto es,
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<)SiqeP, = p,(x) =q(z) = fpn (z)dx = fq(a:) dr = (férmula de
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Lagrange) Z:Of (x;) [1; (x)dx = [q(xz)dx = R(q) =0. c.q.d.s

31.1.3 Estudio del error en las férmulas de tipo interpo-
latorio.

Sabemos que F () = f (z) — p(z) y en el tema de interpolacién vimos que

E(z)= flzo, ., zn; 2] T (x)
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siendo I (z) = [] (xz — i), y si f es de clase C""! en un intervalo, como el
i=0

[a, b], que contenga a los z;,
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donde ¢ € |a, b].
En el caso de las férmulas de integracién numérica de tipo interpolatorio, el
error R (f) tomard la forma:
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A veces se puede simplicar esta expresiéon. Para ello suele usarse el Teorema
del Valor Medio para integrales, que dice que si una funcién g es integrable en
[a,b] y no cambia de signo en ]a, b[ y otra funcién f es continua en [a, b, se tiene

/f<x>g<x>dm=f<n>/g<x>dx
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siendo 7 € ]a, b[.
Asi, si II (z) no cambia de signo en [a, b], se tiene:

=0
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con (¢ € la,b[, y como ademés
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siendo 7 un punto intermedio entre a y b, se tiene:
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Por otra parte, si f € C""!([a,b]) y M = ]\é[aézcb‘f"“ ()| se tiene la

siguiente acotacion del error:
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