Tema 26

Derivada de una funcion en
un punto. Funcién
derivada. Derivadas
sucesivas. Aplicaciones

26.1 Introduccién

En el estudio del movimiento de un punto nos interesa saber en cada instante
dénde estd y cémo se mueve. El primer objetivo lo proporciona el conocimiento
de la variacién temporal del vector de posicién, y para saber cémo se mueve, es
decir, qué va a pasar con el punto mévil en instantes sucesivos, se introduce en
fisica una nueva magnitud llamada velocidad.

Supongamos que cierto punto P se traslada en un intervalo de tiempo At =
to —t1 desde el punto 1 hasta el punto 2, caracterizados respectivamente por los
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vectores de posicién 7{ y 73.
Se define la velocidad media @ meq en el intervalo de tiempo At como:

_ AT
U med = E

La direccién de la velocidad media coincide con A7, es decir, queda deter-
minada por la cuerda que une los extremos del tramo de trayectoria correspon-
diente y su sentido es el del movimiento.

La velocidad instantdnea, v, se define como:

- A7 T (AL =T (1)
v = lim — = lim
At—0 At At—0 At

es decir, como la rapidez de cambio del vector de posicién con respecto a t.
Este vector es tangente a la trayectoria y su sentido es el del movimiento.

26.2 Concepto de derivada

Definicién 1 Sea f: A - R ya € AN A’ (es inmediato que a € (A — {a})’).
Se dice que f es derivable en a s

3 lim 7f(13:£(a) = f"(a)

Tr—a

en cuyo caso el limite anterior recibe el nombre de derivada de f en a.

Obsérvese que solamente tiene sentido hablar de derivada de una funcién en
puntos de su dominio de definicién que sean a la vez puntos de acumulacién del
mismo.

Si BC AN A’, diremos que la funcién f : B — R es derivable en B cuando
f sea derivable en todos los puntos de B. Sea

C:={ae AN A : f es derivable en a}
La funcién

f o C—=R
a € C— f'(a)

recibe el nombre de funcién derivada de f.

La caracterizacién dada en su momento del limite funcional nos da ahora
automdticamente una caracterizacion de la derivabilidad de una funcién.



Proposicién 2 Sea f: A—R yaec ANA'. Son equivalentes:
i) f es derivable en a
it) AL € R tal que

Ve>0,30>0:s0<|x—a|<d=|f(z)— f(a)— L(z—a)|<el|x—aq
En el caso de que se cumplan i) y ii) se tiene que L = [ (a)

Damos a continuacién otra caracterizacion de la derivabilidad que nos va a
permitir poner de manifiesto el significado geométrico del concepto de derivada.

Proposicién 3 Sea f: A—>R yaec ANA'. Son equivalentes:
i) f es derivable en a
ii) f es continua en a y g : R =R afin tal que

i £ @) = (@)

r—a Tr—a

=0

En caso de que se cumplan (i) y (ii) se tiene que
g(@)=f'(a)(x—a)+[f(a), VxR

Y como consecuencia g es unica.

Es importante destacar que la afirmacion i) = 4i) nos da una relacién entre
las dos familias mds importantes de funciones de variable real que han apare-
cido hasta aqui: ”Toda funcién derivable en un punto es continua en ese punto”.
Ademss, el reciproco no es cierto. Si D (A,R) :={f: A — R : f es derivable en A},
lo anterior se expresa del siguiente modo:

D(A,R) C C(A,R)

Definiciéon 4 Sea ACR yac ANA'. Si

3 lim L0 o g7 (a)
z<a

diremos que f es derivable por la izquierda en a y que la derivada por la
1zquierda de f en a es el valor del limite anterior. Si

3 lim FE=H = 1 (o)
z>a

diremos que f es derivable por la derecha en a y que la derivada por la
derecha de f en a es el valor del limite anterior.

El siguiente resultado nos da la relacién entre la derivada en un punto y las
derivadas laterales en ese punto:



Proposiciéon 5 Sea f: A —R yae ANA'. Entonces, f es derivable en a si,
y solo si, f es derivable por la izquierda y por la derecha en a y f! (a) = f’ (a).
En cuyo caso,

f'(a) = f} (a) = f (a)

Para terminar este apartado, veamos la interpretacién geomeétrica de la
derivada:

a a+h

Considerando el tridngulo de vértices (a, f (a)), (a + h, f (a)) y (a + h, f (a + h)),
y teniendo en cuenta el dibujo resulta que

fla+h)—f(a) _
f—tanﬁ

y tomando limites obtenemos

— 1im fleth)—f(a) _
tan 8 = }lllir})f = f'(a)

es decir, “la derivada de una funcién f en un punto a es la pendiente de la recta
tangente a la funcién en el punto (a, f (a))”.

Asi, la recta tangente a la funcién y = f (z) en el punto z( es la recta de
ecuacion:

Y — yo = tan  (x — o)

donde yo = f (x0), y teniendo en cuenta lo anterior se puede escribir en la forma:

y*yoif'(ffo)(x*fo)

26.3 Reglas de derivacion

A continuacién vamos a ver que por operaciones con funciones derivables, se
obtienen nuevas funciones derivables.



Proposicién 6 Sean f,g: A - R ya € AN A'. Supongamos que f y g son
derivables en a. Entonces:
i) f+ g es derivable en a con

(f +9) (a) = f'(a) + ¢ (a)
it) fg es derivable en a con
(f9)"(a) = f' (a) g (a) + [ (a) ¢' (a)

En particular, si A € R, \f es derivable en a con

(Af) (@) = Af' (a)

La proposicién anterior puede resumirse diciendo que el conjunto
D(AR):={f:A—R: f esderivable enA}
es un subanillo de F (A, R).

Proposicion 7 Sean f,g: A - R ya e AN A’. Supongamos que f y g son
derivables en a con g (a) #0. Sea B :={x € A: g(x) # 0}. Entonces:

i) a € B

it) la funcion 5 : B — R es derivable en a con

(f)'(a) f(a)g(a) = f(a)g'(a)
g

Nuestro préximo resultado alude al carédcter local de la derivabilidad de una
funcién en un punto. Al igual que ocurria con la continuidad, la derivabilidad de
una funcién en un punto y el valor de la derivada en ese punto, caso de existir,
s6lo dependen del comportamiento de la funcién “en las proximidades” de dicho
punto.

Proposicién 8 Sea f: A—-Ryac ANA. Sead >0y
B:={ze€eA:|z—a|<d}=ANJa—0,a+ 0]
Entonces:

i)a€e BNB
it) f es derivable en a < f | es derivable en a, en cuyo caso

f'(@)=(f15) (a)

El siguiente paso para ampliar la clase de las funciones derivables serd con-
siderar una conveniente composicién de funciones derivables.
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Teorema 9 (de la funcion compuesta o regla de la cadena): Sean f :
A—-R,g:B—R, con f(A) CByaec AN A" Supongamos que f derivable
en a y que g es derivable en b := f (a) € B’. Entonces, go [ es derivable en a y

(gof) (a) =g (b) f ()

Como tltima regla de derivacion, el siguiente teorema nos permite estudiar
la posible derivabilidad de la inversa de una funcién derivable e inyectiva.

Teorema 10 (de derivacion de la funcion inversa): Sea f : A — R,
a € ANA yb = f(a). Supongamos que [ es derivable en a e inyectiva.
Entonces:
i)be f(A)
it) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
*) f'(a) #0 y f~1 es continua en b
#*) f=1 es derivable en b

Ademds, en caso de que se cumplan i) y ii) se tiene:

Aplicando las reglas elementales de derivacién, es inmediato comprobar que

’ D (A) es una R— dlgebra! conmutativa con unidad

y es una R— subdlgebra de F (4,R).

26.4 Teorema del valor medio

Siempre que se hable de un intervalo I se entenderd desde luego que Ies no
vacfo; ademds, si se trata de un intervalo compacto [a, b], entenderemos a < b,
de forma que nuestro intervalo no se reduzca a un punto. De esta forma, nuestros
intervalos carecerén siempre de puntos aislados y podemos por tanto hablar de
derivabilidad en cualquier punto del intervalo para funciones definidas en él.

Definicién 11 Sea f: A — R ya € A. Se dice que f alcanza un mdximo
relativo (resp. minimo relativo) en el punto a sii 36 > 0:]a — §,a+ 6] C
A yVr € € la—0d,a+ 9] se tiene que f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).
Diremos que f alcanza un extremo relativo en el punto a cuando [ alcance
un mdximo relativo o un minimo relativo en a.

!Definicién: Diremos que un K— espacio vectorial E es una K— algebra sii existe una
segunda operacién interna en E que notaremos por e tal que (E,+, e) es un anillo y para cada
A €K, z,y € E se verifica Ae (zey) =(Aex)ey==xe(Ney).Siademds, el anillo (E,+,e)
es unitario (resp. conmutativo) diremos que el dlgebra es unitaria (resp. conmutativa).



Definicién 12 Sea f : A — R. Diremos que f tiene mdximo (resp. min-
imo) absoluto sii f (A) tiene mdximo (resp. minimo). Si a € A es tal que
f(a) =max f(A) (resp. f(a) =min f(A)), diremos que [ alcanza su mdz-
imo (resp. minimo) absoluto en a.

Si una funcién f : A — R alcanza su méximo (resp. minimo) absoluto en
a € A, f no tiene por qué alcanzar un extremo relativo en a, de hecho lo alcanza
si, y sélo si, existe un intervalo abierto centrado en acontenido en A. Ademds,
si f alcanza un extremo relativo en a, puede ocurrir que f no alcance en ani su
méximo ni su minimo absolutos, de hecho f no tiene por qué tener maximo ni
minimo absolutos y puede incluso no estar acotada.

La siguiente proposicién nos da una condicién necesaria para que una funcién
derivable en un punto alcance un extremo relativo.

Proposicién 13 Sea f: A — R y supongamos que f alcanza un extremo rela-
tivo en un punto a de A en el que f es derivable. Fntonces [’ (a) = 0.

El resultado anterior proporciona una regla préactica de utilidad para el
célculo de maximos y minimos absolutos de una amplia gama de funciones.
Supongamos que f : A — Ralcanza su méximo o su minimo absoluto en a € A.
Entonces a debe hallarse en una de las siguientes situaciones:

i) No existe ningiin intervalo centrado en a contenido en A (< a € (R — A))

ii) Existe un intervalo abierto centrado en a contenido en A y f no es deriv-
able en a

iii) Existe un intervalo abierto centrado en a contenido en A con f derivable
en ay tal que f'(a) =0

Teorema 14 (de ROLLE): Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable
en |a, b verificando f (a) = f (b). Entonces, 3¢ € |a,b[: ' (¢) =0

Demostracién:

Por la propiedad de compacidad?, sabemos que f ([a,b]) = [a, 8]. Sean
c1,¢2 € {a,b}, la condicion f (a) = f (b) nos da que a = f (¢1) = f (c2) = 8, de
donde f es constante en [a, b] y por tanto f’ (c) = 0, Ve € ]a, b. De lo contrario,
o bien ¢; € Ja,b[, o bien ¢y € ]a,b[; en cualquier caso f alcanza un extremo
relativo en un punto c¢ € Ja, b[ y, siendo f derivable en ¢, la proposicién anterior
nos da f' (¢)=0. &

Es claro que el punto ¢ cuya existencia se afirma en el teorema anterior, no

tiene por qué ser tnico (piénsese en el caso en que f es constante).

Teorema 15 (del valor medio): Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y deriv-
able en |a,b|. Fntonces, 3c € |a, b| :

f )= fla)=f"(c)(b—a)

2Propiedad de compacidad: La imagen mediante una funcién continua de un compacto
es compacta.




Demostracién:
Sea g : [a,b] — Rla funcién definida por

g(@)=(f ()= f(a))z—(b—a)f(z), Yz € la,b]

Claramente ¢ es continua en [a, b] y derivable en ]a, b[ con
g (@)= (f () = f(a) = (b-a)f (), Vz €la,b

Ademds, es facil comprobar que g (a) = g(b). Por el terema de ROLLE 3¢ €
Ja,b[: g' (c) =0, esto es, f (b) — f (a) = f'(c) (b—a) W

El teorema del valor medio tiene una clara interpretacién geométrica:
Jde € Ja, b tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f (c)) es
paralela a la recta que pasa por los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)).

1515 1 M e e e P

Fho) PEEmis =
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Teorema 16 Sea I un intervalo y f : I — R derivable en I. Entonces:
i) f creciente en I < f'(a) > 0,Va eI
ii) f decreciente en I & f'(a) <0,Va el
iii) Si f'(a) =0,Va € I = f = cte
i) Supongamos que f'(a) # 0, Ya € I. Entonces f es estrictamente mond-
tona y ocurre una de las dos siguientes posibilidades:
*) f'(a) >0,Vael
**¥) f'(a) <0,Va eI
v) Teorema del valor intermedio para las derivadas: El conjunto
f (I)=={f (z) : x € I} es un intervalo.

Demostracion:

(v) Sean a,b € f'(I) con a < by sea c € |a,b[. Supongamos, razonando por
reduccién al absurdo, que ¢ ¢ f' (I). Sea

g: I —-R
g(z)=f(z) —cx
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Es claro que g es derivable en I'y como f'(x) # ¢ Va € I, se tiene que
g (x) #0 Vz € I. Aplicando (iv)a la funcién g obtenemos que, o bien
fl(x)—c=¢ (x) >0 Vrel,obien f'(z)—c=¢(x) <0 Vzel En
el primer caso, al ser f'(z) > ¢ V x € I, llegarfamos a que a ¢ f'(I) y en
el segundo, al ser f'(z) < ¢ Va € I, obtendriamos que b ¢ f'(I). En ambos
casos llegamos a una contradiccién. Por tanto ¢ € f/ (I) y hemos probado que
[a,b] C f'(I), luego f’ (I) es un intervalo. c.q.d.0]

Corolario 17 (Teorema de la funcion inversa): Sea I un intervalo y f :
I — R una funcién derivable en I con f’(a) # 0, Va € I. Entonces:

i) f es estrictamente mondtona

ii) f~1 es derivable en f (I) con

-1y’ a :L a
U @)= 5 Vael

26.5 Derivadas sucesivas. Formula de LEIBNITZ

Definicién 18 Sea f : A — R una funcion real de variable real. Sea A; el
congunto de puntos de AN A’ en los que f es derivable y f' : A1 — R la funcion
derivada de f. (Naturalmente estamos suponiendo que Ay # 0). Seaa € AjNA].
Si [’ es derivable en a diremos que [ es dos veces derivable en a y llamaremos
derivada sequnda de f en a a la derivada de f' en a, a la que notaremos " (a).
Sea Ay el conjunto de puntos de A1 N A} en los que f es dos veces derivable. La
funcién f” : As — R que a cada punto de Asle hace corresponder la derivada
sequnda de f en dicho puntose llamard funcion derivada sequnda de f. De
manera general, sean € N y f : A, — R la funcién derivada n— ésima de
f. Sea a € A, NA,. Diremos que f es n+ 1 veces derivable en a cuando ™
sea derivable en a. La derivada de f™ en a se llama derivada (n + 1) — ésima
de f en a y se nota por f*Y (a). Sea A,y1 el conjunto de puntos de A, N A,
en los que f es (n+ 1) — veces derivable. La funcion Y s A — R que a
cada punto de A,11 le hace corresponder la (n+ 1) — ésima derivada de f en
él se llama funcion derivada (n+ 1) — ésima de f.

Dentro del cédlculo de derivadas n-ésimas, es muy 1til, en muchos ejercicios,
la férmula de Leibniz que exponemos a continuacion.

Teorema 19 (Férmula de Leibniz): Sean f,g dos funciones con derivada n-
ésima en el intervalo I. Entonces, fg tiene derivada n-ésima en I y se verifica:

(F9)” =" ( i ) R gh

k=0

Demostracién:

Razonamos por induccién sobre n:

Para n = 1 es correcta, pues convenimos en que la derivada de orden cero
de una funcién es la misma funcién.



Supongdmosla cierta para para n = k.
Por ser f9 = fy ¢% = g, podemos poner:

(f9)" = Zk: ( " ) g0

r=0

Demostremos que es cierta para n = k + 1:
Se tiene que:

k
(fg)k--H . ( 9) k)) Z( > [fk ) gr) 4 phe) r+1)]

r=0

y utilizando que ( k >+< k ) = ( k+1 >,se obtiene:
P p—1 p

o =3 ( el ) frrEDgn
T

r=0

y el teorema estd demostrado. l

Introducimos la siguiente notacién:
C'(I):=C(I):={f:I—R: fescontinua en I} := D" ()
YWI):={f:1—>R: fesderivable en I y f’es continua en I}
C’k (I) := {f :T =R : f es k-veces derivable en Iy f*) es continua en I}
Dk (1 ) ={f:I—R: f esk-veces derivable en I}
c>(I):= {f I — R : f es n-veces derivable en I'y f™ es continua en I, Vn € N}
Se tlenen las siguientes inclusiones

ce(()ycct )y cecra)ce)
y ademds, C™ (I) C C(I) como subanillo y C* (I) C C(I) también como
subanillo.
26.6 1% Aplicacién: Regla de L’Hopital
Dedicamos este apartado a obtener un método general para resolver indetermi-
naciones que se presentan al estudiar el comportamiento en un punto, en +0o
o en —oo de un cociente de dos funciones. Necesitamos para ello la siguiente

versién, més general, del teorema del valor medio.

Teorema 20 (del valor medio generalizado): Sean f,g : [a,b] — R fun-
ciones continuas en [a,b] y derivables en |a,b[. Entonces, Ic € Ja, b| :

(f () = f(a)g'(c) = (g(b) — g (a)) f'(c)
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Demostracién:
Consideramos la funcién b : [a,b] — R definida por

h ()

|
— = =
~
—~
S
~—
NSESTS
A~ TN TN

= (f(b)=f(a))g(x)—(9(b) —g(a)) f(z)+ f(a)g(b)— f(b)g(a)

Evidentemente, las hipétesis sobre f y sobre g hacen que h sea continua en
[a,b] y derivable en ]a,b[. Ademds, es inmediato comprobar que h (a) = h (b) =
0. Por el teorema de Rolle 3¢ € Ja,b[ : k' (¢) = 0, pero

W (e) = (£ (b) = f(a))g' (¢c) = (g (b) — g (a)) f'(¢)

con lo que se obtiene la igualdad buscada. B

Antes de entrar a discutir las reglas de L’Hopital merece la pena detenerse
a indicar el principio comin a todas ellas que tomard después distinta forma
seguin el caso concreto de que se trate. El problema que se pretende resolver
es el de estudiar el comportamiento en un punto a, en 400 o en —oo de una
funcién h que viene definida en la forma de un cociente % de otras dos funciones
bajo condiciones que hagan que tenga sentido hablar del comportamiento de h
en a, +00 0 —o0.

Teorema 21 (Primera regla de L’Hopital): Sea I un intervalo, a € I y
fig: I —{a} = R funciones verificando:
i) f y g son derivables en I — {a}
ii) ¢’ (x) #0,Vx € I —{a}
ii) lim g () = lim f () = 0
Entonces, g(x) # 0, Vo € I — {a} y se verifican las siguientes condiciones:
a) lim L& = [ = 1im L& = 1,

z—a 9 (2) z—a 9(@) T
S € S CO

b) ;IH}Z g'(x) — 00 = EH; g(@) — 00
S A €) €O

¢) im ey = —00 = Jim gy = —o0

26.7 2% Aplicaciéon: Polinomio de Taylor

Definicién 22 Sea f: A CR — R una funcién, n € Ny supongamos que f €
€ D" (A). Llamaremos polinomio de Taylor de orden n de la funcion f en el
punto a a la funcidn polindmica P, : R — R definida por:

f"(a)
2!

n)a
@)

(. —a)® + ..+ '
n!

Py (z) = f(a) + f'(a) (z —a) +
Es inmediato comprobar que P, verifica:
Py (a) = f(a), Py (a)=f"(a),... B} (a) = f™ (a)
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Ademss, se puede comprobar que P, es la tnica funcién polinémica de grado
menor o igual que n que verifica las anteriores condiciones. En el caso n = 1
tenemos Py (x) = = f(a) + f'(a) (x —a), Yz € R y por tanto el polinomio de
Taylor de grado 1 de una funcién en un punto no es otra cosa que la funcién
afin tangente a dicha funcién en el punto en cuestién. Asi pues, el concepto
de polinomio de Taylor engloba al de funcién afin tangente. Cabe esperar que
el polinomio de Taylor P, nos de una buena aproximacién de la funcién f
en las proximidaddes del punto a, aproximacién que deberd ser tanto mejor
cuanto mayor sea el nimero natural n. Este hecho, bajo ciertas condiciones de
regularidad de la funcién f, viene dado por la conocida férmula infinitesimal del

resto:
lim f(x) - Py (UL‘)

=0
s—a  (z—a)"

que se utiliza por ejemplo para dar la archiconocida regla préctica para el estudio
de los extremos relativos de una funcion.

26.8 Otras aplicaciones

Recta tangente a una curva en forma explicita

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f (z) en zg es
y—yo = f (x0) (z — o)

donde yo = f (o) .

Recta normal a una curva en forma explicita

La ecuacién de la recta normal a la curva y = f (z) en z¢ es

1
y—yoz—m@—xo)

si f' (zo) # 0, donde yg = f (z0) , 0 equivalentemente

(y—yo)f/(l‘o)zxo—l‘

Velocidad instantdnea en un movimiento rectilineo

La velocidad de un objeto en un instante t se define por:

s+ A —s(t)  ds(t)
v(t)= Jim At T ar
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Aceleracién en un movimiento rectilineo

Si s (t) es la posicién en el instante ¢ de un objeto con movimiento rectilineo, se
define su acelaracién en el instante ¢ por

a(t)=s"(t)
o lo que es lo mismo
a(t)=12'(t)

donde v (t) es la velocidad en el instante t.

Tangente a una curva dada implicitamente

Consideramos la curva f (x,y) = 0. La ecuacién de la recta tangente a f (x,y) =
0 en (x0,yo) se obtiene evaluando en dicho punto la siguiente ecuacién:
af d af d
ij + 7f7y =0
Ordy Oydr

Recta tangente a una recta en paramétricas

Dada la curva diferenciable v () = (x (t),y (¢t)) Vt € I C R, la ecuacién de la
recta tangente a y en tp es

x — (to) _ y —y(to)
' (to) y' (to)

Elasticidad de una funcién

Dada una funcién y = f (z),se llama elasticidad de f (z), y se representa por

E
E—y, al siguiente limite (cuando exista):
x

Ey . % . zAy

T
= lim -— = lim =2y
Ex Az>0 % Az—0yAr Yy

Intensidad de corriente en circuitos RC

Un circuito RC es aquél en el que sélo interviene una resistencia y una capacidad.
Si @ es la carga sobre el condensador en un instante ¢, entonces la corriente
en dicho instante es
dQ

dt

de donde, por integracién, se obtiene que

I =

I=1Iype ¥/
donde Ij es la corriente inicial y 7 = RC es la constante de tiempo.
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Desintegracién radiactiva

Si N (t) es el niumero de nuclidos que existen en una muestra en cierto instante
t, el nimero de niclidos que se desintegran (—dN) en un intervalo de tiempo dt
es directamente proporcional a dt y a N (). Es decir,

—dN = ANdt
o lo que es lo mismo
dN
— = —-AN
dt

Ley de Faraday-Henry

Siempre que el flujo magnético a través de un circuito varie con el tiempo,
apareceran en él corrientes inducidas. Es decir,

_
dt

€ =
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