Tema 6

Numeros reales. Topologia
de la recta real

6.1 Introduccién

Existen muy diversos procedimientos para introducir el cuerpo de los niimeros
reales. En los métodos que podemos llamar constructivos, se parte de axiomas
usuales de la Teoria de Conjuntos, que llevan al conjunto de los nimeros natu-
rales y, en tres etapas sucesivas, se construyen los nimeros enteros, racionales
y reales. La tercera etapa, de construccién de los nimeros reales a partir de los
racionales, es sin duda alguna la m&ds complicada y es la que diferencia esen-
cialmente unos métodos constructivos de otros hasta tal punto que, a priori, la
definicién concreta de nimero real a la que se llega es diferente en cada caso.
Lo realmente importante, y en cierto modo sorprendente, es que todos estos
métodos constructivos conducen a conjuntos que gozan siempre de las mismas
propiedades, independientemente del método elegido. Los métodos axiomaéti-
cos, a diferencia de los constructivos, admiten la existencia de un conjunto que
goza de algunas de esas propiedades, elegidas de forma que de ellas puedan
deducirse todas las demads. Por la rapidez que lleva consigo y por el pequeno
bagaje de conocimientos que presupone, optamos por introducir axiomatica-
mente el cuerpo de los nimeros reales.

6.2 Axiomas de cuerpo

Admitamos la existencia de un conjunto R, conjunto de los nimeros reales, que
tiene las siguientes propiedades:

A. En R hay definida una operacion, llamada suma y denotada con el signo
+, que verifica los siguientes axiomas:

Axioma 1 La suma es asociativa: (a+b)+c=a+ (b+c¢), Va,b,ceR



Axioma 2 La suma es conmutativa: a +b=>b+a , Va,b e R

Axioma 3 FEziste un elemento neutro para la suma: Je € R : a+e = a ,
Ya € R

Axioma 4 Todo nimero real admite un simétrico para la suma: Ya € R |
beR:a+b=c¢

Los cuatro axiomas anteriores se resumen diciendo que R, con la operacién
suma, es un grupo conmutativo, el grupo aditivo de los niimeros reales. Asi por
ejemplo es inmediato comprobar que el elemento neutro para la suma es tinico
y lo notaremos en adelante por 0. Asimismo el simétrico, b, de un nimero real
a, es unico, lo llamaremos opuesto de a y se le representa por —a. Es costumbre
también escribir a-b en lugar de a 4+ (—b). Ndétese que s6lo conocemos hasta
ahora la existencia de un nimero real, el cero.

Vamos ahora con una segunda serie de axiomas:

B. En R hay definida una segunda operacién, llamada producto y denotada
por yuxtaposicién, que verifica los siguientes axiomas:

Axioma 5 El producto es asociativo: (ab)c = a(bc) Va,b,c €R
Axioma 6 Fl producto es conmutativo: ab = ba Va,b € R

Axioma 7 Eziste un ndmero real no nulo que es el elemento neutro para el
producto: Ju € R, u#0:au=a Va€eR

Axioma 8 Todo niimero real distinto de cero admite un simétrico para el pro-

ducto: Ya € e R—{0},FbeR :ab=u

Axioma 9 Fl producto cumple la propiedad distributiva respecto de la suma:
alb+c)==ab+ac Va,b,ceR

Es fécil demostrar que el elemento neutro que aparece en los axiomas es
tnico; lo notaremos por 1. Igualmente el simétrico, b, de un nimero real no
nulo, a, es unico, lo llamaremos inverso de a y lo notaremos por a~! o por %
SiaeRybeR—{0} escribiremos ¢ en lugar de ab™?.

Los axiomas A y B se resumen diciendo que R, con las operaciones suma
y producto, tiene estructura de cuerpo conmutativo, el cuerpo de los nimeros
reales. Conviene resaltar que los nueve axiomas introducidos hasta ahora impli-
can muy poco sobre el cuerpo R. Nétese que cualquier propiedad de R que se
deduzca de estos axiomas tiene que ser valida en cualquier cuerpo conmutativo;
Puesto que el conjunto {0, 1} puede dotarse de estructura de cuerpo conmuta-
tivo, deducimos que sélo podemos asegurar, hasta ahora, la existencia de dos
nimeros reales, el cero y el uno, y atin no somos capaces de probar, por ejemplo,

que 1 # —1.



6.3 Axiomas de orden

Pasamos ahora a enunciar un tercer grupo de axiomas.

C. En R se tiene definida una relacién binaria, <, que verifica los siguientes
axiomas:

Axioma 10 Propiedad refleziva: a < a Va € R
Axioma 11 Propiedad antisimétrica: a,b e R ,a<byb<a=a=0
Axioma 12 Propiedad transitiva: a,b,c e R ,a<byb<c=a<c

Los tres axiomas anteriores se resumen diciendo que la relacién binaria < es
una relacién de orden.

Axioma 13 La relacion de orden < es total: dados a,b € R se tiene que a < b
ob<a

Los siguientes axiomas ligan la relacién de orden con la estructura de cuerpo.

Axioma 14 Si se suma un mismo numero real a los dos miembros de una
desigualdad, la desigualdad se mantiene: a,b € R ; a < b=a+c<b+c
VeeR

Axioma 15 Si se multiplican los dos miembros de una desigualdad por un
mismo nimero real mayor o igual que cero, la desigualdad se mantiene: a,b,c €
R,a<b0<c=ac<bc

Un cuerpo en el que exista una realcién binaria verificando los axiomas C
recibe el nombre de cuerpo ordenado. Por tanto los axiomas A,B y C se resumen
diciendo que R es un cuerpo conmutativo ordenado.

Para completar la axiomética del nimero real queda todavia un iltimo ax-
ioma. Este axioma, que es sin duda el mas importante, se dard més adelante por
dos razones. En primer lugar necesitamos introducir algunos conceptos para su
enunciado y por otra parte los axiomas de cuerpo ordenado, que ya tenemos,
permiten deducir una amplia gama de consecuencias sin necesidad del axioma
que falta.

Las siguientes notaciones son usuales:
Si a, b son dos nimeros reales:
a<bsiia<bya#b ; a>bsiib<a ; a>bsiib<a
Rt :={aeR/0<a}
R :={aeR /a<0}
Ry :=={a€R/0<a}
R* :=R—{0}



Las primeras consecuencias de los axiomas de cuerpo ordenado son las que
justifican el manejo de las desigualdades. Las resumimos a continuacién:
Sia,b,c,d e R, entonces:
Na<bes —-b< —a
Qa<byc<d=a+c<b+d
3a<byc<0=bc<ac
Ja<byc>0=ac<bc
5) aa >0 Vae R-{0}
6) 0<1<1+1 (Esto sugiere ya que R tiene “muchos” elementos)
)
)
)

>~

NacRt < gl eRt
8)0<a<b=0<bl<qgt
90<a<bylO<c<d=ac<bd

6.4 Valor absoluto

Definicién 16 Dado un nimero real a se define su valor absoluto, |a|, de la

siguiente manera:
a sia>0
la| := .
—a sta <0

Enunciamos algunas propiedades bésicas del valor absoluto:
1) la|] >0 VaeR
2) la]=0a=0
3)a<|al VaeR

) |la| =|—a] VaeR

)

)

(G20

|ab] = |a| |b] Va,beR

6) |%| = {3l Va,beRconb#0

Proposicién 17 i) Sia,b € R, entonces |a| <b< —b<a<b
ii) la +b| < la] +1b] Va,beR

iii) ||a] — |b]] < la—0b] Va,beR

Demostracidn:

(¢) Supongamos que |a| < b. Entonces, se tiene a < |a| < b y también
—a < |—a| = |a] < b, de donde —b < a < b. Reciprocamente, si —b < a < b,
puede ocurrir @ > 0 y entonces |a| = a < b o bien a < 0y |a| = —a < b porque
—b < a, luego en cualquier caso |a| < b como se querfa demostrar.

(73) Se tiene claramente —|a| < a < |a| y —|b] < b < |b| y por consiguiente
—(Ja] +18]) < a+b < |a| + |b] con lo que,aplicando la parte i) obtenemos
la + 0| < la| + |b].

(#37) En virtud de ii) tenemos |a| = [(a —b) +b| < |a—0b| + [b] y |b|
[(b—a)+a| < |b—al+ |a|] = |a—>b] + |a|, de donde obtenemos — |a — b
la] — 18] < |a — b|, luego por la parte i) queda ||a| — |b]| < |a—0b]. c.q.d.O
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Por verificar |e| las propiedades 1),2),5) y ii) se tiene que (R, |e]) es un e.v.n.,
luego (R, d) es un espacio métrico, donde d (z,y) = |x — y|, y por tanto (R, )
es un espacio topoldgico métrico, siendo 7 la topologia asociada a la métrica d.

6.5 Numeros naturales

Definicién 18 Un subconjunto A de R se llama inductivo si verifica que 1 € A
y que st x € A entonces x4+ 1 € A.

Por ejemplo R y RT son inductivos mientras que R~ y R* no lo son.

Se define el conjunto N de los nimeros naturales como la interseccién de
todos los subconjuntos inductivos de R.

Es inmediato que N es un conjunto inductivo. El hecho de que sea el maés
pequeno de todos los subconjuntos inductivos de R se justifica a continuacién.

Teorema 19 (Principio de induccion):Si A es un conjunto inductivo de
numeros reales y A C N entonces A = N.

En el siguiente resultado se resumen las propiedades méas inmediatas de los
nimeros naturales.

Corolario 20 (i) 1<n VneN
(1) Sim,nm e N=m+n, mn €N
(t4i) SineN=—-n¢N
(iv) SineNyleN=n=1

Lema 21 Sin € N— {1} entoncesn—1¢€N

Proposicién 22 Dados dos nimeros naturales m y n se tiene que: n < m <
m—n € N.

La proposicién anterior es una caracterizacién algebraica del orden de los
naturales.

Corolario 23 Sim yn son dos nimeros naturales verifcando n < m, entonces
n+1<m.

Esta propiedad se enuncia a veces diciendo que el orden de los naturales es
discreto.

Definicién 24 Se dice que A C R tiene maximo si dx € A t.q. x > a Va € A.
Es inmediato que el elemento x es inico, se denomina mdzximo del conjunto A
y se nota Max (A). Andlogamente, diremos que A tiene minimo si Iy € A t.q.
y<a Va€ A. Es igualmente inmediato que y es unico, se le llama minimo
de A y se le nota Min (A).



Resaltamos que un conjunto de nimeros reales puede no tener ni maximo ni
minimo. El siguiente resultado asegura la existencia de minimo en determinadas
circunstancias.

Teorema 25 (Principio de la buena ordenacion de los naturales). Todo
conjunto no vacto de niumeros naturales tiene minimo.

Demostracién:

Sea ) # A C N. Si 1 € A no hay nada que demostrar pues entonces
1 = min A. Supongamos que 1 ¢ A ysea B ={neN:n<a VacA}.
Claramente 1 € B. Si B fuese inductivo, serfa B = N y como consecuencia A
serfa vacio, luego B no es inductivo y por tanto In € N tal que n + 1 ¢ B. Por
el corolario anterior tiene n +1 <a Va € Ay comon+ 1€ A, pues en otro
caso n + 1 perteneceria a B, concluimos que n+ 1 =min A. c.q.d.J

6.6 Conjuntos finitos e infinitos

De manera intuitiva, cabria decir que dos conjuntos tienen el mismo nimero
de elementos cuando existe una aplicacién biyectiva de uno sobre otro. Es
igualmente intuitivo que el conjunto {m € N : m < n} tiene n elementos. Estas
ideas intuitivas se formalizan a continuacién.

Definicién 26 Un conjunto A es equipotente a otro conjunto B si existe una
aplicacion biyectiva de A sobre B. En tal caso escribiremos A ~ B.

Es inmediato que A ~ A para cualquier conjunto A, que si A ~ B entonces
B~ A, yquesi A~ By B~ C entonces A ~ C.

Dado un natural n notaremos S (n) :={m € N: m <n}.

Proposicién 27 Sean m y n nimeros naturales tales que S (m) ~ S (n). En-
tonces, m = n.

Definicién 28 Un conjunto A se dice finito si es vacio o si existe un natural
n tal que A ~ S (n) donde S (n) :=={m €N : m <n}. La proposicién anterior
asegura que tal natural es unico y diremos que n es el nimero de elementos de
A. Convendremos que el conjunto vacio tiene 0 elementos.

Un conjunto se dice infinito si no es finito.

La propiedad de los conjuntos finitos de niimeros reales que més nos interesa
es la siguiente:

Proposiciéon 29 Todo conjunto finito no vacio de nimeros reales tiene mdximo
Yy minimo.

Corolario 30 R y N son conjuntos infinitos.



El siguiente enunciado se usa con frecuencia para decidir si un conjunto de
nimeros reales es finito.

Proposicién 31 i) Si n es un ndmero natural, todo subconjunto de S (n) es
finito.

it) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

i11) Si A es un conjunto no vacio y existe un natural n y una aplicacion
inyectiva de A en S (n), entonces A es finito.

i) St A es un conjunto no vacio y existe un natural n y una aplicacion
sobreyectiva de S (n) en A, entonces A es finito.

6.7 Conjuntos numerables

Hasta ahora hemos clasificado los conjuntos en finitos e infinitos. A su vez
los conjuntos finitos se han clasificado atendiendo a su nidmero de elementos.
Pretendemos ahora iniciar una clasificacién de los conjuntos infinitos atendiendo
también a su “tamano”. De hecho en este apartado van a aparecer los conjuntos
infinitos méas “pequenos”.

Definicién 32 Un conjunto A se dice numerable si es vacio o si existe una
aplicacion inyectiva de A en N. (Equivalentemente si es vacio o es equipotente
a un subconjunto de N).

Obviamente todo conjunto finito es numerable, N es infinito numerable e
igual le ocurre a cualquier conjunto equipotente a N. Veremos en seguida que
no existen mas conjuntos numerables que los citados.

Lema 33 Todo conjunto infinito de nimeros naturales es equipotente a N. De
hecho si A es un tal conjunto, existe una biyeccion f : N —A tal que si m <n
entonces f(m) < f(n).

Teorema 34 Sea A un conjunto numerable. Entonces A es finito o equipotente
a N.

Como consecuencia de lo anterior todo conjunto infinito numerable es equipo-
tente a N. Intuitivamente esto significa que N es el mds “pequeno” conjunto
infinito que existe. Atun no es posible mostrar la existencia de conjuntos no
numerables. Se demostrard mas adelante que R no es numerable.

Resaltamos también que Z y Q son conjuntos numerables.

6.8 Mayorantes, minorantes, supremo e infimo
Existen conjuntos no vacios de niimeros reales que no tienen méximo ni mfnimo,

como por ejemplo R. El conjunto A = {x € R: 0 < z < 1} no tiene mdximo
ni minimo como se puede comprobar, pero, a diferencia de R, existen niimeros
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reales mayores o iguales que todos los de A y nimeros reales menores o iguales
que todos los de A. A continuacién damos nombre a estos nimeros reales.
Merece la pena recordar que estas definiciones pueden hacerse en cualquier
cuerpo ordenado.

Definicién 35 Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales. Diremos que un
ndmero real x es mayorante de A si x > a Va € A. Diremos que un nimero
real x es minorante de A six < a Va € A.

Nétese que, a diferencia del méximo y del minimo, un mayorante o minorante
de un conjunto no tiene porqué pertenecer a dicho conjunto. De hecho es claro
que el mdximo (resp. minimo) de un conjunto, si existe, es un mayorante (resp.
minorante) de dicho conjunto, y que un mayorante (resp. minorante) de un
conjunto A es maximo (resp. minimo) de Asi, y sélo si, pertenece a A.

Definicién 36 Si un conjunto admite un mayorante diremos que estd may-
orado. Si un conjunto admite un minorante diremos que estd monirado. Si un
conjunto estd a la vez mayorado y minorado diremos que estd acotado.

Dado un conjunto A de nimeros reales, notaremos M (A) al conjunto de los
mayorantes de A, m (A) al conjunto de sus minorantes. Nétese que si A estd
mayorado (M (A) # (), entonces M (A) es un conjunto infinito. Andlogamente,
si A estd minorado, entonces m (A) es infinito.

A titulo de ejemplo, el conjunto {x € R: 0 <z < 1} estd acotado, R no
estd mayorado ni minorado, RT estd minorado pero no mayorado y R~ estd
mayorado pero no minorado. El siguiente lema puede ayudar a determinar
todos los mayorantes y minorantes de un conjunto.

Lema 37 Sean a,b € R y supongamos que a < b+ ¢ para todo € > 0. Entonces
a<b.

Definicién 38 Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales. Si A estd may-
orado y M (A) tiene minimo, se define el supremo de A por:

sup (A) = min (M (A))
Andlogamente, se define el infimo de A por:

inf (A) = max (m (A))
supuesto que exista.

Claramente el supremo y el infimo de un conjunto, si existen, son dnicos y
son respectivamente un mayorante y un minorante del mismo.

La relacién entre supremo y méximo de un conjunto y la relacién entre infimo
y minimo, se especifican a continuacién.



Proposicién 39 Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales.
i) Si A tiene mdxzimo, entonces tiene supremo y sup A = max A
ii) Si A tiene minimo, entonces tiene infimo e inf A = min A
i11) Supongamos que A tiene supremo. Entonces:
-SisupA € A, A tiene mdrimo y max A = sup A
-SisupA ¢ A, A no tiene mdzimo
iv) Supongamos que A tiene infimo. Entonces:
-SiinfAe A, A tiene minimo y min A = inf A
-SiinfAé¢ A, A no tiene minimo

La siguiente proposicién es una importante caracterizaciéon del supremo y
del infimo de un conjunto de nimeros reales.

Proposicién 40 Sea A un conjunto no vacio de niimeros reales y sea x € R.
Entonces:
i)x=sup A & zza Vacd
— SUP Ve>0 JacA:a>xz+¢
. . r<a VacA
”)x_mfA@{V6>0 JacA:a<z+e

6.9 El ultimo axioma

El siguiente axioma, en unién de los axiomas A, B y C, que se resumian afir-
mando que R era un cuerpo conmutativo ordenado, completa la axiomadtica que
define el cuerpo R de los numeros reales.

Axioma 41 (Azioma del supremo). Todo conjunto de nimeros reales no
vacio y mayorado tiene supremo.

Notese que para que un conjunto de numeros reales tenga supremo debe
ser necesariamente no vacio y mayorado. El axioma anterior nos asegura que
estas dos condiciones, trivialmente necesarias, son también suficientes. Cabria
preguntarse por qué no se exige andlogamente que todo conjunto de niimeros
reales no vacio y minorado tenga infimo. A continuacién veremos que esto ya
se deduce a partir de nuestra axiomatica.

Proposicién 42 Todo conjunto de nimeros reales no vacio y minorado tiene
infimo.

Como consecuencia, si A es un conjunto de nimeros reales no vacio y mino-
rado, entonces —A estd mayorado y se tiene:

inf A = —sup (—A)

Cambiando Apor —A, si A es un conjunto de nimeros reales no vacio y
mayorado, entonces —A estd minorado y se tiene:

sup A = —inf (—A)



Corolario 43 Todo conjunto de niimeros reales no vacio y acotado tiene supremo
e infimo.

Como consecuencia fundamental del axioma del supremo obtenemos a con-
tinuacién el llamado Principio de Arquimedes, segin el cudl un nimero real
cualquiera puede ser superado por el procedimiento de sumar la unidad consigo
misma suficientes veces.

Teorema 44 (Principio de Arquimedes). El conjunto de los nimeros nat-
urales no estd mayorado. Equivalentemente:

VreR dneN:z<n

Demostracién:

Si N estuviese mayorado, sea h = supN. Sin € N n+1 € N, luegon+1<h
yn < h—1. Como n es arbitrario, hemos probado que & — 1 es mayorante de N,
lo cual es absurdo, pues hera el minimo de los mayorantes y h—1 < h. c.q.d..

El papel de la unidad en el Principio de Arquimedes puede ser desempenado
por cualquier real positivo, obteniéndose el siguiente enunciado que no es més
que una férmulacién equivalente del Principio de Arquimedes.

Corolario 45 Dados un real x y un real positivo € puede encontrarse un nimero
natural n (que dependerd de x y de ) tal que x < ne.

Enunciaremos a continuacién propiedades importantes relativas al conjunto
de los niimeros enteros.

Proposicién 46 i) Todo conjunto de nimeros enteros no vacio y mayorado
(resp. minorado) tiene mdximo (resp. minimo).

i1) Si A es un conjunto no vacio de nimeros enteros, entonces A estd acotado
si, y sdlo si, A es finito.

Como segunda consecuencia fundamental del axioma del supremo, vamos
ahora a probar la existencia de nimeros irracionales, es decir, nimeros reales
que no son racionales.

Proposicién 47 3a ¢ Rt : a? =2

Demostracién:

Sea A = {z €RJ 12> <2}; A es no vacio (1€ A) y si z € A tenemos
22 < 2 < 22 de donde usando que z > 0 se deduce ficilmente que z < 2. Por
tanto A estd mayorado; sea a = sup (A). Claramente o > 1 y queda probar que
a?=2.

Sea n un natural arbitrario. Como a + 7% > «, tenemos que o + 1L ¢ A esto

2

1 2 1 2 1

2<(a+) R S G ot
n n n n

es

10



obteniéndose
2—a? < 1

204+1 T n

Por otra parte, al ser a — % < n tenemos, por definicién de supremo, que existe
x € A verificando que o — % < I, pero como o — % > 0 también se tiene que

(a — %)2 < z? y por tanto que (a - %)2 < 2. Asi pues

1)\2 2 1 2
2>(a—) =a?- 24 2 s
n n n

2 .
de donde QQ—;Q < % y con mayor motivo

a? -2 < 1
200 + 1 n
|o® 2

En resumen, si notamos 3 =

5agT » Se tiene b < %7 Vn € N; si fuese 8 # 0
existirfa, por el principio de Arquimedes, un natural ng tal que % < ny, es decir,
6> nl—o lo cual es una contradiccién. Asf pues S =0y a? =2. c.q.d.0

Puesto que no existe ningtin nimero racional cuyo cuadrado sea 2, deducimos
que el nimero real a que aparece en la proposicién anterior, es irracional.

Si tenemos en cuenta que la suma de un racional y un irracional es irracional y
que el producto de un racional no nulo por un irracional es también irracional, la
abundancia de nimeros irracionales esta asegurada, de hecho se tiene el siguiente
resultado.

Proposiciéon 48 Dados x,y € R verificando x < y, existe un nimero irracional
B tal que x < B < y.

La abundancia de irracionales queda atin més resaltada por el hecho de que
R no es numerable, y como consecuencia R — Q tampoco es numerable, y esto
nos da idea de que existen "muchos mds” nidmeros irracionales que racionales.

Terminamos esta parte del tema poniendo de manifiesto un importante he-
cho, a pesar de la abundancia de irracionales, entre dos niimeros reales siempre
existe un racional o equivalentemente todo nimero real puede ”aproximarse”
por racionales.

Teorema 49 (Densidad de Q en R). Dados z,y € R wverificando x < y,
existe r € Q tal que z < r < y.

Demostraciéon:
Supongamos primeramente que 0 < x. Por el principio de Arquimedes Ing €
€ N tal que 1 < ng (y — ) y por tanto nio <y —wm. Sea

mo =min {m € N: noz < m}
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(por el Principio de Arquimedes, el conjunto anterior es no vacio y por el
principio de la buena ordenacién de los naturales tiene minimo). Veamos que
mo—1 < ngxz;simg # 0= mog—1 € Ny por tanto mg—1 ¢ {m € N: ngz < m}
y si mg =1, se tiene mg — 1 = 0 < ngzx. Se tiene entonces

mo mo — 1 1

1
r<— = +— <zt —<at+(y-z)=y
no no no no

y basta tomar r = 2,
]

Supongamos ahora x < 0. Si y > 0 podemos tomar r =0y si y < 0, por la
primera parte de la demostracién existe un racional s tal que —y < s < —z, y
basta tomar r = —s. c¢.q.d.J

Resaltamos que el teorema anterior es consecuencia del Principio de Ar-
quimedes. Hemos retrasado su enunciado pues al conocer la abundancia de
nimeros irracionales resulta més expectacular el resultado.

6.10 Topologia de la recta real

6.10.1 Intervalos y entornos

Sean a y b dos niimeros reales tales que a < b. Se llama intervalo abierto de
extremos a y by se designa por ]a,b[ al conjunto de niimeros reales estricta-
mente comprendidos entre a y b:

la,bj={z €R:a <z < b}

Los intervalos semiabiertos (o semicerrados) de extremos a y b se
definen de la siguiente forma:

la,bl={x eR:a<x<b}, [a,b={reR:a<x<b}

Se llama intervalo cerrado de extremos a y by se designa por [a,b] al
conjunto de nimeros reales que son mayores o iguales que a y menores o iguales
que b:

[a,b) ={z eR:a <z <b}

Obsérvese que si a = b, el intervalo [a, b] se reduce a un punto.

Los intervalos de los tipos anteriores son acotados. Definiremos ahora los
intervalos no acotados.

Para cada a € R se definen los intervalos abiertos
|—0,al={z eR:z<a}, Ja,+o={zeR:z>a}
y los intervalos semiabiertos
|]—oc,al={zeR:x<a}, [a,4x[={x€eR:z>a}
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Se define también el intervalo abierto
|—o0,+0[={z€R: —0 <z <o} =R

Un conjunto de nimeros reales no vacio y acotado inferiormente (superior-
mente) tiene infimo (supremo). Si un conjunto A C R no estd acotado inferi-
ormente, suele ponerse infA = —oo. De manera andloga, si A no estd acotado
superiormente, se pone supA = +oo. Hecho este convenio, vamos a establecer
una proposicién que caracteriza los intervalos.

Proposicién 50 Un conjunto I C R es un intervalo si, y sdlo si, cualesquiera
que sean los puntos x,y € I tales que x < y se verifica [x,y] C I.

Dado un nimero real z, se llama entorno de z a todo intervalo abierto de
la forma |z — r,z 4+ r[ donde r > 0. El nimero positivo r se llama radio del
entorno.

En lo que sigue designaremos por N (z) un entorno cualquiera de x. A veces
es conveniente especificar el radio del entorno de que se habla y en lugar de
escribir N(z), se escribe N(z;r).

Es evidente que la intersecciéon de un numero finito de entornos de = es un
entorno de z : la interseccién de los entornos N(z;r1), N(x;r2),..., N(x;r,) es
el entorno N(x;r) donde r = min{ry,ra,...,rs}.

También estd claro que si x e y son dos nimeros reales distintos, existen
un entorno de x y otro de y disjuntos: basta considerar los entornos N(z;7) y
N(y;r) con r = —‘xgyl.

Si N(x) es un entorno de z, el conjunto N*(z) = N(z)\{z} se llama entorno
reducido del punto z.

6.10.2 Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Definicién 51 Se dice que un conjunto A C R es abierto cuando para cada
x € A existe un intervalo abierto que contiene a x y esté contenido en A.

Como todo intervalo abierto que contenga a x contiene también un entorno
de x y todo entorno de = es un intervalo abierto que contiene a x, resulta que
un conjunto A C R es abierto si, y sélo si, para cada x € A existe un entorno
N (z) contenido en A.

Ejemplos:

1. Todo intervalo abierto en un conjunto abierto.

2. Un intervalo cerrado [a,b] no es un conjunto abierto pues, por ejemplo,
todo entorno de a contiene puntos que no estén en [a, bl.
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Proposicién 52 Se verifican las siguientes propiedades:
(1) 0 y R son abiertos

(2) La union de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

(3) La interseccion de cualquier coleccion finita de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto.

La interseccién de una coleccién infinita de conjuntos abiertos puede no ser
un conjunto abierto como lo prueba el siguiente:

Contraejemplo:
Para cada n € N sea A, =] — £ L[ Se tiene que

m Ay = {0}

y {0} no es un conjunto abierto, pues todo entorno de 0 contiene puntos distintos
de cero.

La siguiente proposicién caracteriza los conjuntos abiertos de R.

Proposicién 53 Un conjunto A C R es abierto si, y sdlo si, es union de una
coleccion finita o numerable de intervalos abiertos disjuntos.

Definicién 54 Se dice que un conjunto A C R es cerrado cuando su comple-
mentario R\ A es abierto.

Ejemplos:

1. Todo intervalo cerrado [a, b] es un conjunto cerrado, pues su complemen-
tario es abierto por ser la unién de los conjuntos abiertos | — 0o, a y |b, +o0|.

2. Todo intervalo semiabierto no acotado es cerrado.

De las leyes de De Morgan sobre el complentario de la unién y sobre el
complementario de la interseccién y de las propiedades de los abiertos, resultan
inmediatamente las propiedades de los cerrados.

Proposicién 55 Se verifican las siguientes propiedades:

(1) @ y R son cerrados

(2) La interseccidn de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es un con-
Junto cerrado.

(3) La unidn de cualquier coleccion finita de conjuntos cerrados es un con-
junto cerrado.
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6.10.3 Puntos interiores, exteriores y puntos frontera

Un conjunto A C R clasifica los puntos de R en tres clases: puntos interiores a
A, puntos exteriores y puntos frontera de A.

Definicién 56 Se dice que un punto x € R es interior a un conjunto A C R
cuando eziste un entorno N(x) contenido en A. El conjunto de los puntos
interiores a A se llama interior de A y se designa por int(A).

Definicién 57 Se dice que un punto x € R es exterior a un conjunto A C
R cuando existe un entorno N(z) contenido en el complementario de A. FEl

conjunto de los puntos exteriores a A se llama exterior de A y se designa por
ext(A).

Definicién 58 Se dice que un punto x € R es un punto frontera de un con-
junto A C R cuando todo entorno de x contiene puntos de A y del complemen-
tario de A. FEl conjunto de los puntos frontera de A se llama frontera de A y se
designa por fr(A).

Ejemplo:
Si A es un intervalo cerrado de extremos a y b, entonces int (A) = ]a,b],
ext (A) = |—00,a[U b, +o0[ y fr(A) = {a,b}.

Proposicién 59 Para cada A C Rlos conjuntos int (A), ext (A) y fr (A) son
disjuntos y se verifica:

R =int (A) Uext (A) U fr(A)

Ademdas, los conjuntos int (A) y ext (A) son abiertos y el conjunto fr(A) es
cerrado.

6.10.4 Puntos adherentes y puntos de acumulacién

Definicién 60 Un punto © € R es adherente a un conjunto A C R cuando
todo entorno N (z) contiene puntos de A. El conjunto de los puntos adherentes
a A se llama adherencia de A y se designa por adh(A).

Proposicién 61 Para cada conjunto A C R el conjunto adh (A) es el minimo
cerrado que contiene a A.

De esta proposicién resulta inmediatamente que un conjunto A C R es cer-
rado si, y sélo si, A = adh(A).

Definicién 62 Se dice que un x € R es punto de acumulacion de un con-
Junto A C R cuando todo entorno reducido N*(x) contiene puntos de A. El
conjunto de los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado de A y
se designa por ac(A).
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Definicién 63 Los puntos que son adherentes pero no de acumulacion se lla-
man puntos aislados.

Ejemplo:
Sea Z el conjunto de los numeros enteros. Cualquier z € Z es adherente a
Z, pero no es de acumulacién de Z pues N (a:; %) NZ = {z}.

Proposicién 64 Para cada A C R se verifica que adh (A) = AU ac(A)

Corolario 65 Un conjunto A C R es cerrado si, y sélo si, contiene todos sus
puntos de acumulacion

6.10.5 Conjuntos compactos

Definicién 66 Se dice que una coleccion A de conjuntos cubre a un conjunto
A o que es un recubrimiento de A cuando la union de todos los conjuntos de
A contiene a A.

Definicién 67 Un subrecubrimiento de un recubrimiento A de A es una
subcoleccion B de A que cubre también al conjunto A. Un recubrimiento
abierto de A es un recubrimiento formado por conjuntos abiertos.

Por ejemplo, el conjunto de todos los intervalos abiertos es un recubrim-
iento abierto de cualquier conjunto A C R. El conjunto de todos los intervalos
abiertos de la forma ] %, 1-— % [ donde n es un nimero natural mayor que 2 es un
recubrimiento abierto del intervalo ]0, 1[. Un subrecubrimiento de éste esté for-
mado por los intervalos de la forma | 5-,1 — 5[ donde n es un nimero natural
mayor que 1.

Definicién 68 Se dice que un conjunto A C R es compacto cuando de todo
recubrimiento abierto de A se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Proposicién 69 Todo intervalo cerrado [a,b] es compacto.
El siguiente resultado caracteriza los subconjuntos compactos de R.

Teorema 70 (Heine-Borel-Lebesgue): Un conjunto A C R es compacto si,
y solo si, es cerrado y acotado.

Demostracion:

Supongamos en primer lugar que A es compacto y sea © € R—A. Para cada
y € A existen dos entornos N (x)y N (y) disjuntos. La coleccién de todos los
N (y) para y € A es un recubrimiento abierto del compacto A y de él se podrd
extraer un subrecubrimiento finito N (y1) , ..., N (yx) . Sean Ny (), ..., Nj (x) los
entornos de x correspondientes. La intersecciéon de éstos tltimos es un entorno
de = contenido en R — A. Asi, para cada x € R—A existe un entorno de =
contenido en R — A, luego R — A es abierto y A es cerrado.
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Para ver que A es acotado consideremos el recubrimiento abierto de A formado
por todos los intervalos |—n,n[ con n € N. De él podréd extraerse un subre-
cubrimiento finito |—nq,n1[, ..., |—ng, ng[. Si llamamos ng = max{ni,...,n;} se
tiene que A C ]—ng, no[ y por tanto, que Aes acotado.

Reciprocamente, si A es cerrado y acotado, entonces A estard contenido en
algun intervalo cerrado [a,b] y si A es un recubrimiento abierto del compacto
A, adjunténdole el abierto R — A obtendremos un recubrimiento abierto del
compacto [a,b] del que se podra extraer un subrecubrimiento finito. Este sub-
recubrimiento estara formado por un nimero finito de conjuntos Ay, .., A de A
y tal vez R — A. Entonces, los conjuntos Ay, ..., Ay cubren A. Asf pues, de todo
recubrimiento abierto de A se puede extraer un subrecubrimiento finito, luego
A es compacto. C.Q.D.O

Teorema 71 (Bolzano-Weierstrass): Todo conjunto infinito y acotado A C
C R tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracién:

Probaremos que todo conjunto acotado A C R sin puntos de acumulacién es
finito.

Si Aes acotado estard contenido en un intervalo cerrado [a, b]. Si A no tiene
puntos de acumulacién, ningtin punto de [a,b] serd de acumulaciéon de A, lo
cual implica que para cada y € [a, b] existe un entorno N (y) tal que el entorno
reducido N* (y) no contiene puntos de A. La coleccién de todos los N (y) para
y € [a, b] es un recubrimiento abierto del compacto [a, b] del que se podrd extraer
un subrecubrimiento finito N (y1), ..., N (yx). Estos kentornos cubren también
a A y ninguno de los entornos reducidos N* (y1) , ..., N* (y) tiene puntos de A,
luego A consta a lo sumo de k puntos yi, ..., Y- C.Q.D. O

6.11 Teorema de completitud de R

A continuacién enunciaremos los conceptos (sin entrar en més detalles ya que el
tema 8 estd dedicado a las sucesiones) imprescindibles de sucesiones para poder
demostrar el teorema de completitud de los nimeros reales.

Definicién 72 Si A es un conjunto no vacio, llamaremos sucesion de elementos
de A a toda aplicacion f: N —A.

Notese que para definir una sucesién de nimeros reales basta con asociar a
cada nimero natural un nimero real. Si para natural n, z, es un nimero real,
notaremos {x,} a la sucesién f: N —A definida por f (n) =, VneN.

Definicién 73 Se dice que la sucesion {x,} es convergente a x sii Ve > 0
ImeN:sin>m= |z, —z|<e.

Dicho ntimero z, caso de existir, es tinico.

Definicién 74 Se dice que una sucesion de nimeros reales {x,} es de Cauchy
siiVe >0 3ImeN:si pg>m= |z, — x4 <e.

17



Es inmediato comprobar que toda sucesién convergente es una sucesién de
Cauchy.

Definicién 75 Se dice que una sucesion de nimeros reales {x,} estd acotada
(resp. mayorada, minorada) si el conjunto de sus términos {x,, : n € N} estd
acotado (resp. mayorado, minorado).

Teorema 76 (Version sucesiones del teorema de Bolzano- Weierstrass).
Toda sucesion de nimeros reales acotada admite una sucesion parcial conver-
gente.

El siguiente resultado nos dice que en el caso de sucesiones de nimeros reales
son equivalentes los dos conceptos.

Teorema 77 (Completitud de R). Una sucesion de nimeros reales es con-
vergente si, y solo si, es una sucesion de Cauchy.

Demostracién:
Sea {x,} una sucesién de nimeros reales.
=) Supongamos que {z,} — x; dado £ > 0 tenemos

ImeN: sin2mz>|mn—x|<g
asi, para p,q > m tenemos
[Tp — 2q| < zp — 2|+ |z — 24| <€

lo que prueba que {z,} es una sucesién de Cauchy.
<) Supongamos que {z,} es una sucesién de Cauchy; entonces

ImeN:sip,g>m=|z, —z4 <1
en particular, si k = x,, y tomamos ¢ = m, tenemos
p>2m=k-1<z,<k+1

luego {x, : » > m} es un conjunto acotado. Ello implica que la sucesién {z,}
estd acotada. Por el teorema de Bolzano - Weierstrass {z,} admite una suce-
sién parcial convergente {xl,(n)}; sea ¢ = lim {xa(n)}. Entonces, dado € > 0,
tenemos:

dmy € N:Sinzmlé‘xg(n)—m|<

CINON RN

Imy € Nisip,g>me=lz, —z4 <
con lo que finalmente
[on = 2] < |20 = 2| + [Tom — 2| <

lo que prueba que {z,} — z. c.q.d.O
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