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Resumen

Se expondran la teoria axiomdtica de conjuntos de Zermelo, Fraenkel
y Skolem junto con el axioma de eleccién, que es la més usada hoy en dia,
y la teorfa axiomdtica de clases y conjuntos de Von Neumann, Bernays
y Godel, y la relacién entre ambas. Como complemento se estudian otras
teorfas axiomédticas de conjuntos y, de clases y conjuntos. Por tultimo se
introducen algunos axiomas adicionales, que “completan” la teorfa de Zer-
melo, Fraenkel y Skolem.

1. Introduccion

La teorfa de conjuntos surgié a raiz de los trabajos de Georg Cantor (1845-
1918) en Anélisis. En 1874 publicé un articulo en el Crelle’s Journal (Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik) que marca el nacimiento de la teoria de
conjuntos. En dicho articulo, da la siguiente definicién “intuitiva” de conjunto:

“Se entiende por conjunto la agrupacién en un todo de objetos bien
diferenciados de nuestra percepcién o de nuestro pensamiento”

Un segundo articulo fue presentado por Cantor en el Crelle’s Journal en 1878,
pero la teorfa de conjuntos ya estaba en el centro de la controversia matematica.
En este estudio, Cantor también descubrié que no todos los subconjuntos del
conjunto de los nimeros reales tienen el mismo “tamano”, e introdujo la jerar-
quia (infinita) de los cardinales transfinitos. Con el fin de clasificar los conjuntos
infinitos, empezd a estudiar la nocién de conjunto en si misma. En particular, en
1878 enuncié la hipétesis del continuo (Si x, es el cardinal de Ny, ¢ = card (R),
la hipétesis del continuo afirma que ¢ = x;). La respuesta a dicha hipétesis fue
dada en dos partes: por una parte Kurt Godel (1906-1978) demostré que si la
axiomadtica de la teorfa de conjuntos de Zermelo-Faenkel-Skolem con el axioma
de eleccién (ZFSC; nomenclatura no universal) es consistente, también lo es con
la hipétesis del continuo, y por otra, Paul Cohen (1934-2007, medalla Fields
1966) en 1963, demostré que si ZFSC es consistente, también lo es con negacién
de la hipétesis del continuo.



Répidamente, Cantor y sus sucesores entendieron que la nocién de conjunto
era tan general que permitfa reconstruir todos los objetos matematicos conocidos
como conjuntos puros. En 1872, Richard Dedekind (1831-1916) ya habia dado
un paso notable, mostrando cémo construir los niimeros reales como conjuntos
particulares de nimeros racionales: las cortaduras de Dedekind. La teorfa de
conjuntos permitia de esta forma realizar un antiguo sueno de los matematicos:
unificar todas las ramas de la matematica en una teoria tunica. Sin embargo,
la teorfa de conjuntos naciente todavia contenfa paradojas (en particular: la
paradoja de Buralli-Forti, 1897), que se traté de eliminar mediante una axiom-
atizacién adecuada.

La primera axiomatizacion de la teorfa de conjuntos (un sistema de axiomas
a partir de los cuales podrian demostrarse rigurosamente todos los resultados
bésicos aceptados por los matemdticos y, a partir de ellos, todos los teoremas
matemadticos) fue propuesta en 1903 por Gottlob Frege (1848-1925) -el fundador
de la légica moderna, a quién se debe el cédlculo de predicados. Desgraciada-
mente, esta primera axiomatizacién era inconsistente, como mostré Bertrand
Russell (1872-1970).

El mismo Russell, junto con A. N. Whitehead, present6 un tiempo después
otra teorfa axiomaética que, al menos en apariencia, estaba exenta de contradic-
ciones, si bien era tan imitil como la de Frege, esta vez no por contradictoria sino
por complicada. Dicha axiomadtica se expone en sus “Principia Mathematica”.

Como indica el profesor C. Ivorra, la primera teoria axiomé&tica construi-
da por un matemdtico a gusto de los mateméticos fue la propuesta por Ernst
Zermelo (1871-1953) en 1908 -a quién se debe el axioma de eleccién- y comple-
tada en 1922 por Abraham Fraenkel (1891-1965) y posteriormente por Thoralf
Skolem (1887-1963) en 1923 -que introdujeron independientemente el esquema
de reemplazo. Asf nacié la moderna teorfa de conjuntos: Teoria de Conjuntos
de Zermelo-Fraenkel-Skolem (notacién no universal: ZF'S). Dicha teoria no solo
elimina la paradoja de Russell, sino también todas las que surgieron con las
axiomdticas de Cantor y de Frege.

A dia de hoy, no se sabe si la teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel-Skolem
es consistente o no usando dicha teorfa -y no se puede demostrar que es consis-
tente en razén de los limites impuestos por el segundo teorema de incompletitud
de Godel (1931)-, pero en sus afios de existencia, no se ha encontrado ninguna
contradiccién en dicha teorfa.

El punto de partida de la teoria de conjuntos moderna consiste en admitir que
no podemos dar ninguna definicién operativa de “conjunto”. El paso siguiente
es darse cuenta de que no necesitamos hacerlo.

A continuacion, se introducen varias teorfas axiomaticas de conjuntos y, de
clases y conjuntos. La de Zermelo-Fraenkel-Skolem con el axioma de eleccién es



la més usada hoy dia. La justificacién para dicha eleccién es que dicha axiomati-
ca es la mds apropiada para un primer contacto con la Teoria de Conjuntos y
lo mds importante es que los nimeros reales, sus operaciones aritméticas y sus
demostraciones pueden ser expresadas a partir de ella. Pero no solo el sistema
de los nimeros reales encuentra sustento en la Axiomética de ZFSC, la mayor
parte de las matematicas contemporaneas (posiblemente la uinica excepcién es la
Teorfa de Categorfas) puede desarrollarse dentro de la Teorfa de Conjuntos asf
axiomatizada. Por ejemplo, los objetos fundamentales de Topologfa, Algebra
o Analisis (espacios topoldgicos, espacios vectoriales, grupos, anillos, espacios
de Banach...) son apropiadamente definidos como conjuntos de una clase es-
pecifica. Propiedades topolégicas, algebraicas o analiticas de estos objetos son
entonces derivadas a partir de las propiedades de conjuntos, las cuales se pueden
obtener usando los axiomas ZFSC. En este sentido, la Teoria de Conjuntos asf
axiomatizada sirve como una fundamentacién satisfactoria para otras ramas
de la matemsdtica [Fernando Herndndez Hernandez “Teoria de Conguntos”. So-
ciedad Matematica Mexicana, 2003 Sexagésimo Aniversario].

Las teorfas que se exponen en este articulo son las siguientes:
- Teorias axiomdticas de conjuntos

* Zermelo

* Zermelo-Fraenkel

* Zermelo-Fraenkel-Skolem
- Teorfas axiomadticas de clases y conjuntos

* Von Neumann-Bernays-Godel

* Predicativa de clases y conjuntos

* Impredicativa de clases y conjuntos

* Morse-Kelley

Para finalizar, se introducen algunos axiomas adicionales, asi como su cadena
de implicaciones.

Sin embargo, la teorfa de conjuntos no es el tnico marco unificador posible
para la Matemética, ya que esta se puede basar también en la teorfa de tipos
(Russell 1910, Martin-Lof 1984), cuyos objetos fundamentales son las funciones.

2. Axiomaédticas de la Teoria de Conjuntos

2.1. Teoria axiomatica de Zermelo

Axioma I: (de extension)
Si dos conjuntos tienen los mismos elementos, entonces son iguales.

Axioma II: (esquema de separacién o de especificacion)
Existe el conjunto cuyos elementos son los elementos de un conjunto que
cumplen una determinada propiedad.



Axioma III: (del par)
Si ay b son conjuntos, entonces existe un conjunto cuyos unicos elementos
son a y b.

Axioma IV: (de amalgamacién o de la gran unién)
Si a es un conjunto, existe el conjunto cuyos elementos son los elementos de
los elementos de a.

Axioma V: (del conjunto de las partes o del conjunto potencia)
Si a es un conjunto, existe el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos
de a.

Axioma VI: (del infinito)
Existe un conjunto infinito

2.2. Teoria axiomatica de Zermelo-Fraenkel

Axioma I: (de extensién)
Si Ay B son conjuntos tales que (V) (x € A < x € B), entonces A = B.

Axioma II: (del conjunto vacio)

Existe un conjunto, que denominaremos conjunto vacio (cuya unicidad resul-
ta del axioma anterior) tal que carece de elementos; es decir, (34) (Vz) (z ¢ A).
Dicho conjunto se denota por el simbolo (.

Axioma III: (de la unién)
Si A es un conjunto entonces existe un conjunto B tal que (VA) (3b) (V)
(reB& (Fy)(ye Anz cy)).

Axioma IV: (del conjunto de partes)

Para cada conjunto A existe un conjunto, que notaremos P (A) y denom-
inaremos conjunto de partes de A, verificando: = es un elemento de P (A) si, y
s6lo si, es un subconjunto de A.

Axioma V: (de regularidad)
Si A es un conjunto no vacio, entonces existe un elemento = del conjunto A
tal que ANz = 0.

Axioma VI: (de reemplazamiento para una funcién proposicional)

Si F'(z,y) es una funcién proposicional tal que para cada x existe un tnico
y verificando F'(z,y), entonces para cada conjunto A existe un conjunto B tal
que z pertenece a B si, y sélo si, existe y € A verificando F (y,x) .

Axioma VII: (del infinito)
Existe un conjunto A que verifica: () € AA (Vz)(z € A=z U{z} € A))



Axioma VIII: (de la eleccién)
Para cada conjunto A existe, al menos, una aplicacién ¢ : P (A) — {0} — A
tal que para cada B € P (A) — {0} se verifica ¢ (B) € B.

ZF denota los axiomas 1 a 7.
ZFC denota ZF + Axioma de Eleccién

2.3. Teoria axiomatica de Zermelo-Fraenkel-Skolem

Axioma I: (de existencia)
Hay un conjunto que no tiene elementos.

Axioma II: (de extension)
Si dos conjuntos tienen los mismos elementos, entonces son iguales.

Axioma III: (esquema de comprension)
Sea P una férmula. Para cualquier conjunto a hay un conjunto b tal que
x € bsi, y solo si, x € a 'y x verifica la formula P.

Axioma IV: (del par)
Para cualesquiera conjuntos a y b hay un conjunto c tal que = € C si, y solo
si,z €aox€b.

Axioma V: (de unién)
Para cualquier conjunto a, existe un conjunto b tal que = € b si, y solo si,
x € ¢ para algin ¢ € a.

Axioma VI: (del conjunto de las partes o del conjunto potencia)
Si a es un conjunto, existe el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos
de a.

Axioma VII: (de fundacién)
En cada conjunto no vacio a existe A € a tal que A y a son ajenos.

Axioma VIII: (del infinito)
Existe un conjunto infinito.

(Fa)(d€eaAVz(z €a=xzU{z}€a))
Definicién:
Una férmula ¢ (x,y, uq, ..., u,) es funcional en las variables z e y si las tiene

libres y se puede demostrar

(vula 7un) (vx7y7 Z) (SD (zayaula 7un) A 2 (517, 2y ULy ooy Un) =y= Z)

Axioma IX: (esquema de substitucién o de reemplazamiento)



Si ¢ es una férmula funcional en z e y, entonces

(Vu, .ooyun) (Va) (3b) (Vy) (y €bo Tz (z € ah @ (z,y,u1,y ..., Uup)))

Axioma X: (de eleccidn)
Todo conjunto no vacio tiene una funcién de eleccion.

ZFS denota los axiomas 1 a 9.
ZFSC denota ZFS + Axioma de Eleccién

2.4. Axiomaédticas de la Teoria de Clases y Conjuntos

La primera teoria axiomética de clases y conjuntos que presentaremos aho-
ra es debida a Von Neumann (1925), Bernays (1937) y Godel (1938), en la
cual los conceptos primitivos son los de “clase” y “pertenencia”, mientras que
el concepto de “conjunto” es definido a partir de éstos, de tal manera que los
“conjuntos” de la teorfa Von Neumann-Bernays-Godel (NBG) corresponden en
la teorfa Zermelo-Fraenkel (ZF) a las colecciones de objetos mateméticos car-
acterizados por una propiedad “colectivizante”. Mds atin, la teoria axiomadtica
NBG asocia a cada propiedad o predicado universal una “coleccién” (una clase
en la teoria NBG).

Como no vamos a entrar en detalles, senalamos simplemente que las teorias
NBG y ZF coinciden sobre los conjuntos, es decir, que todo teorema de la teoria
ZF es un teorema de la teoria NBG y reciprocamente, todo teorema de la teoria
NBG en el que intervengan tnicamente conjuntos es un teorema de la teoria
ZF.

2.5. Axiomatica de Von Neumann, Bernays y Godel

Definicién: Una clase = diremos que es un conjunto sii existe una clase y
tal que = € y.

Dicho con otras palabras, por definicién un conjunto es una clase que pertenece
a alguna clase; si una clase no es un conjunto entonces diremos que es una clase
propia.

Axioma I: (de clasificacion)
Un objeto matematico a pertenece a la clase {z : F'(z)} si, y sélo si, la
proposicién F'(a) es verdadera y, ademds, a es un conjunto.

Definicién: Diremos que la clase a es una subclase o una parte de la clase b, y
lo notaremos a C b o también b D a, si, y sélo si, (Vz) (z € a = x € D).

Axioma II: (de extension)
Dos clases a y b son iguales si, y sélo si, (a Cb) A (b C a).



Axioma III: (del conjunto de partes)

Si a es un conjunto, entonces existe un conjunto, que notaremos P (a) y
denominaremos conjunto de partes de a, que verifica la siguiente condicién: una
clase z es subclase de a si, y sélo si, z € P (a).

Definicién: Si a y b son clases, definimos la clase unién de a y b, que notaremos
a U b, por:
aUb={z:(zx€a)V(zeb)}.

Axioma IV: (de la unién)
Si las clases a y b son conjuntos entonces la clase a U b es un conjunto.

Definicién: Si a y b son clases, definimos la clase interseccién de a y b, que
notaremos a N b, por:

anb={z:(x€a)N(ze€b)}.

Definicién: Definimos la clase vacia, que notaremos por (), a la clase

D={x:a#a}.

Axioma V: (de regularidad)
Si a es una clase no vacia, entonces existe un elemento x de la clase a tal
que aNxz = 0.

Definicién: Si a y b son clases, definimos la clase diferencia de a y b, que
notaremos a — b, por:

a—b={zx:(zea)N(z¢D)}.
Axioma VI: (de la eleccién)

Para cada conjunto A existe, al menos, una aplicaciéon ¢ : P (A) — {0} — A
tal que para cada B € P (A) — {0} se verifica ¢ (B) € B.

Definicién: Sea a una clase. Definimos la clase unién de los elementos de a,
que notaremos Ua, a la clase Us = {z: (Fy) (y €ca Az €y)}.

Axioma VII: (de amalgamacion)
Si A es un conjunto, entonces la clase UA es un conjunto.

Definicién: Si a y b son clases entonces definimos el par ordenado de primera
componente a y segunda componente b, que notaremos (a,b), a la clase

(a7 b) = {{a} ) {a7 b}} :



Definicién: Si a y b son clases entonces definimos la clase producto cartesiano
de a 'y b, que notaremos a x b, a la clase

axb={z:(Fy)F2)(ycanzebrz=(y,2))}.

Definicién: Una grafica de la clase a en la clase b es una subclase de a x b.

Definicién: Si G es una gréfica de la clase a en la clase b, entonces definimos
el dominio de la gréifica G, que notaremos dom (G), y el recorrido de la grafica
G, que notaremos rec (G), como las clases siguientes:

dom (G) = A{z: () ((z,y) € G)}
rec(G) = {z:(3Jy) ((y,2) € G)}

Definicién: Una gréafica G de la clase a en la clase b diremos que es funcional
si, y sélo si, (Va) (Vy) (V2) ((z,y) e GA(z,2) e G=y=2z).

Axioma VIII: (de sustitucién)
Si G es una gréfica funcional entre dos clases y dom (G) es un conjunto,
entonces rec (A) es un conjunto.

Proposicion: Si (A, <) es una clase bien ordenada, entonces para cada elemento
x de A, distinto del elemento maximo de A, si lo hubiere, existe un tnico 2+ € A
tal que

i)z <at

i) Vy)(ye ANz <y<azt=y=uzT).

Axioma IX: (del infinito)
Existe un conjunto Ay que verifica () € Ay A (Vz) (z € Ag = 2zt € Ay)).

2.6. Teoria predicativa de clases y conjuntos

Axioma I: (de extensién)
Si dos clases tienen los mismos elementos, entonces son iguales.

VX)(XeAeXeB)=A=B

Axioma II: (del conjunto vacio)
Existe un conjunto que no tiene elementos.

(3a) (V) (x ¢ a)

Axioma III: (del par)



Si a y b son conjuntos, existe un conjunto cuyos elementos son a y b.

(Va,b) (3c) (Va)(x €c= (z=aVx=0>))

Axiomas IV: (de existencia de clases)
(3X) (VYu,v) ((u,v) € X & u € v)

(VX,Y)(3Z2) (V) (u € Z s ue X Auey)
VX)EY)(Vu) (ueY s ud¢ X)
VX)(3Y) (Vu) (uw e Y < Fv((u,v) € X))
(VX)) (3Y) (Vu,v) (u,v) €Y ©ue X)
(VX) (3Y
(VX) 3y

~—  ~—

(Vu, v,w) ((u,v,w) €Y & (v,w,u) € X)
) € X)

(Vu,v,w) ((u,v,w) €Y & (u,w,v) €

Axioma V: (de amalgamacién o de la gran unién)
Si a es un conjunto, existe el conjunto cuyos elementos son los elementos de
los elementos de a.

(Va) (3b) (Vo) (z €bs Jy(z €y Ay €a))

Axioma VI: (del conjunto de las partes o del conjunto potencia)
Si a es un conjunto, existe el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos
de a.
(Va) (F) Vz) (z e b Vy(y cx =y € a))

Axioma VII: (de subconjuntos)
La interseccién de un conjunto y de una clase es un conjunto.

(Va € A) (C(an A))

Axioma VIII: (de reemplazamiento)
Si F' es una funcién y a es un conjunto, entonces F'[a] es un conjunto.

(Va € F) (Fun (F) = C(F[a]))



2.7. Teoria impredicativa de clases y conjuntos

Axioma I: (de extensién)
Si dos clases tienen los mismos elementos, entonces son iguales.

Vz)(r€aesxzedb)=>a=0b

Axioma II: (de comprehensién)
Existe la clase de todos los conjuntos que verifican una determinada propiedad

(T, Uy ey Up,)
Si ¢ (z,u1,...,u,) es una férmula con la variable z libre, entonces:

(Vug, ..., tn) (Fa) (Vo) (z € a & (x € UNp (z,u1, ..., Up)))

Axioma III: (del conjunto vacio)
La clase vacfa es un conjunto.

Deld. C()

Axioma IV: (de las partes o de la potencia)
Si a es un conjunto, su clase potencia es un conjunto.

acU=Pa)eU

Axioma V: (del par)
Si a y b son conjuntos, la clase {a,b} es un conjunto.

(a,bel) = ({a,b} €U)
Axioma VI: (de amalgamaci6n)
Si a es un conjunto, su gran unién Ua también lo es.

(a el =Uaecll)

Axioma VII: (de reemplazamiento)
Si f es una funcién y a es un conjunto, entonces f [a] es un conjunto.

Fun(f) = (el =fla] €U)

Axioma VIII: (del infinito)

w es un conjunto.
wel

10



Axioma IX: (de regularidad o de buen funcionamiento)

Va)(a#£D=Fz(z€ahxzNa=0))

Axioma X: (de eleccién)

Una funcién de eleccién sobre una clase a es una funcién f : a — U tal que
para todo x € a, x # () se cumple [ (z) € .

Para cada conjunto a existe una funcién de eleccién sobre él.

Axioma XI: (Lema de Zorn)
Todo conjunto inductivo (a, <) posee un elemento maximal.

Axioma XII: (Ley de tricotomia de Cantor)
Dados dos conjuntos ay b, se tiene que a < b o b < a.

Axioma XIII: (Principio del buen orden o de Zermelo)
Para cada conjunto a existe una relacién R que lo bien ordena.

Axioma XIV: (Hipétesis del continuo)
Dado un conjunto numerable, no existe conjunto més potente que él y menos
potente que el conjunto de sus partes.

(Va) (a = w = Pz (a < = < P(a)))
Axioma XV: (Hipdétesis generalizada del continuo)

Dado un conjunto infinito, no existe ningin conjunto mds potente que él y
menos potente que el conjunto de sus partes.

(Va) (Inf (a) = Pz (a < = < P (a)))

3. Teoria de Morse-Kelley

Es similar a la de NBG, pero MK (Morse-Kelley) es mds potente, y no son
equivalentes.

Axioma I: (extensionalidad)
Dos clases son iguales si, y solo si, tienen los mismos elementos.

VXY, X =Y «=VZ(ZeX o Z€Y)

Axioma II: (del par)
Dados dos conjuntos, existe un tercero que los contiene solo a ambos.

Veydz, Vw (w € z - w=2zVw=y)

11



Axioma III: (de la unién)
Dados dos conjuntos, existe un tercero que contine a los elementos de ambos.

Vaey3dz, Vw (w € z > w € zVw € y)

Axioma IV: (del conjunto vacio)
Existe un conjunto sin elementos.

vy, y ¢

Axioma V: (De reemplazo)
Dado un conjunto z y una clase univoca A, existe el conjunto dado por la
imagen de x por A.

VA, UnA — FyVu(u ey — v ez (v,u) € A)

La principal diferencia entre MK y NBG es que en MK se adopta un esquema
de formacién de clases sin restringirse a férmulas normales.

Axioma VI: (esquema de formacién de clases)
Para toda férmula ¢ (z;) donde Y no est4 libre,

YV, ;€Y — p(x;)
es un axioma de M K.

Axioma VII: (Del conjunto de partes)
Dado un conjunto, existe otro formado por la totalidad de los subconjuntos
del primero.
Vedy, Vz(z €y < z C x)

Axioma VIII: (del conjunto infinito)
Existe un conjunto que es biyectable con un subconjunto propio de sf mismo.

dxf, Fnf NDf =x AN Rf C x A f inyectiva
Axioma IX: (de regularidad)
Toda clase no vacia contine una clase disjunta consigo misma.

VX3IY € XVz, T(z€ X Nz€Y)

Axioma X: (de eleccién)

12



Dado un conjunto, existe una funcién de eleccién sobre sus elementos no
vacios.

Vedf, Fnf ADf =z AVu €z (u# I — f(u) €u)

Es obvio que todo teorema de NBG es un teorema de MK: la axiomatizacién
de MK es pricticamente idéntica a la de NBG con esquema de formacién de
clases, pero con una versién més fuerte de éste ultimo.

El inverso no es cierto. En teoria de modelos puede probarse que la consis-

tencia de NBG es un teorema de MK, lo que suponiendo la consistencia de NBG

no puede ser un teorema de NBG, por el segundo teorema de incompletitud de
Godel

4. Axiomas adicionales y axiomas de cardinales
grandes

Axioma Al (Hipétesis del continuo; HC): 2X0 = 5.

Axioma AII (Hipdtesis generalizada del continuo; HGC): Para cualquier
a € Ord, se tiene que 2Xo = 37,41,

Axioma AIII (Axioma de Martin, AM): Si (P,<) es un conjunto pre-
ordenado que satisface la c.c.c. y si D es una familia de menos que 2Xo subcon-
juntos densos de P, entonces existe un filtro D— genérico en P.

Axioma AIV (Hipétesis de Souslin, HS): No existen lineas de Souslin.

Las implicaciones entre estos axiomas estdn dadas en la siguiente cadena:

HGC = HC= AM = HS

Por tltimo, se enuncian los axiomas de cardinales grandes:
Axioma CGI (CI): Existen cardinales inaccesibles.
Axioma CGII (CFI): Existen cardinales fuertemente inaccesibles.
Axioma CGIII (CM): Existen cardinales medibles.
Axioma CGIV (CdC): Existen cardinales débilmente compactos.
Axioma CGV (CC): Existen cardinales compactos.

Axioma CGVI (CMa): Existen cardinales de Mahlo.
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Las implicaciones que relacionan estos axiomas son:

CC= CM= CdC= CMa= CFI= CI

Se termina con una muestra del poder de estos axiomas: sabemos que la
consistencia de ZFSC no puede demostrarse a partir de ZFSC (teorema de
Godel); sin embargo, si puede ser demostrada a partir de ZFSC+CI.
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