Demostraciones por induccion

Principio de induccion matematica:

Si P(n) es una propiedad matematica que se verifica para n=1, y suponemos que es cierta para

para ne N (hipotesis de induccion), entonces el principio de induccion nos dice que Si SOmos
capaces de comprobar que la propiedad se verifica para n+1, dicha propiedad se verifica para
todos los nimeros naturales.

Vamos a demostrar varias propiedades por induccion:

1) Potencia, de exponente natural, de un producto
(x-y)' =x"-y" Vx,yeR y VneN

Lo demostramos para n=1:
(x-y) =x-y=x"-y'
Hipotesis de induccidn: lo suponemos cierto para n:
(x-y) =x"-y"
Lo demostramos para n+1:
(X.y)n-v-l =(X'y)n(X'y)=Xn .yn '(X'y):Xn .X.yn .y=Xn+1'yn

+1

C.Q.DL

2) Logaritmo de una potencia de exponente natural?’:

log, X" =n-log,x Vxe(0,+), a>0,a#lyVvneN

Lo demostramos para n=1:
log, x' =log, x=1-log, X
Hipotesis de induccidn: lo suponemos cierto para n:
log, X" =n-log, X
Lo demostramos para n+1:
log, X" =log, (X” -X) =log, X" +log, x=n-log, x+log, x =(n+1)log, X
C.Q.D.

3) Suma de los Angulos interiores de un poligono convexo:
> =180°(n-2) VneN,n>3

donde n es el numero de lados.

Lo demostramos para n =3 (triangulo) :
180°-(3-2)=180°

que es lo que suman los angulos interiores de un triangulo.

Hipétesis de induccion: lo suponemos cierto para n:

1 C.Q.D. = Como Queriamos Demostrar (Q.E.D. is an initialism of the Latin phrase Quod Erat Demonstrandum)
2 Sabemos que dicha propiedad es cierta para N € R .
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180°-(n—2)
Lo demostramos para n+1:
poligono de n+1 lados poligono de n lados + tridngulo

180°-(n—2)+180°=180°-(n—2+1) =180°-[ (n+1)-2]

C.Q.D.
4) Suma de los N primeros niumeros naturales:
n(n+1)
1+2+3+..+n=—+-+ VneN
Lo demostramos para n=1:
I(1+1
NI
2
Hipétesis de induccion: lo suponemos cierto para n:
n(n+1)
[+2+3+...+n=
Lo demostramos para n+1:
n(n+1 n(n+1)+2(n+1 2
14+243+..+n+(n+1)= (2 )+(n+1)= (n+D)+2(n+1) _n +n;2n+2:
C(n+1)(n+2) (n+1)[(n+1)+1]
- 2 - 2
C.Q.D.
5) Suma de los n primeros cuadrados:
n(n+1)(2n+1
P+2°+3 +..+n° = (n+1)( ) vneN
Lo demostramos para n=1:
1_12_1(1+1)(2-1+1)_1.2-3_1
=1*>= 6 == -
Hipotesis de induccidn: lo suponemos cierto para n:
n(n+1)(2n+1)

P+2*+3+..+n° =

6
Lo demostramos para n+1:
2 _ n(n+1)(2n+1) +(n+l)2 _ n(n+1)(2n+61)+6(n+1)2 i

P+22+3° +..+n*+(n+1)
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204307 +n+6n’ +12n+6 20’ +9n° +13n+6 _ (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6 6
C(n+1)[(n+1)+1][2(n+1)+1]
- 6
C.Q.D.
6) Suma de los n primeros cubos:
2
1
l3+23+33+...+n3:{n(n;r )} vneN
Lo demostramos para n=1:
2
1=1 = M :izl
2 4
Hipétesis de induccion: lo suponemos cierto para n:
2

P+2°+3 +..+n° :[n(n;l)}

Lo demostramos para n+1:
2 2 2 3
P+2°+3 +.+n° +(n+1)3 :[n(nﬂ)} +(n+1)3 _n (n+1) +4(n+1) =
2 4 4
Cnteen'+13n7+12n+4  (n+1) (n+2)"  [(n+D)[(n+1)+1] ’
- 4 - 4 - 2
C.Q.D.

Ampliacién: Sumatorio (notacion introducida en 1722 por el matematico francés Joseph Louis
Lagrange)

El signo Z (sumatorio®) se utiliza en matematicas para abreviar sumas.

Por ejemplo:
100

1+2+3+...4100 =Y K

k=1

1+2+3+...+n=2k
k=1
2+22+3%+...+n° :Zk2
k=1
P+2+3%+..+n° =Zk3

k=1

3 Z es la letra griega sigma.
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