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Proélogo

Este libro se ha hecho para uso y disfrute de los alumnos de segundo de bachillerato
de la opcidn cientifico-tecnologica. Se trata de la quinta ediciéon. Espero que tengiis la
bondad de perdonar los errores que he cometido al hacerlo.

También agradezco de corazon la colaboracion de algunos companeros y compane-
ras que tuvieron conocimiento de la primera version gracias a la Sociedad Extremena
de Educaciéon Matematica “Ventura Reyes Prosper”, la cual no sélo comunicé la pri-
mera edicién, sino que ademés me permitié obtener los enunciados de todos los anos
y asi ayudarme a clasificarlos.

En especial acordarme de su secretario, Cipri, que falleci6é recientemente y era mi
enlace con todos los componentes de la asociaciéon. Descanse en paz.

Si quieres hacer algiin comentario, comunicar algtin error o decir algo que se te
ocurra, puedes ponerte en contacto conmigo en vicente@vicentegonzalezvalle.es.

Este libro se ird4 actualizando con los exdmenes que cada ano vaya poniendo la
universidad, incorporando este afio los del curso 2010, tanto de la fase general, como
de la especifica, pudiendo obtenerse la version actualizada en la pagina
http:/ /www.vicentegonzalezvalle.es.

Este trabajo se ha hecho utilizando I#TEXy su frontend para linux Kile. Para los
graficos se ha usado el software de Geogebra. Gracias a todos los que han hecho posible
estos programas y los han compartido gratuitamente con los demas.

He dividido el libro en dos tomos por el volumen que tiene. También he hecho una
clasificacion de los ejercicios por temas, esperando que la clasificacion realizada sea del
agrado de todos.

Se trata de un trabajo que ofrezco a la comunidad educativa, pero es conveniente
saber que se emite bajo una licencia Creative Commons en la que tienes que tener
presente que:

Tu eres libre de:

= copiar, distribuir, comunicar y ejecutar publicamente la obra.
= hacer obras derivadas.
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Bajo la siguientes condiciones:

Atribucion Debes reconocer y citar la obra de la forma especificada por el autor o el

licenciante.
No Comercial No puedes utilizar esta obra para fines comerciales.

Licenciar Igual Si alteras o transformas esta obra, o generas una obra derivada, sélo

puedes distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

= Al reutilizar o distribuir la obra, tienes que dejar bien claro los términos de la

licencia de esta obra.

= Alguna de estas condiciones puede no aplicarse si se obtiene el permiso del titular

de los derechos de autor.
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Capitulo 1

Funciones y continuidad

1.1. Representar graficamente la funciéon

2

_9.3_ T 3
flz) =2z 5 x—|—27

;Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?

(Septiembre 00)

- Solucién:
Para poder representarla vamos a estudiar su derivada. Tenemos que

fl(x) =62 -z —1

Igualando a cero resulta:

1+y1+24 1+5 | 122
12 12 4 1

127 73

622 —2—-1=0= 2=

Construimos una tabla para estudiar el signo de la derivada y conocer asi donde

crece y donde decrece y sus méximos y minimos.

1 11 1
(‘“’"3) (‘3’2) (2’*“))
622 —x —1 + - +
e N a

En consecuencia:
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e+ (1) (11
)

- Decrece — (—

)

w| =
N |

17
- Méaxi s -, —
ax1mo ( 3, 8)

—_

1 41
Minimo — | =, ——
2" 216
También es obvio que lim f(z) = —ocoy que lim f(x) = +o0
T— —00 z—~+00
Podemos hacer una tabla de valores para afinar la representacion, pero aqui no la
pondremos.

La grafica resultante podemos verla en la figura 1.1

2

Figura 1.1: Representacion grafica de la funcion f(z) = 223 — % T+ 77

Para ver la ultima parte del ejercicio usaremos el Teorema de Bolzano. Sabemos
que como mucho tendra tres raices reales (pues es un polinomio de grado 3) y por los

datos recabados con anterioridad y mirando la grafica las raices estaran en los intervalos

1 11 1
<oo, 3) , (3, 2) y (2, +oo> . Es evidente que hay una positiva garantizada (la
contenida en el altimo intervalo) y otra negativa (en el primero). Veamos que ocurre
con la otra. Nos basaremos en el teorema de Bolzano para ir tanteando y comprobando

donde esta.

5 41
Tenemos que f(0) = 77 >0y f < ) = %6 < 0. Por tanto la tercera raiz se

1
encuentra en el intervalo (O, 2) y es positiva.
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1.2. Representa la gréafica del polinomio

fz) =223 + 322 - 0'2

;Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas

positivas?

(Junio 01)

- Solucién:

Vamos a hacer un breve estudio del polinomio para su representacion:
- Domf =R — Como en todos los polinomios.

- Simetria — No tiene.

- Continuidad — Continua en todo R.

- Asintotas —» No tiene, como le ocurre a todos los polinomios.

- Corte con los ejes:

e Eje X: Al ser un polinomio de grado 3 puede cortar al Eje X en un méaximo
de tres puntos. Vamos a orientarnos donde estardn usando el teorema de

Bolzano.
o f(-2)=-16+12-02<0
o f(-1)=-243-02>0
o f(0)=-02<0
o f(1)=2+3-02>0

Por tanto corta en un punto entre (—2, —1), en otro entre (—1,0) y en otro
entre (0,1).

e Eje Y: (0,-02)
- Vamos a estudiar la derivada:
f'(x) = 62% + 62
Esta derivada se anula en x =0 y en z = —1. Por tanto:

| (00, 1) | (=1,0) | (0, +00)

622 + 6z + - +
Va N Va
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De aqui deducimos que:

e Crece — (—00, —1) U (0, +00)
e Decrece — (—1,0)
e Maximo — (—1,0'8)

e Minimo — (0, —0'2)

Su representacion grafica podemos verla en la figura 1.2

Figura 1.2: Representacion grafica de la funcion f(z) = 223 + 322 — 0’2

La respuesta a las preguntas finales ya la hemos hecho cuando realizamos el estudio

del corte con el Eje X, es decir, hay dos raices negativas y una positiva.

1.3. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que

una décima, una raiz positiva del polinomio 2® +z — 1

(Septiembre 01)
- Solucién:
La parte de teoria podemos encontrarla en cualquier libro.
Para buscar la raiz positiva que nos piden vamos a tantear utilizando el teorema
de Bolzano. Nuestra funcién es f(z) = 23 + 2 — 1 y es facil observar que la funcién es
continua en todo R, y por tanto, lo es en cualquier intervalo que cojamos. También se
cumple que:

fO)=-1y f1)=1
Vamos a comenzar a tantear para “acorralar” la raiz.
s f(0'5) = —0'375 < 0 = La raiz esta en el intervalo (0’5, 1).

s f(0'7) = 0043 > 0 = La raiz esté en el intervalo (0'5,0'7).
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» f(0'6) = —0'184 < 0 = La raiz esta en el intervalo (0'6,0'7).

La raiz, con un error menor que 0’1 esta contenida en el intervalo (0'6,0'7). Valdria

cualquiera, pero parece que por el valor que toma la funcién en él podiamos tomar 0'7.

1.4. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio z* — 422 — 1

tiene alguna raiz real negativa.

(Junio 03)
- Solucién:
El teorema podemos encontrarlo en cualquier libro.
Vamos a aplicar el mismo para comprobar que la funciéon tiene, al menos, una raiz
negativa.
Este hecho es evidente, pues basta con comprobar que la funcién toma valores de

distinto signo en —5 y 0.
- f(=5)=625—-100—1> 0.
- f(0)=-1<0.

Luego, segin el teorema de Bolzano, como f es continua en [—5,0] y toma valores

de signo contrario en —5 y 0, entonces existe un ¢ € (—5,0) en el que f(c) = 0.

1.5. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecua-

cion x = cosz tiene solucién positiva.
(Septiembre 04)

- Solucién:
El teorema de Bolzano puede encontrarse en cualquier libro.
Pasamos a la segunda parte.
Consideramos la funcion f(z) = cosz — x. Evidentemente su dominio es todo R y

es también continua en todo su dominio. Ademas:
» f(0)=1-0=1>0
w f(1) =cosl —1=0/999847 —1 < 0

Por tanto, esta funcion cumple las hipotesis del teorema de Bolzano, y segun el
mismo, tiene que tener una raiz en el intervalo (0,1), y por tanto positiva.
Si no queremos apurar tanto podemos tomar x = 2,3,--- en lugar de x = 1, pues

como el coseno estd comprendido entre —1 y 1, al restarle la x elegida daré negativo.
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1.6.

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién e® = —2z2 + 2

tiene soluciones. (Puede ser 1util dibujar las graficas de las funciones
flz) ="y g(z) = —22% +2.)

c) Determine un intervalo de longitud 1 donde se encuentre alguna solu-
cién de la ecuacion e* = —222 + 2.
(Junio 10 - Fase general)
- Solucién:
a) La respuesta a este apartado podemos encontrarla en cualquier libro.

b) Vamos a considerar para resolver este apartado la funcion h(z) = e® + 222 — 2.
Representaremos las dos funciones como nos aconsejan. Omitimos los calculos a

realizar y el resultado es:

g(x)=-2x"+2

Figura 1.3: Representacién grafica de las funciones e® y 22 — 2

Hay que encontrar dos valores en los que tenga signo contrario la funcién h
construida anteriormente. No es mala idea utilizar el 0 como valor siempre que
sea posible; pero ademas en este caso es aconsejable a la vista de las graficas. El

otro valor puede ser el 1.

Tomados estos valores tenemos que es obvio que la funcion es continua en [0, 1]

y ademas:
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e h(0)=¢e"—-2=-1<0
e h(l)=e+2—-2=e>0
En consecuencia, en virtud al teorema de Bolzano existe un valor en el intervalo

(0,1) en el que la funcion h(zx) tiene un cero, es decir, es solucion de la ecuacion

planteada.

c¢) El intervalo anterior vale para este apartado.

1.7. Diga, razonando la respuesta, qué valor debe tomar c para que sea

continua la funcién:

c siz=0

fl@)=4¢ .
e’ —1—x .

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:

Si & # 0 es obvio que la funcién es continua por ser un cociente de funciones
continuas. Para que sea continua en x = 0 tiene que ocurrir que
ef—1—-=x

c¢= lim 5
x—0 €T

Calculemos el limite aplicando la regla de L'Hépital.

., ef—1—=x 0 L, et —1 0 . 1
lim ———— = |=| = lim =|=|=1lm—=-
x—0 .’E2 0 z—0 2x 2 2

1
Luego c = 5 Para que sea continua.
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Capitulo 2

Derivada y sus aplicaciones

2.1. Determinar el dominio de definicién de la funcion f(z) =  — In (22 —1)
y representar su grafica, calculando los intervalos de crecimiento y

los extremos (méximos y minimos relativos).

(Junio 00)

- Solucién:
La funcién no existira en los puntos en los que z? — 1 < 0. Vamos a ver donde

ocurre. Para ello vamos a hacer una tabla con los puntos de corte.
P -1=0=2=%+1

La tabla queda:

| (—o0,~1) | (-1,1) | (1, +o0)
e -] e

Luego el dominio de la funcion es Domf = (—oo, —1) J (1, 4+00).

Vamos a estudiar su derivada:

2x 2 —1-2z 22 —2x—1

flay=1- 5= -

2—-1  z2-1 2 -1

Vamos a estudiar su signo. Para ello vamos a igualar la derivada a cero y tendremos

en cuenta el dominio antes calculado y construiremos una tabla.

x2—2x—1_

24++4+4 2+ +v8
1 =0=x= 2+ = Q\f:li\@
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La tabla quedaria:

| (—oo,=1) | (=1,1) | (1L,1+V2) | (1+ V2, +)
+ No existe - +
e N\ S

2 —2r—1
2 —1

Luego la funcion:
- Crece — (—o0,—1)J (1 + V2, +0)
- Decrece — (1, 1+ \/5)

Hay un minimo en (1 +2, 0.84). Para aproximar méas es bueno hacer una tabla
de valores, que aqui no haremos. También es evidente que en x =1 y en x = —1 hay
asintotas verticales, pues las tiene el logaritmo.

-r=1— h’m+ f(x) = 400 (Por la izquierda no existe).

x—1

-z=-1— lim f(x)=+4oc0 (Por la derecha no existe).
1

La representacion grafica podemos verla en la figura 2.1.

Figura 2.1: Representacion grafica de la funcion f(z) =x —In (x2 — 1)

2.2. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto

T = a, y explicar su relaciéon con los maximos relativos de la funcion.
(Junio 00)

- Solucién:

La solucién de este ejercicio puede verse en cualquier libro.
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2.3. Calcular la derivada en el punto = = 1 de la funcién f(z) = 2~ /2Ina.

(Septiembre 00)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada y después sustituiremos x = 1 en la funcién obtenida.

1 1

f(x) = —ix*?’/zlnx + m*1/2;

Sustituyendo obtenemos:
/ L 3 —1/2
F)=—5 17 41721 =1
2.4. Dadas las funciones f(z) = 22+ 7 y g(x) = senz + cosz, calcula la
derivada en z = 0 de las funciones f(g(z)) y g(f(z)).

(Junio 01)

- Solucién:
Tenemos dos formas de resolver este ejercicio. La primera consiste en calcular las
composiciones requeridas y posteriormente derivar, y la segunda en derivar aplicando

la regla de la cadena. Veamos la primera en ambas funciones:

f(g(z)) = (senx + cosx)? + 7 = sen’z + cos’x +2senzcosx + T = sen2x + 7 + 1
—_————
1

Si derivamos esta expresion tendremos:
[(fog)]' (x) = [f(g(x))]' = 2cos2x
Sustituyendo en z = 0 resulta:
[(fog)]' (0) =2
Por otro lado, la otra composicién nos darfa:
9(f(@)) = sen(w? + ) + cos(a® + )
Derivando obtenemos:

[(gof)] (z) = 2zcos(2® + 7)) — 2zsen(z® + )
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Subtituyendo en x = 0 el resultado obtenido es:
[(gof)) (0) =0

Veamos ahora el otro método para la resolucion del ejercicio. Lo haremos a modo

de ejemplo s6lo en el primer caso. Segun la regla de la cadena
[(fog)]' () = f'(g(x)) - ¢ (x) = 2(senz + cosx)(cosx — sen)
Si sustituimos en z = 0 nos quedaria:
(fog)]" (0) = 2(sen0 + cos0)(cosO — send) = 2

Obtenemos, obviamente, el mismo resultado.

2.5. Entre todos los rectangulos de area dada jcual es el de perimetro

minimo?

(Septiembre 01)

- Solucién:

Vamos a buscar una funcién a minimizar (que dependera en un principio de dos

variables) y una igualdad que ligue las variables. En nuestro caso son:

24 222424
Plz,y) = 2w+2y | = Pla)=2r+">="—"—

40

X

T

A = x'y :}y:

Vamos a derivar la funcion obtenida:

CArox— (207 424)  dx? — 227 24 227 — 24

/
Pi(z) 2 2 2

Igualando la derivada a cero obtenemos:

222 — 24

5 —0=212-24=0=—=22=A=— 2 =+VA

x
De las dos obtenidas s6lo vale la positiva. Vamos a calcular la segunda derivada

para ver que hay un minimo.

_dw-a? - 22(22? — 24)  4a® —4ad +4Ax 4Ax

1 = 1 B

P// (x)

x x xT
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Sustituyendo el valor de x obtenido tenemos:

P (va) = VA

luego hay un minimo. Sustituyendo 2 = v/A en (1) podemos calcular y.

Se trata por tanto de un cuadrado de lado v/A.

2.6. Definir el concepto de derivada de una funcién f(z) en un punto

x = a y explicar su relaciéon con el crecimiento de la funcion.

(Junio 02)

- Solucién:

La respuesta puede encontrarse en cualquier libro.

2.7. Representar la grafica de la funcién f(z) = 22+ (22)"!, determinando

los intervalos donde es creciente.

(Junio 02)
- Solucién:
3 . 1 42241
Nuestra funcién podemos ponerla f(z) = 2z + (22)~! =2z + o = o
x x

Vamos a buscar algunos datos para poder representarla.

Es evidente que el dominio de la funcion es Domf = R — {0}. También es obvio
que tiene una asintota vertical en x = 0, que no corta al eje X, ni al eje Y.

Vamos a estudiar la derivada.

8z-20—2-(42?+1) 162 —822 -2 8z -2
B 422 N 422 C 4g?

f'(x)

Igualando a cero tenemos:

8z% — 2 9 5, 1 1

Vamos a estudiar el signo de la derivada para especificar donde crece y donde
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decrece, asi como los maximos y minimos, si los tiene.

| (—o0,-1/2) | (=1/2,0) | (0,1/2) | (1/2,+o0)
+ — - +
/ N\ hV A

8r2 —2
42

Para afinar la representacion puede hacerse una pequena tabla de valores, viendo

la representacion en la figura 2.2.

Figura 2.2: Representacion gréfica de la funcién f(z) = 2x + (2z)7!

En cuanto al crecimiento y decrecimiento, asi como del estudio de la derivada,

concluimos:

Crece — (—00,—1/2) U (1/2, +00).

- Decrece — (—1/2,0) U (0,1/2).
- Maximo — (—1/2,-2).
- Minimo — (1/2,2).
2.8. Representar la grafica de la funcién f(x) = 2® + 272, determinando
sus extremos (maximos y minimos relativos).

(Septiembre 02)

- Solucién:

Nuestra funcion escrita en forma de fraccion es:

f@y=2*+a23 =03+ — =
x
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Es evidente que su dominio es Domf = R—{0}. Ademas la funcion es impar, pues:

Y 26 26
f(—z) = ( (_)x;l = _;1 -t = —f(z)

23
Vamos a ver los puntos de corte con los ejes:

- Eje X — Hacemos y = 0.

20 4+1
23

=0=2%4+1=0= No corta.

- Eje Y — Hacemos = = 0. En este caso no corta, pues x = 0 no pertenece al

dominio.

Vamos a calcular la primera derivada para hallar los méximos y los minimos.

, o 625.0% —32% (25 +1) 628 — 328 — 322 328 — 322
y = 26 = 26 = 26

Si igualamos a cero resulta

328 — 32

T =0=32"-3>=0=3"(2°-1) =0 =
X

x = 0 = No pertenece al dominio.
P -1=0=2=1=2=+1

Vamos a estudiar el signo de la derivada y asi podemos decidir los maximos y

minimos.
| (—o0,~1) [ (=1,0) | (0,1) | (1, 00)
32® — 322
B o e
/ hV hV A

De aqui deducimos que la funcién tiene:
- Un méaximo en el punto (-1, —2).
- Un minimo en el punto (1, 2).

Es facil observar que la funcién tiene una asintota vertical en la recta © = 0 y que
no tiene asintotas ni horizontales, ni oblicuas.
Puede hacerse una tabla de valores para afinar méas la representacion grafica, pero

no la haremos aqui. La representacion grafica pedida podemos verla en la figura 2.3.



16 2. Deriwada y sus aplicaciones

Figura 2.3: Representacion grafica de la funcion f(z) = 23 + 273

2.9. Enuncia la regla de L’Ho6pital y calcula el limite

i 1 — cos(2mx)
a1 (z—1)2

(Septiembre 02)

- Solucién:
La parte teérica de la pregunta puede verse en cualquier libro. Vamos a resolver el

limite.

=927

il—>ml (x—1)2

1—cos(2mx) [0] . Zwsen(2mz) [0] . 2w2cos(27mx)
S (z—12 Tl FHe—1)  |0] am1 1

0 Hx—1) 1

2.10. Representar graficamente la funcion f(z) = e* — ex, determinando
sus extremos relativos (maximos y minimos relativos). ;Existe

algtn valor de z en que f(x) sea negativo?
(Junio 03)

- Solucién:

Vamos a empezar, como siempre, por ver su dominio.
- Es evidente que el Domf = R.
- Veamos ahora los cortes con los ejes:

e Eje X. — Hacemos y = 0.
el —er=0—=¢e"=ex=1a=1
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e Eje Y. — Hacemos z = 0.

f(0)y=1
- Vamos a realizar la derivada, la igualaremos a cero y la estudiaremos la misma.
fz)=e"—e=0=¢"=e=x=1
| (=o0,1) | (1,00)
+
/

€e” —€

pY

También se puede observar de forma sencilla que no va a tener asintotas.

Figura 2.4: Representacion grafica de la funcion f(z) = e* — ex

Para afinar la representacion vamos a hacer una tabla de valores:

| -1 01 2 3
y|300 1 0 1.95 11.93

La representacion grafica podemos verla en la figura 2.4.
En cuanto al interrogante que nos hacen la respuesta es evidente viendo la grafica,

pero también puede razonarse si tenemos en cuenta que tiene un minimo en el punto
(1,0). La respuesta obvia es no.

2.11. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 — 22 que sea

paralela a la recta de ecuacién 2x + y = 4.

(Junio 03)

- Solucién:
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Como es paralela a la recta 2z + y = 4 la ecuacién de la recta que buscamos tiene
que ser de la forma 2x + y = k y de aqui deducimos que su pendiente tiene que ser
m = —2.

Vamos a ver donde tiene la funcién y = 2 — 2 una recta tangente con pendiente
m = —2.

myg = fl(z)=-20=-2=2=1

Luego el punto en el que se produce la tangente es f(1) =2—-1=1= (1,1).
Por tanto, para calcular k basta con sustituir el punto en la ecuacion de la recta
2 +y=k.
2r+y=ken(l,1)=24+1=k=k=3.

Luego la recta buscada es
204+y =3

2.12. Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y
un circulo. Determinar el lado del cuadrado y el radio del circulo

para que la suma de sus areas sea minima.
(Septiembre 03)

- Solucioén:
Para plantear el problema buscamos una funcion a minimizar (que estara en funcion

de dos variables) y una ecuacuon que ligue las variables. Estas ecuaciones son:

A(l,7) = I? + mr? = Ecuacioén a minimizar.

Al + 27r = 2 = 2l + 7r = 1 = Ecuacién que liga las variables.

Vamos a despejar [ en la tltima ecuacién, resultando:

1—m7r
p— 2.1
! 5 (2.1)

Sustituyendo en la primera tenemos:

o 1+ 72r2 — 2mr + 4mr?

1—7r 2+ o  147r% —2mr
T -
4 4

A(ﬂ:( 5

_ (7? +4m)r? —2mr 41
4

Derivando la expresiéon obtenemos:

(2 +4m)r —

Al(r) = 5

27 + dm)r — 2] =

NS |
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Igualando a cero resulta:

2
A )r —
W:Oz(wQ—l—élw)r—W:Oz(7r2+477)r=7r2
1
= (r+d)r=1=r= u.
T+ 4

Si hacemos la segunda derivada resulta:

w2 + 4w

A'(r) = 5

> 0 para cualquier valor de r.
En consecuencia para el valor de r que nosotros hemos calculado la funcién tiene

un minimo.

Vamos a calcular [ sustituyendo en la igualdad (2.1).

l-mem -7 rtd-x 4 2

2 2 2r+8 2748 a+4l”

2.13. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcién
flx) = e®x2.

(Septiembre 03)

- Solucién:
xT

A (& . ~
Nuestra funcion es f(z) = —. Su derivada por tanto sera:
x

ex? — 2we®  xe®(x — 2)
f/(m) = 4 = 4

€T €T

Vamos a estudiar su signo. Calculamos para ello las raices del numerador y del

denominador.

- Raices del numerador:

xz=0.
ze®(x —2) =0= ¢ e =0 = No tiene solucion.
r—2=0=2=2.

- Raices del denominador:

2 =0=2=0.

Con los valores obtenidos construimos una tabla para estudiar el signo de la deri-
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vada.

ze®(x — 2)
!

Por tanto es negativa en el intervalo (0, 2).

2.14. Determinar el mayor area que puede encerrar un tridngulo rec-

tangulo cuyo lado mayor mida 1 metro.
(Junio 04)

- Solucién:

La figura 2.5 nos muestra la idea.

Figura 2.5: Vision gréfica del problema

Nosotros iremos moviendo la hipotenusa (lado mayor) haciendo variar z e .
Necesitamos pues una funcion a maximizar (el area) y otra que ligue las dos varia-

bles. Dichas ecuaciones son:

Az, y) = % (Funcion a maximizar)

2?2+ y? =1=y=+/1— 22 (Ecuacién que liga las variables)

Por tanto, si sustituimos la y en la primera funcién obtenemos:

Vit 1
A(x):%ziﬂr'*/l—aﬁ

Vamos a derivar para ver los puntos que anulan dicha derivada. Entre estos valores

se encuentran los maximos y los minimos.

z - (—Zz) ] ;{1—;&—;&} 21—2x2

B V1—22

Al@) = PRV

1—22+

DN | =
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Igualando esta expresion a cero tenemos:

1 — 222 1 2
7x=O:>—2x2+1:Oﬁ2x2=1:>x2:fﬁxzi
2v/1 — z2 2 2

Para ver que tenemos en ese punto un méximo vamos a estudiar el signo de la

derivada a ambos lados dell namero. 0
Tenemos que A’(0) = 3 >0y A'(0'8) = 71/2

< 0 y por tanto hay un maximo.

En conclusiéon tenemos que:

2 V2 2

2.15. Sila grafica de una funcioén f(z) es:

y=f(x)

representar aproximadamente la grafica de la derivada f'(z).

(Junio 04)

- Solucién:

Observando la grafica tenemos que la funcion tiene las siguientes caracteristicas:
- Crece en (—oo, —1) U (1,4+00) — Luego ahi f'(z) > 0.

- Decrece en (—1,1) — Luego ahi f'(z) < 0.

- Tiene un méaximo en (—1,1) = f'(-1) =0.

- Tiene un minimo en (1,—1) = f’(1) = 0.

- Es convexa en (—o00,0) = f”(z) < 0= f’ es decreciente en (—o0,0).

- Es concava en (0, 4+00) = f(z) > 0 = f’ es creciente en (0, +00).
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- Hay un punto de inflexiéon en x = 0 como conclusién de los puntos anteriores,

por tanto tiene un minimo en z = 0.

Con todos estos datos tenemos que la gréafica podria ser la que vemos en la figura
2.6.

y=F(x)

Figura 2.6: Representacion aproximada de la funcion buscada
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2.16. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de
volumen y tal que un lado de la base sea doble que el otro. De-
terminar las longitudes de sus lados para que el area total de sus

6 caras sea minima.

2x

(Septiembre 04)

- Solucién:
Queremos minimizar el area total. Dicho area es la suma de las areas de las seis

caras. En el figura 2.7 podemos ver que este érea es:

Figura 2.7: Vision gréfica del ejercicio

A(x, h) = 2.(22.h) + 2.(h.x) + 2.(2z.2) = 4xh + 2xh + 42? = 42° + 6zh
Para ligar las variables tenemos el volumen que cumple

v:Ab-h:2x.gg.h:2:z:2.h:9:>h:i
212

Por tanto la funcion area queda:

3 2 423 +2
A(I):4x2+%i:4z2+l=x7+7
Iz x T

Si derivamos tendremos:

12222 — (423 +27)
- 2

1223 — 423 — 27 _ 8x3 — 27 _
2 - 2 -

A'(x)

= O

xT xT xT
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Por tanto, la derivada se anula cuando 822 — 27 = 0. De aqui deducimos que:
3 3 3 27
x> —27T=0=— 8z :27:>x:§:>x: — = — dm.

Si estudiamos el comportamiento de la derivada en puntos proximos al obtenido

vemos que se trata de un minimo.

-19 37
Al)y=—<0y A2 = >0
1 4
3 9 36
En conclusién tenemos que x = 5 == h= kT 2 dm.
2.—
4

Y estos eran los valores buscados.

2.17. Determinar los puntos de la curva plana 33 = 22 en que la recta

tangente es perpendicular a la recta y + 6z = 0.

(Septiembre 04)

- Solucién:

La curva de la que hablamos tiene ecuacién 3% = 2z = y = V22 = (2x)%. Por
otro lado tenemos que la recta es y + 6 = 0 = y = —6x = m = —6.

. . . . . -1 1
De aqui deducimos que la perpendicular tiene por pendiente my; = — = 5
m
1

Vamos a ver en que puntos tiene la curva pendiente 5 Para ello derivamos la

funcién y la igualamos a —.

2

= mt
3 g
3V 4x2?

1
y = §(2x)_2/3.2 =

2 1
N 2:6:>3\/34x2:12:>\/34x2:4:>4x2:64:>:c2:16:>x::|:4
X

Por tanto, los puntos buscados son Pj(4,2); Py(—4, —2).

2.18. Hallar la derivada en z = 0 de la funcién f(f(z)), donde f(z) = (1 + z)"'.

(Junio 05)
- Solucioén:
T 14z
Es obvio que f(0) =1, que f/(0) = -1y que f/(1) = —-.

Tenemos que f(z) = (1 + )1



2.19. Junio 05 - Ejercicio 3 - Repertorio B 25

Aplicamos la regla de la cadena:

-1 1
LA = £ (F0)f(0) = F(D)-(=1) = - (=1) = §

2.19. Representar graficamente la funcion f(z) = v—2senx en el intervalo
—m < x < 7, determinando sus extremos (maximos y minimos
relativos).

(Junio 05)

- Solucién:

Tenemos la funcion f(x) = x — 2senx en el intervalo —7 < & < 7

Es obvio que el dominio de esta funcién es todo R. También es evidente que no hay

asintotas. Vamos a estudiar la derivada:

1
f’(x):1—2608$=0=>—2005x:—1:>cosx:§ﬁxz%yx:—g
(-3 [ (33) | G7)
-7, —— - = -7
3 3’3 3’
1 — 2cosx + — +
e hN e
De este estudio deducimos que hay un maximo en x = —g y un minimo en x = g

Para representarla tendriamos que hacer una tabla de valores:

zlo0 2 -2 3 -3 -—a/3 x/3
y|o 018 —0'18 271 271 068 068

Su representacion grafica seria:

Maximo

Minimo

f(x)=x-2.senx
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2.20. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial.
Usarlo para demostrar que para cualesquiera niimeros reales x < y

se verifica que cosy — cosx < y — x.

(Septiembre 05)

- Solucién:
El enunciado del teorema puede encontrarse en cualquier libro.
Vamos a considerar la funcion f(z) = cosz que es obviamente continua y derivable

en todo R, y por lo tanto lo serd en cualquier intervalo [x,y]. En consecuencia:

cosy — cosx
y—x
Ahora bien, f'(z) = —senx = f'(c) = —senc = f'(c) < 1.

De aqui deducimos lo que queriamos:

ee(z,y) / flc)=

COSY — COST
Yy—x

<1=cosy—cosx <y—=x

2.21. Hallar la derivada en el punto z = 0 de la funcién f(f(z)), donde
f(z) = senzx.

(Septiembre 05)

- Solucién:

Vamos a realizar la derivada por la regla de la cadena:
[(fof)]' (0) = f'(£(0)) - f(0) = cos(sen(0)) - cosO = cos0 - cos0 =1-1=1

2.22. Calcula

(Junio 06)
- Solucién:
Vamos a resolver el limite por la regla de L'Hépital.
, 14+ xz—e" 0 , 1—¢€" . 1—e” 0 , —e® -1
Im ——=|=-|=lim —— = lim =|=| = lim =
=0  sen?x 0 z—0 2 senx cosx  z—0 sen2x 0 z—0 2cos2x 2

2.23. Defineel concepto de maximo relativo de una funcién f(z) y enun-

cia su relacién con las derivadas sucesivas de f(z).

(Junio 06)
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- Solucién:

Es una pregunta teérica que puede encontrarse en cualquier libro.

2.24. Dada la funcién
senz + sen(x + 1)

fz) =

cosx — cos(x + 1)
en el intervalo 0 < z < 27, calcula su derivada, simplificandola en
lo posible. ;Es constante esta funciéon f(z)?
(Septiembre 06)

- Solucién:

Vamos a calcular la derivada que nos piden.

() = [cosz + cos(x 4+ 1)] - [cosz — cos(x + 1)] — [senz + sen(x + 1)] - [—senz + sen(z + 1)] _
[cosz — cos(x + 1)]?
cos’x — cos®(x + 1) + sen®z — sen?(xz + 1) 1-1 B
[cosz — cos(x + 1)]° [cosz — cos(x + 1)]?

De esto deducimos que la funcién es constante, pues su derivada es cero para

cualquier valor de x.

2.25. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién f(z) = (1 + 2?)~'z. A partir de los

resultados obtenidos, dibuja la grafica de la funcion f(x).

(Septiembre 06)

- Solucién:
T

= o2 Es evidente que su dominio es todo R, pues no
x

Nuestra funcion es f(x)
se anula el denominador.

Vamos a hallar las asintotas.

- Asintotas verticales: Como no se anula el denominador no hay asintotas vertica-

les.

- Asintotas horizontales:

Z. 1‘ .
¢ IEIJIrloo 1+ x2 =0
—X

f =0.

e lim = lim ——
rz——o00 1 + x2 z—+oo 1 + xr2

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal tanto en +o00, como en —oo.
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- Asintotas oblicuas: Al tener asintotas horizontales no tiene oblicuas.

Vamos a estudiar su derivada:

f,(x)71+x272x.x71+x272x2 - —z2 +1
TR S R s CR (R

Veamos para que valores se anula la derivada:

|

_ 2 _ 2 _ _

Estudiemos su signo para ver el crecimiento y el decrecimiento:
| (oo, [ (=1,1) | (1, +00)

-7 +1
(14 22)2

+ —
hY / N\
De aqui deducimos que:

- La funcion crece en el intervalo (—1,1).

- La funcion decrece en (—oo, —1) U (1, 400).
S - 1
- La funcién tiene un maximo en el punto | 1, 3):

1
- La funcién tiene un minimo en el punto <1, 2).

- También es evidente que corta a los ejes en el punto (0,0).

Por tanto su representacion grafica la podemos ver en la figura 2.8.

x
1422

Figura 2.8: Representacion grafica de la funcion f(x) =
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2.26.

a) Enuncia la regla de la cadena para derivar funciones compuestas.
b) Dada la funcién h(z) = e**"/(®) calcula el valor de su derivada en

x =0, sabiendo que f(0) =0y f'(0)=1.

(Junio 07)
- Solucién:
a) Es una pregunta teorica que puede encontrarse en cualquier libro.

b) Aplicando reiteradamente la regla de la cadena tenemos que:

W (z) = U@ [sen(f(2))] = e>"V ) - cos(f(x)) - f'(2)

Por tanto:

R'(0) = e*™FOD L cos(£(0)) - f/(0) = e*™ - cos(0) - 1=¢"-1-1=1

2.27. Determina los puntos de la parabola y = 22 que estan a minima
distancia del punto P = (0,1).

(Junio 07)

- Solucién:
Los puntos de la pardbola tienen la forma genérica Q(z,x?). La distancia de P a

Q seréa:

d(P,Q):g(x):\/x2+(x2—1)2:\/x2+x4—2x2+1:\/x4—x2+1

Vamos a ver donde es minima esa distancia.

, 423 — 22 223 —
Wrt =222 4+1 Vet —222+1
x=0
:>2x3—x:02x(2x2—1):0:> V2
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Vamos a estudiar el signo de la derivada para ver donde la distancia es minima.

()| ()| (2 (5)

o _ n _ n
vVt —2z2 +1
hN / N\ /

2 21 21
En :tg hay minimos. Luego los puntos buscados son P; ({, 2) y Py ({, 2) .

2.28.

a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Prueba que la funcién f(z) = 2 + 22 — x — 1 satisface las hipétesis en
el intervalo [—1,1] y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya
existencia asegura el Teorema de Rolle.

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) La parte tedrica puede encontrarse en cualquier libro.
b) Vamos a empezar por ver que se cumplen las hipotesis:

- Obviamente es continua en [—1, 1], pues es un polinomio.
- Por la misma razén sabemos que también es derivable.

- También se cumple la tercera premisa
f=) =124+ (=12 =(-1)=1=—-1+14+1-1=0

f=1P+1)?-1)-1=1+1-1-1=0

En consecuencia se cumple el teorema. Vamos a encontrar el punto donde

la derivada vale cero:

fl(x) =32 4+22—1=0

—2xv4+12 244 T =
€r = = =
6 6
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Luego el punto buscado es z = % € (—1,1), ya que £ = —1 no esta en el
interior del intervalo.
2.29. Para la funcion f(z) = 22 e
a) Comprueba que la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oc.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Con los datos anteriores, haz una representacién aproximada de la

grafica de la funcién f(z) = 22 - e~ 7.

(Septiembre 07)

- Solucién:

a) Vamos a ver cuanto vale el limite.

lim z?2-e = lim — =0
r— 400 r—+oo0 e¥

Para lo anterior hay que tener en cuenta que e” es un infinito de orden superior
que z2. También puede aplicarse dos veces la regla de L’Hopital para compro-

barlo.

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oc.

b) Vamos a calcular la derivada.

!/
) = _ _
P ==y () =
Igualando a cero tenemos.
2z — z2 =0
u:()=>2m—532:O=>x(2—ac):0 X
er 2—x=0=a=2

Vamos a estudiar el signo de la derivada:
| (=00,0) | (0,2) | (2, 4o0)

2r — 22
[ . + .
N\ A e

61}
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Por tanto:

- Crece — (0,2).

- Decrece — (—00,0) U (2, +00).

¢) Acompaiia lo que ya sabemos por los apartados anteriores de una tabla de valores.
Para formar dicha tabla basta tomar valores en -2, -1, 0, 1 y 2. Nosotros aqui la

omitimos, pero la gréafica resultante es:

Figura 2.9: Representacion grafica de la funcion f(z) = 22 - e

2.30.

a) Enuncia la condicién que se debe cumplir para que una recta y = sea

asintota horizontal de una funcién f(x) en +oo.

b) Calcula las asintotas verticales y horizontales (en +00 y en —o0) de la

funcion
3z —1

2 —1

fz) =

(Junio 08)
- Solucién:

a) Tiene que ocurrir que lim f(z) = 1.
T—r—+00

b) En primer lugar vamos a ver cual es el dominio de la funcién. Por un lado tenemos
una raiz, por tanto, 2 — 1 > 0. Ademaés, como la raiz esta en el denominador no

puede valer cero, en consecuencia:

22—-1>0
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Para resolver la inecuacion, resolvemos la ecuacion asociada.
2 _ 2 _ _
r —1=0—=z"=1=—= 2 ==+1
Construimos la tabla

| (o0, 1) | (=1,1) | (1, +00)
I B

Luego el dominio de la funcién es Dom f = (—o0, —1) U (1, +00)

Veamos las asintotas.

- Asintotas verticales: Estudiaremos las asintotas en aquellos puntos que anu-

lan el denominador.

e r = —1 Aqui s6lo estudiaremos el limite por la izquierda, pues por la
derecha no hay funcion. i
, , 3z —1 -4
lim f(z)= lim ——— = |—| = —o0. Luego es una A.V.
T——1" z——1- /22 — 1 0

e r = 1 Aqui sé6lo estudiaremos el limite por la derecha,

izquierda no hay funcion.

pues por la

3x—1 2]
mllfIllJr flz) = 0313111+ % = {O_ = +o00. Luego es una A.V.
- Asintotas horizontales:
, 3z —1 , 3z ., 3z
e lim ——= lim — = lim =

z—400 /2 — 1 r—+00 \/ﬁ r—+o0 I
Luego y = 3 es asintota horizontal cuando z — +o0.

i 3xr—1 , -3z —1 i -3z i

° e —— [ _

z_ili’loc 2 — 1 T_EI_;I}OQ Vo2 —1 z—yzloo V2 z—yzloo
Luego y = —3 es asintota horizontal cuando © — —o0.

2.31. cCalcula el siguiente limite:

- Solucién: )
. (e =1)" [0
Tenemos que ili}%) (22627_1 = 6 .
Vamos a resolverlo utilizando la regla de L’Hopital.

-3
T _ _4
x

(Junio 08)

m
250 emz -1 z—0 2612 —+ 41‘26‘%2

z _ 1)2 T _ T r T T T
lm (e” — 1) :{O]ZHmZ(e e :{O}:h’ 2(e” —1)e” +2e%e”  0+2

240

1
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2.32.

a) Calcula el siguiente limite

2
. In (x + 1)
x—0 x

b) Indica, razonadamente, el valor que debe tomar a para que la siguiente

funcion sea continua:

a st x=0
f(x) =
7171 (a:z:+ 1) st x#0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.

(Septiembre 08)
- Solucién:
a) Sustituyendo tenemos:

lim
x—0 x

0

In (22 +1) _ m

Vamos a resolverlo utilizando L’Hépital:

2x
In(z?+1 2 2
o PEAD @1 2
z—0 T z—0 1 20 22 + 1
b) Tenemos la funcion
a si x=0
f(x) =
In (562 + 1)

st x#0

Obviamente la funcion es continua en todo R salvo en el cero, por ser cociente

de funciones continuas (2 4+ 1 > 0).

Para que sea continua en el cero, el limite de la funcién en dicho punto y el valor
de la funcién en él tienen que coincidir. Como en el apartado anterior vimos que

el limite valia cero, deducimos que a debe valer cero.
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2.33. Halla los puntos de la curva de ecuacién y = 23 — 222 + 1 donde la

recta tangente es paralela a la recta y +z —2 =0.
(Septiembre 08)

- Solucién:
Sabemos que la pendiente de la recta tangente coincide con el valor de la derivada
en el punto, si esta existe. Ademés, decir que la recta tangente es paralela a la recta

dada es sindénimo de decir que sus pendientes son iguales. Por tanto:

f(z) =32 — 4z
y+r—2=0—y=—a+2=m=-1

En consecuencia:
327 —dx=—-1=32> -4z +1=0

Resolviendo la ecuacion tenemos:

4+2
L AEVIG-T2 42 6
6 6 1-2 2 1
6 6 3

Luego los puntos buscados son:

—f(1)=1-241=0= P(1,0)

#Al,ifgﬂfiﬁi§,§:”>l§
3) 21 9" o1 ot 2\327

2.34.

a) Diga cuando un punto (zo, f(z()) es de inflexiéon para una funciéon f(z).

b) Calcule los coeficientes a y b del polinomio p(r) = ax® — 322 + bx + 1
para que su grafica pase por el punto (1,1), teniendo aqui un punto de

inflexion.

c) Diga, razonadamente, si en el punto (1,1) la funcién p(z) es creciente

o decreciente.

(Junio 09)
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- Solucién:

Vamos a contestar a cada apartado.

a) Para que (x0, f(2o)) sea un punto de inflexion tienen que ocurrir dos cosas,
f//(xo) — 0 y f'/l/(‘,L_O) # 0
Maés correctamente tendriamos que decir que f”(xzg) = 0 y que la siguiente deri-
vada no nula sea de indice impar, aunque con la anterior respuesta probablemente

valga.

b) Tenemos que p(z) = ax® — 322 + bx + 1.
Hay dos incognitas, a y b, por tanto habra que buscar dos ecuaciones para poder
calcularlas. La primera ecuacién sale de tener en cuenta que pasa por el punto
(1,1), es decir, p(1) = 1, y la otra de tener un punto de inflexién en dicho punto,

es decir, p”(1) = 0. Vamos a calcular p”(z).
p(x) = ax® — 32 + bx + 1 = p'(x) = 3az? — 62 + b= p”(x) = 6axr — 6
Por tanto, nuestro sistemas es:

1 = a-34b+1=1 = a+b=3
=b=2
f"1)y=0 = 6a—6=0 = a=1
En conclusion a =1y b= 2.

¢) En el apartado anterior ya calculamos p’(z) y vamos a estudiar su signo para ver

si crece o decrece en dicho punto.

Luego la funcién es decreciente en (1,1).

2.35. Calcule los maximos y minimos relativos de la funcién f(z) = 5 + cosx
en el intervalo 0 < z < 27. Tenga en cuenta que los 4ngulos se mi-

den en radianes.

(Junio 09)

- Solucién:

Vamos a calcular la primera y segunda derivada de la funcion. Estas derivadas son:

fl(x) = 5 —senzy f"(x) = —cosx
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Sabemos que habrda un méaximo o un minimo relativo en zy si f'(zg) = 0y

f"(x0) <06 f"(x0) > 0 respectivamente.

m
r=—
6
1 1
f(x)=0= = —senx =0 = senz = = =
2 2
om
=27
6

Veamos el valor, en cada caso, de 7(x).

s (T~ s V3 T "
f <6>_ 0036— 5 <O:>Enx—6hayunmax1mo.

5 5 3 3 5
. f7 (g) = —cos—ﬂ- =— (—?) = g >0=Enx= % hay un minimo.

2.36.
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor
del ntimero real a, la ecuacién z? — 12z + a = 0 no puede tener dos

soluciones distintas en el intervalo cerrado [—2,2].

(Septiembre 09)
- Solucién:
a) Este teorema lo podemos encontrar en cualquier libro.

b) Sea f(x) = 2 — 12z + a la funcién asociada a la ecuaciéon dada. Obviamente
la funcién es continua en el intervalo [—2,2] y derivable en el intervalo abierto,

pues es un polinomio.

Vamos a comprobar lo que nos piden por el método de reducciéon al absurdo.
Supongamos que tiene dos valores 7 y z2 en los cuales la funcién se anula
(sinénimo de tener dos soluciones). Si eso es asi, en el intervalo que tiene como
extremos dichos puntos se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle, pues seria
continua y derivable en dichos intervalos (por ser polinémica) y tendria el mismo
valor en los extremos, y en consecuencia, se cumpliria la tesis de dicho teorema.
Por tanto, debe existir un valor de la variable x en el interior del intervalo (x1, x2)

en el que se anule la derivada.

Ahora bien, la derivada de la funcién se anula:

fl(z) =322 -12=0=2=42
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Luego, no se anula en el intervalo pedido y por tanto, esto contradice el hecho
de que se cumple la tesis del teorema. Como consecuencia de ello deducimos que

la suposicion de partida no se cumple, es decir, no existen los £ y x5 supuestos,
no hay dos raices en el intervalo [—2, 2]

2.37.

a) Calcule el limite

,oet—1
lim
x—0 €T

b) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar ¢ para que la siguiente
funcién sea continua:

st ©#0

(Septiembre 09)
- Solucién:

Vamos a calcular el limite aplicando la regla de L’Hopital.

lim & _I:H:hmezl

z—0 0 z—0 1

Hecho esto vamos a resolver el segundo apartado.

Obviamente si x # 0 la funcion es continua, por ser un cociente de funciones
continuas.

Para ser continua en z = 0 la funcién debe existir en dicho punto y coincidir con

el limite. Como el limite, segiin vimos en el apartado anterior, vale 0, deducimos que
c tiene que valer 0.
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2.38.

a) Escriba la "regla de la cadena" para la derivacién de funciones com-

puestas.

b) Calcule, y simplifique en lo posible, la derivada de la funcién

f(x):ln(l_cosx>, O<z<m

1+ cosx

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:
La respuesta al primer apartado podemos encontrarla en cualquier libro.

Vamos a realizar la derivada del segundo apartado paso a paso, utilizando la regla

de la cadena.

(1 - cos:z:)' senx (1 + cosx) — (—senz)(1 — cosx)

1+ cosz (1 + cosx)?
/ o _ _
fla) = 1—cosx 1 — cosx B
1+ cosx 1+ cosx

senx + se ST + senx — se ST 2senx

B (1 + cosx)? _ (I+cosz)?
B 1 — cosx ~ 1—cosx
1+ cosx 1+ cosx

_ 286%$W _ 2senx  2senx 2

(1 — cosz)(1 + cosx)¢ ~ 1—cos?x  sen’r  senx

= 2cosecx

2.39. Calcule el limite

e’ —xcosxr — 1

lim
z—0 senxr — x + 1 — cosx

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Sustituyendo tenemos queda

lim =
z—0 senx — x + 1 — cosx

et —xcosxr — 1 0
0



40 2. Deriwada y sus aplicaciones

Vamos a resolver el limite usando la regla de L’Hépital dos veces:

0

; e’ —xcosr — 1 ., e¥ —cosx + xsenx 0
lim = lim =|=| =
z—0 sent — r + 1 — cosx z—0 cosx — 1+ senx

. ¥+ senx + senx + xcost 1
= lim =—=1
z—0 —senx + cosx 1

2.40.

a) Defina la nocién de minimo relativo de una funcion.

b) Para cada z sea h(z) la suma de las coordenadas del punto (z, f(x)) de
la grafica de f(z) = 2% + 23 + 22 — x + 1. Calcule los extremos relativos
de h(x).

= ;Tiene h(z) algtn extremo absoluto? Razone la respuesta.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
El primer apartado podemos encontrarlo en cualquier libro. Vamos a constestar al
segundo.

La funcién h(z) es:
hz)=z+ fz)=ac+2* +23+2? —z+ 1= 425+ 22 +1
Vamos a derivar para calcular los extremos relativos.
B (x) = 423 4 32% + 2z
Vamos a ver donde se anula dicha derivada.
4o + 327 + 20 =0 = z(42* + 32 +2) =0

Esto ocurre cuando z = 0 y cuando 422 + 3z +2 = 0. Al resolver la segunda vemos
que el discriminante es negativo, por lo que no tiene solucién. Por tanto hay s6lo un

posible extremo relativo en x = 0. Vamos a hacer la segunda derivada.
' (z)=8x4+3=1h"(0)=3>0

Por tanto hay un minimo relativo en el punto P(0,1).
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La respuesta al tercer apartado es si. Este minimo relativo se transforma en minimo
absoluto, pues tanto cuando x — —oo, como cuando x — +oo la funcion se va a ir a
+00.

2.41. Halle todos los puntos de la grafica de la funcion f(z) = 2® + 22 + 2 + 1
en los que su recta tangente sea paralela a la recta de ecuacién

22z —y = 0.
(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:
Para que eso ocurra en x( tiene que ocurrir que f’(zg) = m,. Calculemos ambas

CoSas:

fl(x) =322 +2x+1
2 —y=0=—=y=2r = m, =2

=324+ 22+1=2=322+2x—-1=0

Resolviendo la ecuacion

2 1
r=—- = —
—2+VA+12  -2+4 6 3
xTr = = =
6 6 6
r=—=-1
6

tenemos que los puntos buscados son:

()-8
= (=L f(=1) = (=1,0)

2.42.

a) Estudie el dominio, los extremos relativos, la curvatura (intervalos de
concavidad y de convexidad) y los puntos de inflexién de la funcion

f(x) =in(1+ 2?) (In denota el logaritmo neperiano).

b) Represente la grafica de f(z) = In(1+2?) utilizando los datos obtenidos

en el apartado (a).

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
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a)

El dominio de la funcion es todo R, pues 1 + 22 > 1 Va € R.

Vamos a calcular la primera y la segunda derivada de f.

2z
/ _
) = 2(1+x2)—2m~2x:2+2m2—4x2_ 2 — 222

(1+a2)® 1+22)° (1422’

Comenzaremos estudiando la primera derivada.

Vamos a estudiar el signo de la derivada.

‘ (—00,0) ‘ (0, 4+00)
— -
N e

2x
14 22

En consecuencia la funcion crece en (0, +00), decrece en (—o0, 0) y hay un minimo

relativo en (0, f(0)) = (0,0). Estudiemos ahora la segunda derivada.

2 — 242

— = =0=2-22"=0= a2 ==l
(1+2?)

') =0=

Vamos a estudiar el signo de la segunda derivada.

| (—o0,~1) | (=1,1) | (1, +o0)

|-

2 — 212
(1+22)°

Ante la falta de un criterio comun, basta con ver distintos libros de texto, prefiero
decir que la funcion es:

e Concava hacia arriba en (—1,1).

e Concava hacia abajo en (—oo, —1) U (1, +00).

e Puntos de inflexion en (—1,in2) y (1,In2).
Es obvio que la funcién es simétrica respecto del eje Y y podemos completar la

grafica con una tabla de valores. La gréfica buscada la podemos ver en la figura
2.10
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Figura 2.10: Representacion grafica de la funcion f(z) = In (1 + 2?)
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Capitulo 3

Integral. Calculo de areas y

voliimenes

3.1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ lnzds
1

(Junio 00)

- Solucién:

Vamos a comenzar calculando una primitiva por partes.

uw = Inx & duzldx

3
dv = 2?dr = v:%

3 o 3 3
/az%nmdmzélnm—/z-¢d:c=a;lnx—a;

Luego:

2 3 372
9 T T 8 8 1 8 7
= |—= —— | ={=n2—-—=)—-10—=] ==In2— =
/1xlnxdx [31713: 9]1 (371 9) ( 9) 3n 5

45
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3.2. Calcular el area limitada por la parabola y = /222, la circunferencia

22 +y? =1y el eje OX, que aparece rayada en la figura..

(Junio 00)

- Solucién:
Por lo que observamos en la figura del enunciado, nos piden que de la circunferencia
consideremos la rama positiva, es decir, tomaremos y = /1 — z2.

Es obvio que el area hay que dividirla en dos trozos, como podemos ver en la figura
3.1.

Figura 3.1: Representacion detallada del area buscada

Vamos a calcular los puntos de corte:

Vo2arl=yl-2= 22" =1-2 = 22" +2°-1=0
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Se trata de una ecuacién bicuadrada, por lo que hacemos z = 22 y resolvemos.

2224 2-1=0
—-1+3 1 1 V2
—1+/1+8 —1+3 nNE =TS =
4 4 -1-3
29 = 1 = —1 = No vale.

Luego el area buscada, segin vemos en la figura 3.1 es:
V2/2 1

A=A+ Ay = V2rldr + V1 —22dx
0 V2/2

Vamos a calcular cada una por separado, calculando previamente una primitiva en

cada caso.
2
/\/§w2dm = %x?’
Por tanto,
V2/2
v2/2 2 2 22 1
A, = Vaetde — | V2.8 V2 2V2 1,
0 3 0 3 8 6

Por otro lado tenemos:

/ﬂdm

Vamos a utilizar el cambio x = sent para resolver la integral indefinida.

r = sent
dr = costdt

/ V1—22dx = / V1 — sen?t cost dt = /COS2t dt

1 cos2t

Si aqui cambiamos cos?t = 5 2 tendriamos:
/ 1 n cos2t dt 1t n sen2t 1 n sen2(arcsen)
= =_ = —arcsent + ————
2 2 2 4 2 4

Por tanto:

! 1
1 2
Ay = / V1 —a2de = [amm 4 sen2larcsenz) |- _
v/ 2 4 V2/2
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(0 (3+4) -

Ll

En consecuencia:

443r—-6 3m—-2 4
= u

1
A_A1+A2_6+ 21 21

1_
1=

ool 3

3.3. Determinar una funcién f(z) cuya segunda derivada sea f"(z) = ze®.

(Septiembre 00)

- Solucién:
Habra que calcular una primitiva de la funcién que nos dan, que sera f’ y posterior-
mente calcular otra primitiva de ésta, que sera la funcion que buscamos. La integral

se calcula por partes:

Por tanto:

f(x) = /xemdz =xze” — /emdz =xze” — e
Hacemos de nuevo la integral de la funcion obtenida.
/(xez —e%)dxr = /xe:’:dx — /exdac =ze® —e” — e = xe” — 2e”

La funcion buscada es:
f(z) = ze® — 2°

3.4. Calcular, con el cambio de variable 2 = x + 3, el valor de:

/6 xdx
1 VT —|— 3
(Septiembre 00)

- Solucioén:

Vamos a calcular primero una primitiva utilizando el cambio indicado:

P=zx+3 = z=t*-3 = t=+z+3
2tdt = dx

Realizando la sustitucion:

t2 — 3) 2tdt 2t3 — 6t 2t3 2 3)3
/( t) :/ - dt:/(2t2—6)dt=?—6t=%—6\/x+3
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En consecuencia:

6
_ l RN TS

(§-0)- (5

 54-54-16+36 20

/6 xdx
1 vV +3

3 3

3.5. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana
limitada por la parabola y = 3a22+2z, larectay =0y larectaz =a

tiene area (a® — 1)2.

(Junio 01)
- Solucién:
La figura 3.2 nos muestra una visioén gréafica del problema planteado.
Figura 3.2: Representacion detallada del area buscada
. 2 . 2
Como a > 0 la funcién y = 3ax® + 2z corta al Eje X enz =0y en x = ~3q (que
a

serd un nimero negativo).

Luego el area buscada es la que aparece sombreada en la figura 3.2. Por tanto,

tenemos que:

/ (3ax? + 2x)dx = (a*® — 1)?
0

Ahora bien,
/0 (3az® 4 22)dz = [az® + :L‘Q]g =a*+a?

En consecuencia:
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at +a? = (a®—-1)2

4 a? =0+ 1 - 242

3a2 =1
1
2 _
“ 73
i\/T
a= =
3
I 1 V3
C t iti 1 valor de a, t =4/-=—=—
omo tiene que ser positivo el valor de a, tenemos que a 55 3
3.6. Calcular el valor de:
/ b rda
22
o ¢
(puede hacerse con el cambio de variable t = —2* y con el cambio
de variable t = z?).
(Junio 01)
- Solucién:

Vamos a calcular una primitiva. Para ello vamos a utilizar el cambio ¢t = 2.

t =22 = dt = 2zdx

Sustituyendo tenemos:

-1 _»
—t -
/@dt =5
/1 zdx [—1 _ﬂl -1 1
5] = —€ :74_7
0 et 2

Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva
3
y=x

area

Por tanto:

3.7.

— z y su tangente en el punto de abscisa z = 1. Calcular su

(Septiembre 01)
- Solucién:
Vamos a calcular primero la recta tangente. Vamos a calcularla mediante la ecua-

cion punto-pendiente. El punto lo obtenemos sustituyendo en la funcién x por 1. Dicho
punto sera P(1,0).
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La pendiente de la recta tangente se obtiene sustituyendo en la derivada de la
funcion:

fllz)=32 ~1=my,=f(1)=3-1=2

La ecuacion de la recta sera:
y—0=2x—-1) = y=2x—2

A continuacion representaremos la zona que nos piden. Para pintar la recta basta
con hacer una tabla de valores, pero para pintar la funcién serd mejor estudiar su
derivada. Vamos a calcularla y estudiaremos su signo para ver el crecimiento y los

maximos y minimos.

o

1
f’(ac):3x2—1:>3x2—1:0:>x2=§:>:v::|:?

Estudiamos el signo:

| (=00, —V/3/3) | (~v3/3,V3/3) | (V3/3,+00)
322 — 1 + - +

/ N\ /

Luego:

- Crece — (—o00, —V/3/3) U (V3/3,400).
- Decrece — (—v/3/3,1/3/3).

- Maximo — (—v/3/3,0/38).

- Minimo — (v/3/3,—-0'38).

Es evidente que se trata de una funcién impar y por tanto corta en el (0,0). La

representacion gréfica podemos verla en la figura 3.3.

Vamos ahora a calcular el area. Hallamos los puntos de corte de la funcién y la
recta.

P o—r=20—-2=2>-32+2=0

Buscamos una raiz por Ruffini.




52 8. Integral. Cdlculo de dreas y volumenes

Figura 3.3: Representacion detallada del area buscada

Calculamos después las otras dos:

P rr—-2=0=2=

—1i\/1—|—8_—1i3_{ z=1
T

2 2 =-2
Luego los limites de integraciéon son x = —2 y x = 1. Vamos a calcular el area.
' ! zt 322 !
A:/ [(w3—x)—(2x—2)]dx=/ (:173—3gc+2)dx: T 4 op —
—2 —2 4 2 Ly

1 3 1 3 1-6+32 27
:<4—2+2>_(4_6_4):4_+8:+: u?

3.8. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su rela-

ciéon con el concepto de integral definida.

(Septiembre 01)
- Solucién:

La solucién a este ejercicio podemos verla en cualquier libro.

3.9. Representar graficamente la figura plana limitada por las parabolas

y =4 — 22, y = 22 — 4. Calcular su area.
(Junio 02)

- Solucién:

Las funciones que nos dan son dos parabolas cuyas representaciones graficas pode-
mos verla en la figura 3.4.
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Figura 3.4: Representacién grafica de la regiéon pedida.

Vamos a calcular los puntos corte.

2 —d=4—-0> =21 -8=0=—= 12’ =4— g = £2

Calculemos ahora el area:

-2

—16 16 32 64
= —_— 1 — — =1 =32 - — = — 2
(3 + 6> <3 6) 3 3 3u

3.10. cCalcular el valor de la integral

1
/ re Ydx
0

A:/_Z [(4—a?) — (2% — 4)] dx:/2 (~22% +8) do = {‘?3 +8:E]2_2:

(Junio 02)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Esta integral hay que resolverla por partes.

Por tanto:
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Retomamos la definida y tenemos:

1
/ re " dr= [—:Ee_x—e_ﬂ(l): (—e'—e ) +1= ?—f—l =
0

3.11. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la region
donde la coordenada x es positiva, por la recta x = 1, la hiperbola

zy =1, y la recta 6y — xr + 1 = 0. Calcula su area.

(Septiembre 02)

- Solucién:
Vamos a representar la regiéon pedida haciendo una tabla de valores para cada caso:

a) Para la hipérbola zy = 1 valdria:

|01 05 1 2 3
yl10 5 1 1/2 1/3

b) Para la recta bastarian dos puntos:

z| 0 3
y|-1/6 1/3

La representacion grafica podemos verla en la figura 3.5.

Figura 3.5: Representacion grafica de la region pedida.
Vamos a buscar los puntos de corte de las dos graficas.

. = 1 y=1
Y 12 -y z(6y+1).y:1:>6y2+y—120

by —xz = -1 r=06y+1
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Resolviendo la ecuacion tenemos:

1
_—1EVv1+24 145 ) ¥= 75

v= 12 oz ), ot

3

Sustituyendo cada valor de y obtenemos uno de zx.
1 .
yz—i — x=-3+1=—-2=— No nos sirve.
1

Por tanto, mis limites de integracién son x =1y z = 3.

Observando la figura 3.5, podemos calcular el area de la siguiente forma:

3/1 z-1 2 z]? 9 6 1 2
/1<x_ 5 )da:—{lnx—m—i—(;}l—<Zn3—12+12)—(0—12+12)—

4 1,
—ln3—ﬁ—ln3—§u
3.12. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (2% + 1)_133 que se

anule en z = 2.
(Septiembre 02)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida y despues calcularemos el valor de la cons-

tante que hace que se anule en x = 2.

x 1 9

Si hacemos x = 2 resulta:

%ln5+k:0:>k:—lm/5

3.13. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta

y = — 2 y la parabola de ecuacién y? = z. Calcular su area.
(Junio 03)

- Solucién:
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Son funciones suficientemente conocidas, por lo que con una tabla de valores se
pueden representar. S6lo hay que tener en cuenta que de la parédbola hay que considerar

las dos ramas. La representacién pedida la podemos ver en la figura 3.6.

Figura 3.6: Representacion grafica de la region pedida.
Vamos a hallar los puntos de corte.

2 _
v 5 —r=@-2=r=0-dot+td4=2"-52+4=0=
y=1x—

=z

5++/25—-16 5£3 x=4

Vamos a calcular el area. Observando la grafica de la figura 3.6 vemos que hay que

descomponer el area en dos trozos (A; y As).

4

[Vz — (z—2)]de = / 2v/xdr+

0

A=A1+A2=/01[\f—(—\/5)]d$+/1

3 ?4‘2%

+[4h%—x+ﬂdx:[“f1 +l%@3—ﬁ

0

(21 G\ 4,16 16 2 1 843248448 -443-12 27 ,
372 373779 37977 6 %
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3.14. cCalcular el valor de la siguiente integral, donde [n denota el loga-

ritmo neperiano:
2

(Junio 03)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Para eso vamos a hacer el cambio:

t = lInz
1
dt = —dzx
x
Tenemos por tanto
d dt
/—x = [ — = In|t| = In|ln|z||
xlnx t

Por tanto:

2

¢ dx 2 9
= [In|ln|z||]. = In|in|e®|| — In|ln|e|]| = In2 — Inl = In2
. xz(lnx) €

3.15. cCalcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de

/1 dx
0 €m+1

variable t = e~ %):

(Septiembre 03)

- Solucién:

Vamos a calcular primero una primitiva. Aplicamos el cambio aconsejado:

t=e"" == e =

IH—\»—!

St
t

&=y = [ =
‘ t<t+1)

dt = —e %drx =— dx =
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Por tanto:

Uodx el 1
/0€z+1—[—ln|l+e HO——ln(l—i-e)—i-an

3.16. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva
y = e, su recta tangente en el punto de abcisa z = 0, y la recta

x = 1. Calcular su area.

(Septiembre 03)

- Solucién

Vamos a calcular en primer lugar la ecuacién de la recta tangente a la curva
en = 0. Sabemos que dicha recta pasa por (0,e°) = (0,1) y que su pendiente es
mig = f'(0) =e = 1.

Por tanto la ecuacion de dicha recta es:
y—1=1z-0)=y=x+1

La representacion grafica podemos verla en la figura 3.7.

Figura 3.7: Representacion grafica de la region pedida.

En la grafica puede verse que no hay méas punto de corte que = = 0, por tanto el

area que queremos es:

A:/Ol[ew—(x+1)]dx=/01(ew—x—1)dx: [em—x;—{z <e—;_1>_1:
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3.17. Definir el concepto de primitiva de una funcién. ;Existe algu-
na primitiva de la funcién f(z) = 27! que no tome ningiin valor

positivo en el intervalo 1 <z <27

(Junio 04)

- Solucién:
El concepto tedrico puede encontrarse en cualquier libro. Vayamos a lo practico.
Tenemos la funciéon f(z) =27t = —.

Si hayamos las primitivas de la funcién nos sale:

/ldx:lnerk
x

La grafica de y = Inx podemos verla en la figura 3.8.

Figura 3.8: Grafica de y=In x y de y=In x-3

Como sabemos, k desplaza verticalmente dicha grafica, por tanto, si a k le doy, por
ejemplo, el valor -3, es decir, f(z) = Inz — 3, la grafica se desplazara 3 unidades hacia
abajo, resultando la grafica de la derecha de la figura 3.8.

Hay que tener en cuenta que la funciéon y = Inz es una funcién creciente y que
Inl1 =0y In2 = 0693147..., por tanto y = Inz — 3 sera negativa en todo el intervalo
(Observar la grafica de la derecha la figura 3.8). De hecho bastaria con tomar k < —In2.

3.18. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la region
donde la abcisa = es positiva, por la curva y = 2> + z , y por la

recta y = 2z. Calcular el area.

(Junio 04)

- Solucién:
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Tenemos que las funciones que encierran el area son y = 2® + z é y = 2. Para
representar y = x> + 2 bastara con calcular sus méaximos y minimos, los puntos de
corte con lo ejes y, si es necesario, una tabla de valores.

Vamos a empezar hallando los puntos de corte con el eje X haciendo y=0.

3 r=0
r+r=0— 9 . .
z° + 1 = 0 = No tiene solucion
Vamos a ver donde se anula su derivada:

y' =322+ 1= 322+ 1 =0 = No tiene soluciéon

La grafica de las dos funciones podéis verla en la gréfica 3.9

Figura 3.9: Visién gréafica del problema
Vamos a hallar los puntos de corte de las dos funciones:

xz=0.

Prr=2r=2-2=0=2-(2*-1)=0=
> -1=0= 2=+l

Vamos a calcular el area, que sera el comprendida entre 0 y 1 por las dos funciones.

Como la recta esta por encima ponemos:
1 1 2 471
1 1 1
| - [ @-at)ar= |G -] =5-1=7u

3.19. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer
cuadrante (r > 0,y > 0) por la recta y = r y la curva = = y3.

Calcular su area.

(Septiembre 04)
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Tenemos que (z > 0,y > 0), es decir, el primer cuadrante. Tenemos también la
funcién y = z y la funcion z = y® = y = Yz

Figura 3.10: Representacion detallada

El area que queremos calcular es la que nos muestra la figura 3.10. Buscamos los
puntos de corte de ambas funciones:

=0
J;:%:>x3=x:>a:3—x=():>{

2 —1=0= ==l
Como z > 0;y > 0, sobra la raiz x = —1 y tenemos que:

A/Ol(\?’/fx)dz/()l(xéx)d:clxé ’

T

]1[3%%]13 1
g 2 . 4
3.20.

Calcular el valor de la siguiente integral

2
/ rv/x? — 1dx
1
(puede hacerse con el cambio de variable 22 — 1 = 3.

- Solucién:

(Septiembre 04)
Vamos a resolver primero la indefinida.

Hacemos el cambio que nos recomiendan:

t3=22-1 ==

t=+vz2 -1
3t2dt = 2xdx



62 8. Integral. Cdlculo de dreas y volumenes

Por tanto:
1 3 3tt 33/ (22 —1)4
/x\‘*/xQ—ld;zzz/3t2\7§dt=/t3dt:+k=(x L
2 2 24 8
En consecuencia tendriamos:
2
2 : 3 3
3/ (22 —1)4 1
o8- [SET] s
1
1

3.21. Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas

x

y=¢€e" y=e % y por larecta z = 1. Calcular su area.

(Junio 05)

- Solucién:

Vamos a representar las funciones haciendo una tabla de valores:

N -2 -1 0 1 2
y:6:>

La representacion grafica y el area buscada la vemos en la figura 3.11.

x=1

E\

Figura 3.11: Area encerrada por las exponenciales y x—1.

Vamos a encontrar los puntos de corte:

x

=l=¢e"e"=1—=e¥"=1=e"—=22=0=2=0

e—ac
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Luego los limites de integraciéon son x = 0 y x = 1. Por tanto:
! 1
/ (" —e ) dw = [e” +e_x]0 =(e'+e ') - (1+1) =
0
w2

3.22. cCalcular el valor de la siguiente integral:

/ ln—xdac

(puede hacerse por partes).

(Junio 05)
- Solucién:

Vamos a resolver la integral como nos indican, por partes. Para ello vamos a derivar
el logaritmo y a integrar el polinomio.

u = Ilnx o du:%dm

1 -1
dv:—de - v=—
T T

Vamos a empezar por encontrar una primitiva:

Inx —Ilnz -1 1 —Ilnz 1 —Ilnz 1 —Ilnzr —1
—dx — | — - —dz = + | —dx = -
2 T r x T x2 x T T
Por tanto:
lnx —Inzx—11° —lne—1 —Inl-1 —2
T 1 e 1 e
3.23.

Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (z + 1)?27'/2 que se
anule en z = 1.

(Septiembre 05)
- Solucién:

Tenemos que nuestra funcion es:

_ (z+1)* 242241 5, 12 12
f(z) = (x4+1)%2712 = = =232 o2 4 g
Vv Ve
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Vamos a calcular la integral indefinida:

2 5/2 4 3/2
/(x3/2+2m1/2+x_1/2)dm: a:5 —l—xT—i-Q:cl/Q—&—k’

Segin el enunciado tiene que anularse en = = 1, por tanto:

9 4 2 4 —6-20-30 —56
i o4k= k=—2_2_9_ —
prgft2th=0= 5 3 15 15

La primitiva buscada es:

) 5/2 4372
Flr) = x x

56
9p1/2 _ 2
5 3 T
3.24. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta

x—y =1y por la curva de ecuaciéon y = /z — 1. Calcular su area.

(Septiembre 05)

- Solucioén:

Ambas funciones son conocidas y su representacion puede hacerse por una sencilla

tabla de valores que voy a omitir. Tras eso la representacion grafica podemos verla en
la figura 3.12.

Figura 3.12: Representacion detallada del area buscada

A continuacion vamos a calcular el area encerrada por las dos funciones. Empeza-

remos por calcular los puntos de corte para delimitar los limites de integracion.

vVe—1 = rz—1
(z —1)?
x—1 = 22-2z+1

r—1
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2 €T =
—2°4+3r—-2=0—=

Por tanto el area quedaria:

A/z[\/xl(xl)]d:r
1

2 1 2 1 443-6 1 ,
(5-7+2)- (1) =53 ;"

2

3.25. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva
y = z%, su recta tangente en el punto (1,1) y el eje OY. Calcular

su area.
(Junio 06)

- Solucién:
La funcién y = 2 es de facil representacion, basta con dar algunos valores. Vamos
a calcular la recta tangente que nos piden y posteriormente realizaremos la represen-
tacion de la zona buscada.
Sabemos que la pendiente de dicha recta es la derivada de la funcién en el punto,
por tanto:
fl(z) =42 = my, = /(1) =4

Como la recta pasa por el punto (1,1) y tiene la pendiente anterior, tenemos que

la recta buscada es:
y—1l=4(z-1)—=y—-1l=do—-4d=—y=4x-3

En consecuencia, la representacion grafica de ambas funciones y la zona pedida la
podemos ver en la figura 3.13.

Vamos a calcular el drea que nos piden:

Y a’ 2 b 6 o
[2* — 4z —3)]de=|— —22°+32| =-—-2+3=_u
0 , 5 5

3.26. Halla una primitiva de la funcién f(z) = ze®.
(Junio 06)

- Solucién:
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Figura 3.13: Representaciéon grafica de la regién pedida.

Es una integral tipica para resolverla por partes, en la que tenemos que derivar el

polinomio e integrar la exponencial.

dv=¢€%dx ; wv=¢€"

/xexdx = ze® — /ezdx =ze® — e

No es necesario terminar el resultado sumando una constante pues nos piden una

u=x ; du:dx]

primitiva, no todas.

3.27. Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funciéon

f@) = /1 "t

(Septiembre 06)

- Solucién:
La regla de Barrow puede verse en cualquier libro.

Vamos a calcular cual es nuestra funcion:

v 21" 22 1 1 1
— tdt = | —| =2 _—Z =Z42_"=
/(@) /1 [2}1 2 2 2" T2

De su ecuacién deducimos que se trata de una parébola. Para representarla vamos

a calcular la coordenada x del vértice y haremos una tabla de valores.
-b 0
=~ =0

Coordenada x del vértice — z = — =
2a 1
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La tabla de valores que utilizaremos es:

z] 0 -1 1 -2 2 -3 3
y|-1/2 0 0 3/2 32 4 4

La representacion grafica la tenemos en la figura 3.14

1
Figura 3.14: Representacion grafica de la funcion f(z) = 2% 5

3.28. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funcion
1
f(z) = cosz, en el intervalo —% <z < g, y por la recta y = —.

2
Calcular su area.

(Septiembre 06)

- Solucién:
La representacion del area pedida no es complicada, pues se suponen conocidas
ambas funciones. Dicha representacion la encontramos en la figura 3.15.
Vamos a encontrar los puntos de corte que nos diran cuales son los limites de
integracion.
1 s
COST = — = & = +—
2 3
. . ., 1
Para hallar el 4rea consideramos la funcion g(x) = cosz — 3 Vamos a calcular una

primitiva de dicha funcién.

1 T
G(z) = / (cosx - 2> dx = senx — 3
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/ y=cos x

Figura 3.15: Representacion grafica de la regién pedida.

Sustituimos en los distintos puntos que tenemos resultando:

— - = T ,
G( 5 ) sen( 5 ) 5 + 1 0 6

G<_7T> = sen (—7r> - % = ;\/g+%:—0’3424

3 3 2
6(5) =wn(5)-§ -5 -5 -osn
G(g)zsen<g)—%=1—£:0’214ﬁ

Para calcular el area hacemos:

G (‘;) e (?) — /3424 + 0/2146 = —0'1278

N _a (”) — /3424 + (/3424 = 06848

G (3 3
G (g) e (g) — (/2146 — (/3424 — —0'1278

Y el area buscada sera:

A = |—0'1278| + 0'6848 + |—0'1278| = 0/9404 u>
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3.29. Representa graficamente el recinto plano limitado por las para-

bolas y =1 — 22 e y = 222 y calcula su area.
(Junio 07)

- Solucién:
Vamos a representar las dos parabolas. Para ello empezamos por calcular sus vér-

tices y hacemos después sendas tablas de valores.

-y=1-2?
b 0
xUZQ—a:_—2:O
z|0 1 -2 1 2
y|1 0 -3 0 -3
- 272
b 0
xU:%:_—Zl:O

Figura 3.16: Representacion grafica de la region pedida.

Vamos a hallar los puntos de corte para calcular el area:

V3

2 2 2 o 1 1
2t =1—-2"—= 3" =1—==<x :§:>ac=:|: §::|:3
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Luego el area pedida es:

i
A:/ (17x272:172)dz:/
,? V3

3

“

(1-30%) = [0~ 2*] %5 =
3

(N

3 27 27 27 9

3 3 27

V3 3\/§_<—\/§+3\/§>_2\/§ 6v3  18V3—6v3 123  4V3 ,
3 27 BT - B

3.30. cCalcula el valor de la integral

10
/ (z —2)Y3da
3

(Junio 07)

- Solucién:

10

i {M} _ [3@]

4

[3(:5 = 2)1 v

4

3 3

_24y8 3V1 48 3 45

4 4 4 4 4

3.31. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva
y = 223, su recta tangente en el origen de coordenadas y la recta

x = 2. Calcula su area.

(Septiembre 07)

- Solucién:
La representacion grafica de la region pedida esta en la figura 3.17. Vamos a calcular

la recta tangente en x = 0. Sabemos que la ecuacién de la recta tangente es:
y — f(zo) = f'(z0) (z — z0)
Empezamos por calcular la pendiente:
f'(z) =62 = my, = f'(0)=0

Ademas tenemos que f(0) = 0.

Luego la recta tangente es y = 0.
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7
Figura 3.17: Representacion grafica de la region pedida.

Para la funcion hacemos una tabla de valores que aqui omitimos.
Vamos a calcular el drea. En la grafica podemos ver marcada la regiéon a la que

queremos calcularle el area.

3.32.

a) Enuncia el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcula el punto al que se refiere dicho teorema para la funcién f(r) = 322 + 1

en el intervalo [0, 3]

(Septiembre 07)
- Solucién:
a) La parte tedrica puede encontrarse en cualquier libro.

b) Vamos a ver cuanto vale la integral.
8 3
/ (32 + 1) da = [2° + 2], =30 -0 =30
0
Vamos a buscar el valor pedido.

fe)(3=0)=30= (3¢ +1)-3=30=9c¢"+3 =30 =

=92 =2T=c*=3=c=4+V3
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De los dos valores solo nos sirve ¢ = v/3, pues el otro no pertenece al intervalo
(0,3).

3.33. cCalcula el valor de la siguiente integral (puede hacerse con el

cambio de variable t = In(z))

€ 1
/1 T (Lt n(@) ™

donde In denota el logaritmo neperiano.

(Junio 08)

- Solucién:
Para resolver la integral empezaremos por calcular una primitiva. Realizamos el
cambio aconsejado.
t=lIn(z) = dt= %dm

Luego:

/ (1+ln /idt n(1+t) = In(1 + Inx)

Por tanto:

’ 1 ¢ =(ln n(e)) — In n =In(2)-In(l) =In
/lmdx_[m(uzn(x))]l_(z (1+ in(e)) — in(1 + (1)) = In(2)—In(1) = In2

3.34.

a) Representa graficamente el recinto plano limitado por larectay + 2z — 6 =0

y la parabola y = —22 4 2z + 3.

b) Calcula su area.

(Junio 08)
- Solucién:

a) Vamos a hacer una tabla de valores para la recta:

z |0 2
y|6 2

Vamos a calcular una tabla de valores para la parabola. Para ello empezamos

por calcular su vértices y hacemos después dicha tabla de valores.



73

3.34. Junio 08 - Ejercicio 2 - Repertorio B

-b =2

vzizizl
T o, T 4

|1 02 -1 3
y|4 33 0 0

La representacion grafica es:

y+2x-6=0

AN

Figura 3.18: Representacion grafica de la region pedida.

b) Vamos a calcular el area. Para ello empezaremos por calcular los puntos de corte

de las dos graficas:

20 —6=0 = -2 6
y+ex — Y Tt — 22 +6=—2>+22+3
y=-2>+2x+3 y=—-2?+2zx+3
Luego:
22 —4x4+3=0

Resolviendo la ecuacién obtenemos:

4+2
4416 —12 442 2
xr = = =
2 2
42
e |
2

Vamos a resolver la integral.

AZ/g[(—m2+2$+3)—(—233—}—6)]dx:/3(—m2+4x—3)dx:
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23 3 1
= {—+2x2—3x} :(—9+18—9)—<—3+2—3> =
1

1 1-6+9 4,
:—72 [
3 +3 3 3u

3.35. Calcula la funcién f(x) cuya grafica pasa por el punto (0,1) (es
2x

22 +1°

decir, f(0) = 1) y que tiene como derivada la funcion f'(z) =
(Septiembre 08)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral indefinida de f/(z) y luego le impondremos a la funcién

obtenida que pase por el punto (0,1) para calcular el valor de la constante.

/%d;ﬂ:ln(ﬁﬂﬂff

Por tanto, como f(0) = 1, tenemos:
ml+K=1=—=K=1
Luego la funcién buscada es:
fl)=1n(z*+1) +1

3.36.
a) Define el concepto de primitiva de una funcion.

b) Di, razonando la respuesta, si las funciones Fi(r) = sen?z y Fy(z) =

—cos?z son primitivas de una misma funcién.

(Septiembre 08)

- Solucién:
La respuesta al primer apartado puede encontrarse en cualquier libro de texto, por
lo que pasaremos a resolver la segunda.

Vamos a calcular las derivadas de Fj(x) y de Fa(z) y veremos si coinciden.
F{(z) =2 senx - cosx
Fj(z) =2 (—cosx) - (—senx) = 2 - senx - cosx

Por tanto, ambas funciones son primitivas de una misma funcion.
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3.37.

a) Exprese f(z) = z - |z| como una funcién definida a trozos y dibuje su

grafica de forma aproximada.
b) Calcule la integral definida f_ll x - |z| da.
c) Calcule el area del recinto plano limitado por la grafica de f(z), el eje

OX, la recta x = —1 y la recta z = 1.

(Junio 09)

- Solucién:

Respondemos a las tres cuestiones.

a) Si tenemos en cuenta que:

tenemos que
f(x)w~|frl{ )
T

Por tanto su grafica es:

f)=x.|x|

Figura 3.19: Representacion grafica de la funcion f(z) = « - |x|.

b) La integral definida de una funcion definida a trozos tiene que tener en cuenta

los dos trozos, por tanto:

1 0 1 370 371
_ 2 27, _ | T x _
/_1f(x)dm—/_1 xdx—l—/oacda:—[g]l—l—{gh—
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1 1 1 1

c¢) El area que estamos buscando podemos verla en la siguiente grafica:

Fx)=x.Ix|

Figura 3.20: Representacion grafica del drea buscada.

El area sera por tanto:

0 1
1 1 1 2
A= —z2d /de—f Sl==42==Z
’/_1x‘r+0xx Tl31737373
3.38.
a) Escriba la féormula, o regla, de integraciéon por partes.
b) Apliquela para calcular la siguiente integral indefinida
/ z?cosxdx
(Junio 09)

- Solucién:

La respuesta al primer apartado puede encontrarse en cualquier libro. Vamos a
resolver la segunda cuestion.

Es una integral en la que habra que aplicar la integral por parte dos veces. En

ambos casos derivaremos el polinomio e integraremos la funcién trigonométrica.

u=x =  du = 2xdx

dv = cosxdr = v = senx
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Sustituyendo tenemos:
/x%os:z:da: = x?senz — /2xsenxdz = z?senx — 2/xsen:17do: = (%)

Volvemos a aplicar la integracién por partes.

dv = senzdxr = v = —cosx

Sustituyendo, de nuevo, tenemos.

(¥) = x*senx — 2 {—xcosx - / —cosxdx} = x?senx — 2 {—xcosx + /cosxda:]

= 2%senx + 2xcosz — 2senx + k

3.39. Dadala parabola de ecuacién y = —2? — 2z + 3, sea r su recta
tangente en r = —1 y sea s su recta tangente en z = 1.

a) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la

parabola, la recta r y la recta s.

c) Calcule el area de dicho recinto.

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a empezar por calcular las rectas r y s. Comencemos por r. Para ello vamos

a calcular la pendiente (que sera el valor de la derivada en = —1) y el punto por el

que pasa P (—1,y(1)).
y(z)=—-20—-2=4y'(-1)=2-2=0

A su vez tenemos que y(1) = —1 4+ 2+ 3 = 4. Por tanto m, =0y P(—1,4).

En consecuencia la ecuaciéon de la recta r es:
y—4=0z+1)=>y=4
Vamos a calcular ahora la ecuaciéon de s. Analogamente a la recta r tenemos:

y(1)=-2-2=-4
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y tenemos que y(1) =1 -2+ 3 =0. Luego ms = —4 y Q(1,0).

Por tanto la ecuacion de la recta s es:
y—0=—-4(z—-1)=y=—-4x+4
Pasemos al segundo apartado. Vamos a representar el recinto que nos piden. Para

representar la pardbola vamos a calcular la coordenada x del vértice:

b 2
= = —= = —]_
T =5, T

Vamos a calcular una tabla de valores:

z|-1 0 -2 1 -3
y| 4 3 3 0 0

Para las rectas basta con una tabla de valores con s6lo dos valores:

= Recta r:

La tabla de valores podria ser

rz| -1 1
y| 4 4
= Recta s:
La tabla de valores podria ser
rz| -1 1
y|l 8 O

Luego la zona pedida la podemos ver en la figura 3.21.
Vamos a calcular el drea que nos piden en el ultimo apartado. Si observamos la

grafica antes citada podemos ver que hay dos zonas delimitadas.

Una en el intervalo [—1,0] y definida por las funciones y = —2? — 2z + 3 y por la
funcién y = 4. A esta zona la llamaremos A;.

La otra en el intervalo [0, 1] y definida por las funciones y = —2% — 2z + 3 y por la
funcién y = —4x + 4. A esta zona la llamaremos As.

Vamos a ver los puntos de corte que observamos graficamente.

= Puntos de corte de las funciones y = —x2 — 2z +3 e y = 4.

—? 243 =4= —2?-22-1=0=2242241=0= (+1)°=0=>2=—1
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y=-ax+4\ s

y=x-2x+3

‘Ku

Figura 3.21: Representacion grafica del area buscada.
= Puntos de corte de las funciones y = —22 — 2z + 3 e y = —4x + 4.
—2? 2243 = —dr+d = —2*+2+1=0= 222241 =0= (z—1)°=0=> 2 =1
= Puntos de corte de las funciones y = 4 e y = —4x + 4.
—drx+4=4=-4dr=0=>2=0

El area que queremos calcular es A = Ay + As. Vamos a calcular A7 y As.

A = /O [4(x22x+3)]dx/0 (2> + 2z + 1) do =

-1 -1

3 0
x 9 1 1,
L,)—!—x —|—z]_1 0 < 3—|- ) 3u

0 0
Ay = / [74I+47(7I272Z‘+3)]d1‘:/ (m2—2x+1)d$:
-1 —1
3 0
T 9 1 Ly
= | _ =l-—-141)-0==
{3 T +x]1 <3 +> 3u
Luego:
1 1 2
A=A+ Ay =-+- =242
1+ Az 3+3 g
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3.40.

a) Calcule una primitiva de la funcién racional

fla) = —

1 — g2

b) Calcule la integral [ L_Jz (puede utilizarse el cambio de variable

Ccosx

t = senx).

(Septiembre 09)

- Solucién:
Vamos a calcular la integral de esa funciéon. Es obvio que se trata de la integral de

una funcién racional con raices simples [1 — 2? = (1 — z)(1 + z)].

I _ A B _AQtn)+B(l-o)
1—22 1-2 14z 1— 22
Luego:
Al+z)+B(l—2)=1 Ve eR

Por tanto, dando a x los valores 1 y —1 tenemos:

r = 1=22A=1= A=

N | =

r = 71;572B:1éB:f%

En consecuencia:

1 z —1 1 1
de= | —2d 2 dz = —In|l — 2| — In1 k
/1—x2x /1—:c x—'—_/l—l—xx pinlt =l =il +al+

La primitiva que nos piden podria ser:
Fla) =~ Inf1 ~ o — SInf1 + af
z)=—=In|ll —x|— =In T
2 2
Vamos a calcular la otra integral que nos piden aplicando el cambio aconsejado:
t = senx = t? =sen’r = 1—t? = cos’x = cosx = /1 —t2

dt
Vi@

dt = coszdx = dx =

Luego:
t

/ 1 dt _/ Ly
Vi—t2 Ji—2 ) 1-#2
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Ahora bien, 1 —t* = (1 —t)(1 + t). Por tanto:
Al+t)+B(1—-t) =1 Vit e R
Sustituyendo t =1y t = —1, tenemos:
1
t = 1:>2A:1¢A:§
1
En consecuencia:

/Ldt—/ 2 dt+/ 2R VP RRE VIS
1—27 " ) 1—¢ 1+t 2 2

Si deshacemos el cambio tendremos:

1 1 1
/ dx = —=In|l — senz| — =In|l + senz| + k
cosx 2 2

3.41.

2
x
a) Represente, de forma aproximada, la recta z = 1 y las curvas y = 50

y = —, y senale el recinto plano limitado por ellas.
x

b) Calcule el area de dicho recinto.

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:

a) La primera curva es una parabola cuyo vértice tiene abcisa 0. Haciendo una tabla

de valores como la que sigue tendremos bastante para su representacion:

|0 1 1 -2 2
o 5 1 2 2

La segunda curva es una hipérbola. Haciendo, igualmente, una tabla de valores
bastaria.

z|05 05 1 -1 2 -2

y| 8 -8 4 -4 2 -2

Vamos a representar la recta y las dos curvas, resultando el recinto pedido como

podemos ver en la grafica:
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2
4
Figura 3.22: Representacion grafica de las funciones % y —
T

b) El punto de corte de las dos curvas podemos observarlo en la grafica anterior,

asi como en las dos tablas de valores, pero vamos a calcularlo analiticamente.

.’,172

4
2 T

Por tanto el area buscada es:

274 g2 231? 8 1
A = S o )dw = [dlne— 2| =(4m2-2) - (4m1-=>) =
/1 (x 2)dx [ Inx 5 L ( In 6) ( In 6)

g8 1 7
= 4in2— — + ~ =4in2 — —u?

3.42.

a) Diga cuando una funcion F(z) es primitiva de otra funcién f(z).

b) Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = ze® que cumpla
F(0)=0.

(Junio 10 - Fase general)

- Solucién:
El primer apartado lo podemos encontrar en cualquier libro.

Para resolver el segundo vamos a comenzar por resolver la integral indefinida y

posteriormente calcularemos la constante para que F(0) = 0.

Es una integral practicamente inmediata, aunque podemos resolverla haciendo el
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cambio de variable u = z2.

u=m2:>du:2xd:vzxd:v:d7u

1 1
/xez2dx = i/e“du = 56“ +k

Deshaciendo el cambio obtenemos

Tenemos que

1 .2
G(z) = 56"” +k

Por tltimo vamos a encontrar el valor de k que buscamos para que se cumpla que
F(0)=0.

1 1 1
F(O):ieoﬂc:?t/c:o:m:_5

En consecuencia, la primitiva buscada es:

1 = 1
G(x) = =" — =
(0) = 5" =
3.43. Calcule, utilizando la férmula de integracién por partes, una

primitiva F(z) de la funcién f(x) = 2%¢~* que cumpla F(0) = 0.

(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a resolver primero la integral indefinida y luego ya calcularemos la que

cumple que F(0) = 0. Para ello vamos a aplicar la integraciéon por partes dos veces.

u=2x — du = 2xdx

(1)

dv=e%dxr — v=-—e"%

U=z = du=dx

dv=e%dxr — v=-—e"
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Tenemos aplicando la integracion

/:UQe*Zdo: ( —x%e”® 7/72x67xd:17 = g% " +2/ze71d93 =

@ 2 +2 (—:ce_w — / —e_wdm) = 2% % —2ze " 4

~—

+ 2/671d$ =22 " —2pe " —2e T+ k=

= e° (—m2—2x—2)—|—k
Estas son todas las primitivas. Vamos a buscar aquella que cumpla que F(0) = 0.

F0)=e"(0-0-2)+k

24k=0=k=2

En consecuencia la funcién buscada es
F(z)=e " (—2® — 22 —2) +2

3.44.

a) Represente, de forma aproximada, la curva y = z* 4+ 222 + 1 y la recta

tangente a dicha curva en el punto Qy = (—1,4).
b) Senale el recinto plano limitado por el eje OY y por la curva y la recta
del apartado anterior, y calcule el area de dicho recinto.
(Junio 10 - Fase especifica)

- Solucién:
Vamos a empezar calculando la recta tangente. Sabemos que la férmula para

hallarla es:
y— fla) = f'(a) - (x — a)

Calculemos ahora el valor de la derivada de la funcién en x = —1.
fl(x) =42+ 42 = f'(-1) = —4—4=-8
Luego la recta tangente pedida es:
y—4=-8z+1)—y—-4=-8r—-8=—y=-8x—4

Para representar la funcién podemos estudiar su monotonia, sus extremos relativos

y sus cortes con los ejes.
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= Corte con los ejes:

e Eje X = y = 0. Tenemos que %+ 222 +1 = 0 es una ecuacioén bicuadrada.
En consecuencia:

o T2EVId

-1
2

Por tanto no corta al eje X.

e EieY=—=2=0

En este caso corta en el punto (0, 1)

= Vamos a estudiar la derivada:

Yy =42*+4d2 = z(42’+1)=0=2=0
y' =122 +4 = y"(0)=4>0

Luego hay un minimo relativo en (0, 1)

Vamos a estudiar la monotonia:

| (—00,0) | (0,+00)

423 + 4z

- +
h /!
Luego crece en (0, +00) y decrece en (—o0,0).

Para poder completar la grafica seria bueno hacer una tabla de valores, que aqui
omitimos por su facilidad.

Vamos a hacer la representaciéon que nos piden en el segundo apartado y de esa
forma hacemos las dos que nos piden. La gréafica pedida podemos verla en la figura
3.23

Vista la grafica tenemos que el area buscada es:

A = /O [(z* +22% +1) — (—8z — 4)] dx:/o (2" +22° +8245) do =

—1 -1

o 23 0 1 2
= T 44?45 =0—-(—-—=—=-+4-5) =
[5—1— 3 +x+x]1 ( 5 3—1- )

= Z+--4+5

1 2 _3+—10—60+75_g§u2
5 3 n 15 15
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f(x)=x4+2x2+1

Figura 3.23: Representacion del area requerida

3.45. Calcule el valor de la integral
2 2/3
-1
/ <$ > dx
1 8

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:

Esta integral es inmediata. Vamos a resolverla:

2/ 1\3 29 fx—1\3 3 /z-1\%]
dr = - doe =82
[ 0 = s[5 s 2550
5

3.46.

a) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la

parabola y = 222 y la parabola y = 22 + 4.

b) Calcule el area de dicho recinto.

(Septiembre 10 - Fase general)

- Solucién:
Representaremos primero las dos pardbolas. Para hacerlo vamos a calcular sus

vértices y dos tablas de valores:
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—b
s y=22=z,=— =0
2a

s y=2’4+4=2,=— =0
2a

La representacion grafica pedida es

Figura 3.24: Representacion de la region requerida

Calculemos ahora el area que nos piden. En la propia grafica y en las tablas vemos

los puntos de corte, pero vamos a calcularlos.
20 =’ +4 =2’ =4 = 3 =42

Luego el area es:

2 —2

8 8 8 8 —8+24-8+24 32,
ohs)(S-s)=-248-218= =2
( 3+> (3 ) 3o 3 " 3 3"

2 2 23 2
A = / (m2+4—2x2) dx:/ (—m2—|—4) dr = [—3—1—44 =
-2

3.47. Considere las funciones f(z) = sen’z y

z 1
= ——dt, 0 1
9(x) /02(14) y0<z<
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Calcule la derivada de la funcion F(z) = g(f(z)), 5 < = <

Simplifique en lo posible dicha derivada.

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a encontrar primero g(z).

1 r 1
g(x) = |—5in|l —t[| =—in|l— x| 0<z<l1
2 .2

Por tanto

1 1
F(z) = g(f(z)) = g (sen’z) = —iln (1 - sen’z) = —iln (cos®z) = —In cosz

3.48.

a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la hi-

pérbola zy = 1, su recta tangente en el punto (1,1) y la recta =2

b) Calcule el area de dicha regién plana.

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

1
La funcion dada es y = —. La recta tangente la calcularemos usando la formula
x

Ahora bien

1
y = 2 y'(-1) = -1

Por tanto la citada recta tangente es

y—1l=-1z-1)=—=y=—-2+141=y=—-2x+2

La representacion que nos piden la podemos ver en la figura 3.25.

Para hallar el area tenemos que el iinico punto de corte es donde la recta es tangente
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N

y=-x+2

Figura 3.25: Representacion de la regiéon requerida

a la hipérbola, es decir, en x = 1. Si observamos la gréfica 3.25 el area buscada es:

279 2 /1 22 2
A = / {—(—x—i—Q)}dx:/ <+x—2>dm:{ln$+—2m} =
1 xr 1 X 2 1

1 1 1
(ln2+24)<ln1+22) :ln27275+2: <ln22> u?

3.49. Calcule las primitivas de la funcion

f#) = oy 2 >0

(Puede utilizarse el cambio de variable ¢ = e*.)

(Septiembre 10 - Fase especifica)

- Solucién:

Vamos a prepararla un poco antes de resolverla por sustitucion.

1 1 1 v
S S S S S
er —e " e L (e")" =1 (e)* —1

(&
ex

eI

Hacemos el cambio t = e = dt = e”dz. Luego:

e* 1
/(em)21/t2—1dt
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Hay que resolverla por fracciones simples:

L _ A B _AC-D+BE+1
-1 t+1 t—1  (t+1)(t—1)
luego,
At—-1)+B(t+1)=1 VteR
. 1
. 1
Sit=-1 = —2,4:1:>A:_§
luego:
/Ldt = /_é dt+/ : dt = —Simlt+ 1]+ Sinlt— 1)+ &
21" 7 )it 17T " 2"

Deshaciendo el cambio tenemos:

1 1, 1,
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