EL INFINITO
1. Introduccién

La formacion matemética bésica se inicia con @ gprendizge de los conceptos de conjuntoy
nimero. La idea de conjunto se establece como un “concepto primitivo” que debe
entenderse con la idea intuitiva de grupo, coleccion, agrupacion, etc. El concepto de
nimero se asocia con la idea de cantidad de dementos de un conjunto. Se indica que todo
conjunto tiene una cantidad dada de elementos y reciprocamente, para cuadquier nimero
natural n existe d menos un conjunto con N dementos.

De eda forma, se inicia d estudio de Conjunto de los NUmeros Naturales e indirectamente
el estudio de los conjuntos numéricos.

Una pregunta que frecuentemente se hace es, ¢cuantos eementos tiene @ conjunto de
nimeros naturdes N? La respuesta introduce a estudiante a concepto de infinito € cud se
enssfia de manera intuitiva Sin entrar en los detdles de la formaidad mateméica que
subyace en €.

La acepcidon de infinito usada en lenguge coloquia hace que otros conceptos que se
estudian posteriormente en cursos de cdculo o superiores, taes como: cardinalidad,
densidad, continuidad, convergencia, numerabilidad, no numerabilidad, nimero
transfinito, etc, sean dificiles de comprender debido a la fata de precison que se genera en
e gprendizge de laidea de infinitud.

El presente trabgo pate de andiss de distintas concepciones de infinito empleadas en €
lenguge cotidiano y la reacion y diferencias que se presentan con la definicion formd
matemdtica de este término. Pogteriormente se andizan agunos gemplos dd empleo ded
infinito en & desarrollo de otros conceptos mateméticos. Findmente se hace una breve
introduccion a concepto de nimero trandfinito y de su desarrollo tedrico en la teoria de
conjuntos.

2. El concepto cotidiano deinfinito

Una primera gproximacion a laidea dd infinito se hace por oposicion a la idea de lo que es
finito, esto es, infinito es aquello que “no es finito”. La definicion de finito indicada en €
Diccionario dela Red Academia Espaiiola establece:

finito, ta.
Dd lat. finitus, acabado, finalizado.
1. adj. Que tiene fin, t&rmino, limite.

S se entiende como infinito & concepto opuesto a dado por la Red Academia Espaiola se
debe entender que infinito es todo aquelo que no tiene fin, t&rmino n limite. Sin embargo,
esta concepcion puede no gustarse a adgunas nociones matemdticas en donde la idea de no
tener fin, no tener limite 0 no tener término no es tan cdara Por gemplo, se sabe que d
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intervalo [0, 1] es un conjunto infinito pero no es deto que no tiene fin ni limite en d
sentido de que es un conjunto acotado.

Por otro lado, en la misma referencia encontramos que en la definicion de infinito se
establece:

infinito, ta.

Ddl lat. infinitus.

1. adj. Que no tiene ni puede tener fin ni término.

2. [adj.] Muy numeroso, grande y enorme en cualquier linea.

3.[adj.] V. proceso eninfinito.

4. [adj.] Esgr. V. linea infinita.

5. m. Mat. Signo en forma de un ocho tendido (™), que sirve para expresar un valor
mayor que cualquier cantidad asignable.

6. adv. m. Excesivamente, muchisimo.

Se observa que las acepciones 1 a 4 junto con la 6 de esta definicion son ambiguas. De la
primera se podria pensar que conjuntos como un intervalo cerrado de R o bien, no es un
conjunto infinito o bien no tienen fin ni término. De esta manera |0 que vadria preguntarse
€s ¢en qué sentido se habla de no tener fin ni término?

La segunda acepcion y la sexta son imprecisas ya que nos indican en primera instancia que
infinito es equivdente a muy numeroso 0 muy grande en cuyo caso Se podria interpretar
gue un conjunto con una cantidad de eementos muy grande por gemplo, desde este punto
de vista, se podtria pensar que (10!1111111111)199% esinfinito aunque sea una cantidad finita

La expresion “en cualquier linea” de la segunda acepcidon es todavia més imprecisa pues
no queda claro cud es e sentido matemético que se le desea dar ala expresion.

Las aepciones tres y cuatro son redundantes ya que estén usando € mismo concepto que
e esta definiendo.

La quinta acepcion eda cdadficada como € dgnificado matemético que s le da a la
expreson. En este caso, se relaciona con € concepto de cantidad. Revisando en la
referencia mencionada su significado, obtenemos una suerte de acepciones mateméticas tan
imprecisass como las anteriormente  mencionadas dado que refieren  implicita o
explicitamente a otros conceptos tales como: unidad, estructura algebraica y relacion de
orden de un conjunto.

El lenguge humano tiene la caracterigtica de ser abierto y en dgunos casos polisémico. De
esta forma, se pueden utilizar los conceptos de manera poco precisa 'y aln asi estructurar un
argumento de manera que la idea centra se comprenda y sea comun a los interlocutores aln
cuando se este hablando de forma reativamente ambigua, esto es, no se da una definicion
precisa de los conceptos utilizados y cada interlocutor hace su propia lectura del texto con
base en su experiencia previa y su bagge culturd. En este contexto, € infinito mencionado
en d DRAE hace referencia a la idea 0 nocion de lo “incomensurablemente grande”,
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aunque esta nocion dga a la interpretacion y la experiencia del individuo de lo que entiende
por “ incomensurablemente grande” .

Una anécdota que se escucha frecuentemente en la Escuda de Matemdica de la
Universdad de Codta Ricailugralaformaen que se concibe d infinito de maneraintuitiva:

Sucedié durante una clase de Calculo Diferencial e Integral. Cuando € profesor estaba
desarrollando la teoria de limites al infinito y limites infinitos, un estudiante le pregunto
Qué es € infinito? El Profesor le indico:™ El infinito es algo como esto...". Seguidamente
tomo la tiza y comenzo a trazar una linea alrededor del aula dandole tres vueltas, luego sin
degjar de trazar la linea, abrio la puerta y se fue...Los estudiantes se quedaron esperando
pero e profesor no regreso. Cuando salieron vieron como la linea que € profesor trazo
recorria las paredes, bajaba por las gradas y salia dd edificio... A la clase siguiente,
mientras los estudiantes esperaban la llegada del profesor, este se presentd trazando adn
la linea con una tiza hasta llegar de nuevo a la pizarray le dijo a los estudiantes: “ Bueno,

esto no es € infinito pero al menos ya tienen una idea delo que es’

Se ve que, aun cuando € profesor tratd de dar un gemplo bastante ilugtrativo de infinito,
siempre quedd encasillado en un gemplo finito pero“ muy grande” .

El concepto de infinto no se puede formar a patir de metéforas como la anterior.
Unicamente se logra generar una idea intuitiva, imprecisa e incompleta de este. Por
gemplo, s observamos la lineas de un ferrocaril y notamos como se pierden € en
horizonte perceptible, no se puede &irmar que la longitud de edtas es infinita Ad, la
imagen mental generada en este tipo de gemplos solo puede formar una nocion acotada del
infinito.

Desde este punto de vigta, € concepto de infinito tiene la misma naturdeza de los ndmenos
kantianos “ Un nimeno 0 nodmeno es un ente de razon (nimeno proviene de nous que
significa razén en griego), o sea algo que puede ser pensado (pensar es o propio de la
razén), pero no puede ser experimentado, no puede existir en la experiencia. Hay que
apresurarse a afadir que el noumeno, aungue pensable por nosotros, no es comprensible.
Para Kant, pensar no es comprender, ya que solo podemos comprender |o que es posible
experimentar en la experiencia...” (Garcia Norro, Rovira, 1994). Esta Stuacion coincide
con & hecho de que ain no s han determinado conjuntos infinitos de entes, ni procesos
infinitos en la naturaleza de donde se deduce que la mente humana no tiene un referente o
una experiencia previa por medio de cud congruir dicho concepto. De eta manera, S
asumimos que @ concepto de infinito es efectivamente un noimeno kantiano, queda claro
que cudquiera de las metéforas con que queramos explicar € infinito, solamente nos dard
una concepcion reducida de este. De ahi la importancia de buscar una formulacidn
mateméica de término.
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3. Laformalizacion del concepto de Infinito

“Uno de los logros mas grandes de la matemética como lenguaje ha sido su propio coraje
imaginativo para enfrentar el concepto mas inaccesible y paraddjico que haya podido
pretender la fragilidad temporal del intelecto humano: € concepto de infinito”
(Ortiz,1994).

Grandes matemdticos han tratado de dar una definicion de infinito. a lo largo de la historia
En la Grecia antigua Platon, Pitdgoras y Aristteles entre otros, se plantesban la existencia
del infinito y las contradicciones generadas a partir de la aceptacion de su existencia.

Arigtételes rechazd la idea del infinito dada las contradicciones que generaba. Sin embargo,
lo concibié de dos formas diferentes las cuades son las nociones que tenemos actudmente
de este concepto. El concibié dos tipos de infinito: € infinito potencid y @ infinito actud.
“La nocion de infinito potencial se centra en la operacion reiterativa e ilimitada, es decir,
en la recursividad interminable, por muy grande que sea un ndmero natural, siempre
podemos concebir uno mayor, y uno mayor que este y asi sucesivamente donde esta Ultima
expresion “ asi sucesivamente” encierra la misma idea de reiteracion ilimitada, al infinito”
(Ortiz,1994).

Egta nocion de infinito es la usada en las acepciones andizadas del DRAE y de hecho es la
nocién empleada en d desarollo moderno ddl concepto de limite infinito y limite d infinito
dd cdculo infinitesmdl.

Por otra parte, d infinito actua se refiere d infinito exisente como un todo o unidad y no
como un proceso. Kant aceptaba la posicion de Aristételes y rechazaba € infinito actua por
ser imposible de ser alcanzado por la experiencia.

En la terminologia mateméica moderna nos podemos referir d infinito potencid de
Arigételes S usamos una unidad de medida u y hacemos uso de la propiedad arquimediana
para indicar que, para cuaquier cantidad M podtiva, es posible encontrar un ndmero
naturd k de manera que a superponer k veces la unidad u se tiene ku® M . De esta forma
a tomar vaores de M cada vez mayores es posible crear un proceso que tiende d infinito.

1 1 L 1 1 | ] 1
r ' ' ' ' T ¥

L] u 2Zu 3w 4Hdu (k-1)u M ku

Otra manera de ver € infinito potencid es consderar la unidad u representada como un
segmento de recta y consderar € proceso de divison en @ punto medio para obtener una
cantidad infinita de segmentos contenida en la unidad una vez que “se cortinua
indefinidamente @ proceso de divisién”. Edtaidea fue la que produjo la paradoja de Xendn.

Por otro lado, la formdizacion de nocion de infinito actud o infinito como un todo requiere
del desarrollo de la teoria de conjuntos cuyo desarrollo “ se puede decir que se inicio con
los trabajos de Bolzano” (Ortiz,1994).
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Cantor en d siglo XIX desarroll6 |a teoria de conjuntos y la teoria de nimeros trangfinitos
con lo cud indica que “la existencia de un infinito potencial presupone la existencia de un
infinito actual” (Ortiz,1994).

La teoria de conjuntos desarrollada por Cantor tiene en su fundamentd una axiomédica
consstente que permite congruir los conjuntos y pogteriormente establecer @ concepto de
infinito. Para esto es necesario definir d concepto de “ cardinalidad” o “ potencia” de un
conjunto.

Dos conjuntos Sy T se dicen que tienen & mismo nimero de elementos o que tienen la
misma cardinalidad o son equipotentes, si existe una funcion f biyectiva definida de Sen
T.

Se puede definir una relacion de equivdencia en términos de la cardindidad de conjuntos.
De eda manera 9 un conjunto S que sea equipotente con un subconjunto {1, 2, 3,..., n} I N

se dice que tiene n dementos o que su cardinalidad esn y estribimos: Card(S) =|9 =n

A patir de eda definicion se puede establecer la idea de conjunto finito y conjunto infinito.
Actuamente la definicion aceptada de conjunto infinito esla dada por Bolzano:

Un conjunto no vacio A esfinito si para algun entero positivo n, A es equipolente a

{1, 2,3,4,5,..., n}, de otra forma A es infinito.

Un conjunto A es infinito si existe un subconjunto propio B de A equipolente a A, en
cualquier otro caso A esfinito.

La definicion de Bolzano plantea una contradiccion con la intuicidon que s tiene de
subconjunto propio ya que s un conjunto A tiene un subconjunto propio B, la intuicion
indica que B es necesariamente més pequefio que A debido a que existen dementos de A
que no edtan en B. Edte tipo de contradiccion aparente es la que llevo a los griegos a negar
la exigencia de infinito. Ellos penssban que d infinito no podia exidir pues dicha
exigencia producia laaniquilacion de los nimeros d ser sumados d infinito, esto es:

a+ o0 — 0

De eto s deriva que la forma en que percibimos d mundo de lo finito y la légica
empleada para explicar los fendmenos finitos puede no ser gplicable a Stuaciones en las
que medie & concepto del infinito. Por gemplo, la paradoja de Xendn, la trompeta de
Gabrid, la convergencia de las series, ladensdad de los nlmeros racionaes, etc.

En € desarollo de la teoria de nimeros transfinitos, usando € concepto de cardindidad
Cantor establecio que se podia sumar nimeros finitos a cardindidades infinitos Sn que se
produjera dicha aniquilacion. Sobre este tema hablaremos posteriormente.

Una de las axiomdicas mediante la cud se desarrolla la teoria de conjuntos es la

axiomética de Zermeo-Fraenkel. La imposhilidad de demodrar la existencia de conjuntos
infinitos hace que en edta axiomdica se deba incluir un axioma que edablezca su
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exigencia Ede axioma llamado d Axioma de Infinitud esablece existe al menos un
conjunto infinito.

El axioma de infinitud podula la exisencia dd infinito actud pues 9 exige un conjunto
infinito © entonces existe un infinito actua en términos de su cardindlidad y ecribimos
Card(f) =|f|= ¥

4. Algunos Conjuntos Infinitos

De la definicion establecida en @ apartado anterior y la definicion de cardindidad se puede
justificar porque € conjunto de los nimeros naturdes N es infinito Sn recurrir a un
argumento de proceso ilimitado que es d que cominmente se usa para judificar la infinitud
de N.

Se puede &firmar que N es un conjunto infinito notando € hecho de que existe una funcion
biyectiva entre N y d subconjunto de los nimeros pares P. Badta tomar la funcion
f:N® P; f(n)=2n. Fé&ilmente vemos que esta funcion es una biyeccion de N en P.
También se puede probar la infinitud de los naturdes estableciendo una biyeccion entre N
y € subconjunto de los nimeros impares .

El conjunto P es también infinito. Para ver esto basta consderar la biyeccion que se
establece entre d y @ conjunto P = {k | P: k = 2p;pl P} = P - {2} mediante la biyeccidn
h:P— 2P; h(p) = 2p.

Andogamente s demuestra que @ conjunto de nimeros impares | es también infinito
asociando cada nimero impar il 1 con nimerosde laformai + 2, il 1.

Ahoracomo Z, Qy R contienen a N, la cardindidad de estos tres conjuntos debe ser mayor
oigud queladeN y por lo tanto también son infinitos.

Se puede demostrar que € conjunto Z de los nimeros enteros es también un conjunto
infinito usando un argumento Smilar a los anteriores. Para esto bagta considerar la funcion
g : N® Z que asocia a los nlimeros positivos junto con & cero los nimeros pares y a los
nimeros negativos les asocia los impares. Asi, como N tiene cardindidad infinita y es
equipotente con Z, e tiene que Z debe tener cardindidad infinita y por lo tanto es infinito.
Mas aln, eta demostracién no solo dice que Z es infinito Sno que ademés tiene la misma
cadindidad de los naturdes. Dicho de otra forma Z y N tienen  mismo nimero de
elementos.

Se puede demostrar que € conjunto Q de nimero racionaes es equipotente con N. Esto da
el sorprendente resultado de que un conjunto denso como lo es € conjunto de nimeros
racionadles es dd mismo tamafio, en términos de cardindidad, que @ conjunto de ndmeros
naturales e cua esdiscreto.
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Para demostrar que Q y N son equipotentes generamos un arreglo rectangular de nimeros
raciondes de la dguiente manera. En la primera fila colocamos todos los raciondes que
tienen denominador igud a 1, esto es, los nUmeros enteros. En la segunda fila colocamos

todos los raciondes con denominador igud a 2 de la forma % con a primo relaivo con 2.
La tercera fila la congtruimos de manera andoga tomando los racionaes con denominador
igud a 3 de la forma % con a y 3 primos relativos La biyeccion f : N —* Q se obtiene
adggnando los vaores utilizando las diagonaes dd arreglo como en la secuencia sguiente:

_ _ 1 1 -1 _ _ 3 -1 1
f (1)_01 f(2)—1, f(3)_5’ f(4)_§1 f(5)_ 7’ f(6)_-11 f(7)_21 f(8)_51 f(g)_?y f(lO)—Z ’
1.1
f(1)=z. f12=7 .

Estos gemplos drven para definir la idea de “numerabilidad” de un conjunto. Decimos
gue un conjunto S es numerable s tiene la misma cardindidad que agun subconjunto de N.
De estamanerase dice que Z y Q son conjuntos numerables.

Un resultado alin mas sorprendente es d que dice que 9 {A}i | n € una familia de
cadindidad numerable cuyos eementos son conjuntos numerables entonces su  unidn

JA estambién numerable.
N

Egte resultado brinda una demodracion diferente de la numerabilidad de Q s observamos
que todas las filas ddl arreglo anterior son conjuntos numerables. En consecuencia su union,
queesQ, tambiénlo es.

Sn embargo no todos los conjuntos infinitos son numerables. El sguiente gemplo nos
demuestra que € conjunto de nimercs redles R es infinito pero de cardindidad mayor que
lade N. A este tipo de conjuntos se les denomina no numerables.

Sea S @ conjunto de expandones decimades menores que 1 td que sus eementos son
nimeros cuyos digitos son solamente 0 o 1. Se demostrard que S es no numerable.
Supongamos por contradiccion que S es numerable. Entonces por definicidn exise una
biyeccion f de N en S. Como en € caso de los racionaes podemos considerar una tabla de
valores donde se pueden contar los dementos de S.

0.000111...

n fin)

1 0011010, ..
) 0.111011. ..
3 0. 101001, ..
4
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Ahora consideramos un demento X = 0, X, X,X,X,...de S de la Sguiente manera: s d primer
digito de f (1) es O entonces x; = 1y s € primer digito de f (1) es 1 entonces x; = 0.
Andogamente, s @ segundo digito de f (2) es 0 entoncesx2 = 1y S € segundo digito de

f (2) esun 1 entonces x; = 0. En generd, s € néamo digito def (n) es1, seax, =0,y 9
n-ésmo digito de f (n) es O, sea x, = 1. De esta forma, X =0, X,X,X;X,... N0 puede ser f (n)

paaagin nl N yaque X=0,XX,X;X,... difiere de cada f (n) en d menos € rémo digito
en virtud de la forma en que se construyo. As, f no es una biyeccion y por lo tanto Sesno
numerable.

Luego como S es un subconjunto propio de R, setiene que R es también no numerable pues
su cardindidad debe ser mayor o igual ala de S. La cardinaidad de R es conocida como d
continuo y se denota por c. El Continuo ¢ coincide con la cardindidad del conjunto de

partes o conjunto potencia P (N) de N, es dexir;
c=Card (F (N)) =25 ®

Es un cardind tan grande en relacion con la cardindidad de un conjunto numerable que g
* le edrae una familia - numersble de conjuntos numerables, la cardinadidad de
conjunto resultante R- - debe ser no numerable pues de lo contrario lafamilia

A U (R - A) seria también numerable en virtud dd resultado anteriormente mencionado

gue indica que la unién numerable de conjuntos numerables es numerable. Este resultado
nos dice que exigen cadindidades infinitas didintas. Intuitivamente, se establece que
exigen “ infinitos de distinto tamafio” .

5. LosNumeros Trangfinitos

En la seccidn anterior se establecio la exigencia de cardindidades infinitas diferentes. Estés
cardinalidades son llamadas NUmer os Transfinitos.

Cantor desarroll6 la teoria de nimeros trandfinitos con la cud logro sdvar la contradiccion
de la aniquilacion de los nimeros finitos por d infinito mencionada anteriormente. Primero
congtruye los nimeros a los que llamd NUmeros Ordinales (agudlos que Sirven para notar
una pasicidn en un conjunto ordenado) mediante las siguientes reglas.

Oesunordinal.

S aesun ndmero ordinal entoncesa + 1 (su suceso) es un ordinal.

S se tiene una sucesion de ordinales {a} entonces existe un Ultimo ordinal lim{a} & cual es
mayor que todo al {a}

De esta reglas vemos que los nimeros naturades son dos nimeros ordinades. Més ain,
infinito potencia indicado por Arigtételes producto dd proceso de contar es también un
ordina en virtud de la regla 3. Para obtener d primer ordind infinito tenemaos que reunir un
nimero no finito de ordindes finitos. Haciéndolo, sempre caemos en € mismo conjunto,
congtruido a reunir todos los ordindes finitos, es decir los naturales. El conjunto de todos
los naturdes, N, es pues € primer ordind infinito, lo que no deberia sorprender, y se le
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denota por “ (la letra griega omegd). La aniquilacion de los ndmercs finitos s sdva
mediante la regla 2 pues como « es ordind entonces los nimeros &, & + 1, & +2, & +
3., WH+W=2W 2W+1 w?,.,w" .. sontambién nmeros ordinaes.

En d desarollo de edta teoria Cantor identificaba los nimeros ordinales con conjuntos por
gemplo: 1 = {1},2 = {1, 2},3 = {1, 2, 3}, etc. De esta forma los ordindes trandfinitos
obtenidos del proceso de conteo se podian considerar diferentes.

Para visudisar los ordindes, resulta muy practico representar cada uno por un punto de una
sucesion creciente convergente, como por gemplo u, = 1 - 1/(n+1). Para representar €
ordind “, resulta naturd afiadir a la sucesion previa un punto 'O’ Situado exactamente en €
limite de lasucesion:

A la izquierda de u, hay una infinidad de puntos por lo tanto & es infinito. Pero g
elegimos a cudquier otro punto de la sucesén a su izquierda, ya no es € caso, lo cud
prueba que “ es d primer ordind infinito. Después de « llega & + 1, & + 2, ... que s
representan afiadiendo a la derecha uno, dos 0 mas puntos, inicidmente digtantes, y luego
mas cercanos entre Si:;

X X X X X X X X X_X
_XXX..0 X X

El dltimo punto dibujado corresponde a * + 2.

Més generdmente, para sumar dos ordindes A y B se cambian los nombres de los
elementos para que sean todos digtintos, luego se juntan los conjuntos A y B, poniendo B a
la derecha de A, es decir, imponiendo que cada elemento de B sea mayor que todos los de
A. Asi hemos congruido ' + 1, ... y asi podemos construir 1+ : Notemos Y d demento

del,y X losde & :

Y X X X X X X X_ X
X_X_X_XXX ...

Sdtaalavigaque W y 1+« son muy parecidos. De hecho corresponden a mismo ordinal.
Mas no es @ caso de ¥ + 1, que e digtinto de “ porque € conjunto “ + 1 tiene un
elemento maximo (el O del dibujo) mientras que & conjunto = no lo tiene. El punto = (d
O de dibujo) no tiene antecesor, es decir que no existe un n tal que n+1=&: sedice que es
un ordina limite. Cero tiene también esta propiedad pero no merece esta gpelacion. Como
W41 ? 1+« |la adicion no es conmutativa en los ordindes. Se congruye de mismo modo
W + & que s nota légicamente 2% . La multiplicacion se define a partir de la adicion
como paa los naturades. Una vez que se ha representado n®, con n naurd, no resulta
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demasiado dificil imaginar lo que serd « .« | escrito 2. Luego se puede definir ", con n
naturd, y, tomando d limite, @", que ya cuesta mucho esfuerzo imaginar (tiene tantos
elementos como lalineared).

Ahora bien, todos los ordindes transfinitos generados a partir de « por medio de un
proceso de conteo ( “,« + 1« + 2« + 3. tienen la misma cardindidad. Eda
cardindidad es conocida como Alef-ceroy sedenota: ¢,= Card («)

Cantor define entonces los Numeros Cardinales (aqguellos que sirven para indicar € nimero
de edementos que contiene, por lo &nto, distintos de los ordindes, que caracterizan d lugar
de un demento en una sucesidn) como agquellos nimeros ordinades que no tienen la misma
cadindidad que cudquier ordind menor. Por gemplo, todos los nimeros ordindes finitos
(vistos como conjuntos) son a su vez nimeros cardindes. Sin embargo € ordina trangfinito

“ + 1 no esun nimero cardind pues « < “ + 1y ambos tienen lamisma cardindidad.

La exisencia de cardindidades mayores quedd demostrada en la seccién anterior cuando se
demostré que R tiene una cardindidad mayor que N.

Cantor llamé a los cadindes infinitos defs, def-cero (C,), es d primer cardind infinito
correspondiente a ordind «“. ¢, es d primer ordina con cardindidad mayor que “ es
decir, € primer ordind que no puede ponerse en correspondencia biunivoca con @,
Siguiendo este proceso se obtienen los nimeros cardindes sguientes. ¢, ,C5 ..., C,, , €tC.

Por otro lado, e Teorema de Cantor estableceques S esun cardina entonces se cumple
que S < 2°

luego como & Continuo ¢ = 2@ N =2°% stieneque c,< 2% =c.

Ademas, s s esuncadind y §(s ) denotaa el sucesor de s , entonces Cg,, esd primer
cardind infinito més grande que c,,. Luego, en virtud dd Teorema de Cantor e tiene €

siguiente resultado: Cg, £2°".

Como un caso particular de este resultado setienequeic, £2°° = ¢
La pregunta que surge de maneranaturd es, ¢acud cardind corresponde d Continuo?
Cantor supuso que el Continuo coincidiacon ¢, esdecir: ¢ = Card (F (N)) = 2° =c,

Eda afirmacion es llamada Hipotesis del Continuo. Su generdizacion, llamada Hipotesis
Generalizada del Continuo estableceque: Cg, =2
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Se dice que tad afirmacion es “indecidible’ en la teoria de conjuntos con la axiomética de
Zermdo-Fraenkd ya que en 1940 Gode demostré que la hipdtess dd continuo es
congstente con esta axiomética y en 1963 Paul Cohen demostro que su negacion también
es consstente. Més aln, Cohen demostré que @ Continuo puede ser cuadquier cardind

mayor o igud que C, .

6. Cardinales Grandes

La teoria de nimeros trangfinitos se ha desarrollado alin més dla de los niimeros cardinales.
Después de la congtrucciéon de los niUmeros cardindes se establece la construccion de los
cardinales inaccesibles.

Sedice que ® esun cardinal inaccesible s no puede ser alcanzado por medio de la suma
de © ordinales menoresque © .

La teoria de nimeros trandfinitos no puede establecer la exisencia de estos nimeros
inaccesbles dentro de la axiomd@ica de Zermedo-Fraenkd y debe recurrir a una
generdizacion de eda introduciendo un “axioma de infinitud generalizado” llamado €
axioma de inaccesibilidad que indicaque“ existe al menos un cardinal inaccesible” .

“ Existe toda una teoria de cardinales grandes, entre los cuales encontramos. cardinales
indescriptibles, inefables, Ramsey, Mahlo, fuertemente compactos, supercompactos Y,
finalmente los cardinales extensibles. Estos Ultimos son los cardinales mas grandes que se
consideran actualmente en la Teoria de Conjuntos’ (Ortiz,1994).

7. Reflexiones Didacticas sobre el concepto de Infinito

El aprendizge sgnificativo de los conceptos mateméticos plantea € problema de que €
edtudiante no tiene en generd una experiencia previa que le permita construir € concepto a
partir de eta. Td esd caso del concepto de infinito.

Generdmente, la forma de ensefiarlo consiste en utilizar metéforas didacticas basadas en
conjuntos “ muy grandes’ para fijar la idea de infinitud. Eto, permite crear la nocion de
infinito usada en d lenguge cotidiano y aceptada por la Red Academia Espafiola, Sn
embargo podria generar una maa formacion del concepto matemético. La ambigliedad del
lengugie coloquia hace que @ concepto del infinito sea un concepto vago e intuitivo que se
parece muy poco alaidea matemética de infinito como unidad total.

Por otro kdo, d concepto de infinito como unidad (infinito actud) se ha utilizado a trabes
de la higtoria para explicar interrogantes de tipo teoldgico. El concepto de Dios como ente
infinito, absoluto e indcanzable es una muestra de esta concepcidon. De hecho Cantor

postulaba la existencia de un Infinito Absoluto £ inalcanzable por cudquier tipo de
extenson redizada sobre los ordindes trandfinitos. Este no podria ser un ordind pues, S asi
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fuera, inmediatamente se tendria e ordind !+ 1 mayor que !. A este infinito @ mismo
Cantor lo identifico con Dios.

La concepcion de infinito como unidad (infinito actud) no se ha trabgado mucho en la
ensgfianza de la matemética La condruccion de la idea dd infinito como proceso
indcanzeble (& infinito potencid de Arigotees) no es suficiente para explicar porque N, Z
y Q son equipotentes y en cambio R tiene una cardindidad mayor. Este hecho judtifica la
necesidad de aclarar en dgin momento laidea de infinito como unidad (infinito actud).

La mayoria de los libros de caculo asumen € hecho de que los estudiantes tienen ya una
nocion ded concepto dd infinito y por lo generd lo comienzan a utilizar d definir limites d
infinito y limites infinitos pero sn hacer una introduccion adecuada del concepto. Es
conveniente, antes de iniciar este estudio hacer una reflexion del infinito antes de comenzar
a utilizarlo tanto en los aspectos histéricos como en lo referente a las paradojas y
contradicciones involucrades.

Ademéds, es necesario dgiar en claro que la manera de pensar en procesos que involucran d
infinito es diferente a la manera en que se conciben los fendmenos finitos. Esto permite
judtificar por gemplo (a un nivel intuitivo) porque una suma infinita de ndmeros positivos
en dgunos casos es infinito y en otros es un ndmero finito. La forma (intuicion o 16gica) en
que percibimos los procesos finitos no se puede gplicar en general cuando se encuentra
involucrado un proceso infinito.

Los profesionades en matemética y en generd las personas que Senten cierta empatia por la
mateméica normamente se caracterizan por querer conocer sobre los procesos Y
judtificaciones que fundamentan la matemética Sin duda dguna, € edudio la teoria de
nimeros trandfinitos, aunque sea a nivel expuesto, requiere de toda nuestra atencion y no
dgla duda acerca dd esfuerzo mentd que han redizado los grandes mateméticos por buscar
una jugtificacion a un concepto que ha desvelado ala humanidad atrabes de la historia.

Por dltimo, dado que la teoria sobre d infinito tiene un fundamento axiomético, €
cuestionamiento sobre la existencia 0 no de este es un planteamiento que queda abierto. La
aceptacion 0 negacion de su exigencia historicamente ha obedecido a concepciones
ideoldgicas de corte teoldgico y cosmolégico. Es a partir de los trabgos de Cantor que se
logra dar un rigor mateméico a concepto de infinito y alin asil se nota dichaiinfluencia
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