El nimero de oro

EL NUMERO DE ORO

La geometria, segun cuentan los historiadores, nace a orillas del rio Nilo. El fara6n obligaba a pa-
gar los tributos proporcionalmente a la extension de las tierras de cada propietario. Asimismo, las crecidas
y estiajes del Nilo obligaban a situar las marcas y los lindes de los campos de cultivo después de cada
inundacién . La medida de &reas, distancias y angulos favorecio el desarrollo de una serie de técnicas para
ejecutar estos procesos con precision y lo que es mas importante supuso el inicio de un proceso de abs-
traccion que convertia un accidente geografico en una linea, una superficie de cultivo en un gréfico y las
distancias lineales y angulares podian ser tratadas mateméaticamente. En otras palabras, el inicio de la
geometria a un nivel esencialmente practico.

Fueron los inquietos y curiosos habitantes de Grecia quienes sistematizaron y formalizaron esas
estructuras, descubriendo propiedades curiosas, elaboraron teoremas y formularon demostraciones que
tenian validez universal. La estructura béasica de la geometria del plano ha llegado intacta a nuestros dias
y sigue estudiandose o mejor dicho debiera seguir estudiandose tal como lo hicieron los griegos hace si-
glos.

De entre todas las facetas abarcadas por esa ciencia, voy a dedicar
la charla de hoy a un elemento muy simple, incluso insultantemente
simple, pero que en su sencillez encierra innumerables consecuencias,
aplicaciones e inesperadas propiedades. oy a hablar del llamado na-
mero FI (o). Este numero recibe su nombre del escultor Fidias (siglo V
adC, autor del friso y del frontis del Partendn), quien utilizé6 amplia-
mente sus propiedades en su destacada obra artistica.

Todo empieza con una linea recta. Imaginemos un segmento de una longitud dada | y ahora queremos di-

vidirlo en dos partes, pero de la forma mas bella posible, de la forma mas armdnica. Por ejemplo, sean a'y
b esos dos segmentos, tal quea+ b =1.

El mayor grado de armonia se alcanza cuando la relacion entre la longitud total y el segmento ma-
yor es igual a la relacion entre el segmento mayor y el menor.

Vitrubio indicé que para que un todo dividido en partes desiguales pareciera hermoso, entre la parte
mayor Yy la menor debe existir la misma relacion que existe entre la mayor y el todo.

Matematicamente, esto se expresa como.

ath _a
a b
Y desarrollando esta igualdad.
a’ =ab +b?
a’—ab-b?=0

Resolviendo esta ecuacion de segundo grado.
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Tomando el valor positivo de la raiz, obtenemos que.

El nimero de oro, es un ndmero irracional cuyo valor numérico es.
¢ =1,618033989.....

Esta simple relacién o cociente entre las longitudes de dos segmentos es la base de uno de los ca-
pitulos mas curiosos y sugerentes de la Ciencia. Desde la antigliedad ha despertado el interés y la curiosi-
dad de fildsofos, gedmetras, matematicos, pintores, arquitectos y escultores. A mi juicio, su capacidad de
fascinacidn reside en el hecho de tratarse de un concepto estético primario que admite un intenso forma-
lismo matematico. No nos debe extrafiar esa dualidad arte-matematica, los hombres cultos de otras épocas
no establecian diferencia alguna entre el &rea de ciencias y el area de humanidades. La separacion entre
esas dos ramas del saber es uno mas de los lamentables inventos pedagdgicos de este siglo. Por ello, la ra-
z6n aurea (bautizada asi por Leonardo da Vinci) es un concepto curricular que ha desaparecido de los ac-
tuales planes de estudio pero su existencia nos acompafia en nuestra vida cotidiana como comprobaremos
a lo largo de esta charla.

Pero volvamos a la definicion inicial. EI nimero de oro es como hemos dicho anteriormente sim-
plemente la raz6n entre dos segmentos pero es algo mas de un simple cociente de longitudes, en su valor
matematico lleva asociado un concepto estético, el canon de la belleza, de la proporcion perfecta.

Por ejemplo, si pedimos a un grupo de personas que dibujen un rectangulo que resulte agradable a
la vista 0 mejor adn, si pedimos que elijan entre una docena de rectangulos con diferentes proporciones
entre su anchura y su altura comprobaremos que el rectangulo mayoritariamente elegido es aquel cuyos
lados cumplen la relacion.
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No es de extrafiar que las tarjetas de crédito adopten esta forma,
im : A Sl son rectangulos aureos, acertadamente elegida su forma para asi hacer
i o de oro a quien las emite. EI documento nacional de identidad espafiol
también es un rectangulo aureo.

Una forma sencilla de dibujar el rectangulo aureo es.

T T N e partimos de un cuadrado de lado I.

I | /E\ LY « lo dividimos por la mitad

i I \ ‘ - ' 1
N i i @Qf i \\ e CON un compas pincho e\r/1_A y trazo el arco BB

! o= ) . . 1+4/5

I l | \ e la distancia OB' = T-I

I |

Lo :

A B c

AC_AB Bt+i_

AB T BC 2

Para hallar la razon aurea de un segmento procederemos de la siguiente forma.
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e sea AC un segmento de longitud a, el cual quiero dividir

en dos partes que guarden entre si la relacion aurea.
e levanto en C la perpendicular de longitud a/2
e uno el punto A con el punto D. AD = a;/g
e trazo el arco CB' con centro en D.
e trazo el arco B'B con centro en A
o« AB = AB' = a'f - % - \/52—1Ia ~0618...a

El nimero ¢ estd muy ligado al pentagono regular tanto el convexo como el estrellado. El penté-
gono regular era el distintivo de los pitagoricos. Los pitagdricos se sentian fascinados por las propiedades
de los nimeros e hicieron importantes descubrimientos en mdsica, al comprobar cdmo al hacer vibrar una
cuerda y su longitud fuera proporcional a ciertos nimeros enteros, entonces se producian unos sonidos
melodiosos, es decir, existian ciertas longitudes expresadas en forma de nimeros asociados a la armonia
de los sonidos y, por tanto, al deleite del espiritu. Esa escuela filosofica, més bien una secta religiosa, fas-
cinados por las propiedades del nimero de oro y su representacion grafica en el pentagono regular hicie-
ron suyo ese simbolo que siempre ha poseido unas connotaciones esotéricas. Para las invocaciones a los
espiritus, al diablo, se valen de una escenografia donde siempre aparece el pentdgono regular, como ele-
mento intermedio, como puerta de acceso entre la realidad y la irracionalidad.

e para la construccién del pentagono regular partimos de un cuadrado
de lado |

. ) oD ,
e construimos el segmento aureo OD, tal que oc = ¢, por el método

expuesto anteriormente.
e con centro en B' prolongo el arco BD hasta C'.
e con centro en C trazo el arco OC'.
o ¢l segmento CC' es el lado del pentagono regular y el segmento OC'
es la diagonal del pentagono, ambos estan relacionados.
diagonal = lado - ¢

Los angulos interiores de un pentdgono miden: 180° -fwn—Z) = 180° '(55_2) =108°
El tridngulo OCC' es isosceles, los angulos de los extremos miden, w =36° = %

De aqui deducimos, por inspeccién del triangulo OCC', que.

T
=2-cos(—
@ (5)

El triangulo isdsceles de angulos 36°, 72°, 72° es la base del pentdgono regular estrellado. Obsér-
vese que las diagonales y el lado estan en la proporcién del nimero de oro.
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El tridngulo is6sceles de angulos; 36°-72°-72° nos servird también para obtener el lado del
decagono regular. Obsérvese que el decagono podemos descomponerlo en 10 triangulos isosceles de esas
caracteristicas y facilmente se ve que el lado del decagono es justamente la parte aurea del radio. Por
tanto, a partir del radio OB (ver figura superior), levantamos el segmento OM de longitud igual a R/2.
Unimos M con B. Trazamos el arco OC con centro en M. El segmento AB es la parte aurea del radio y
consecuentemente, el lado del decagono regular.

6

F1G. 70 Frs. 71 Fig. 72 Fic. 73
Decidgono Pentiagono Decdgono estrellado Pentigono estrellado

Llevando ese valor sobre la circunferencia marcamos los 10 puntos. Al unirlos de dos en dos dibu-
jamos el pentagono regular, al unirlos de tres en tres el decagono regular estrellado y al unirlos de cuatro

en cuatro el pentdgono regular estrellado. Obsérvese en los poligonos estrellados como se forma interior-
mente el poligono convexo correspondiente.

Una cinta de papel anudada nos proporciona un pentagono regular.

Una figura geométricamente muy hermosa, la armonia y belleza de sus proporciones nos indica que
sus lados siguen la razén aurea.
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Un mosaico también muy hermoso disefiado por el profesor Roger Penrose.

4 w\w D

SOTASIAEOTAS O 7K

Sus elementos tienen como base las figuras.

"Sharp” triangle "Flat” triangle z=° = T radians

5
i 72" =27 radians
1 72 =

5
-1 108°=37 radians
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El "Entierro del Conde de Orgaz" y un estudio de sus proporciones basado en el nimero de oro.
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Si disponemos de una hoja de papel de dimensiones ¢ x 1, al eliminar el cuadrado de lado unidad
obtenemos otro rectangulo de dimensiones 1 x (¢-1), que es semejante al primero. Procediendo sucesi-

vamente tendremos toda una coleccion de rectangulos aureos de tamafio cada vez més pequefios pero to-
dos semejantes entre si.

Fold Cutoff

No sélo aparece el nimero de oro en las obras de arte sino también en la Naturaleza.

Una construccion similar podemos realizar partiendo de un rectangulo aureo de dimensiones ¢ x 1,
dividiendo el rectangulo dureo en un cuadrado de lado = 1, entonces el rectangulo sobrante tiene dimen-
siones 1 x (p-1). En ese nuevo rectangulo separamos el cuadrado de lado (p-1) quedando un rectangulo
sobrante de dimensiones (¢-1) x (2-¢). Siguiendo el proceso vamos obteniendo rectangulos de dimensio-
nes (2-¢) x (5-3), (5-3¢) x (5¢-8), tal como observamos en la figura.
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Al trazar los cuartos de circunferencia correspondientes a cada uno de la sucesion de cuadrados su-
cesivos, obtenemos una linea espiral cuyo perfil concuerda con el de la concha de multitud de caracoles
marinos como el Nautilus o caracolas de mar.

Los huevos de gallina son dvalos que pueden inscribirse en rectangulos de oro, es decir, la altura y
la anchura del huevo siguen la razén aurea.

Y ya que estamos hablando de animales, de caracoles y de huevos de
gallina ¢por qué no hablar de conejos?. Pero antes vamos a presentar a un
gran matematico Leonardo de Pisa (1.170-1.421), mas conocido por Fibo-
nacci (hijo de Bonaccio). A pesar de ser un matematico brillante con una
importante obra en su haber, es conocido principalmente por una cuestion
aparentemente trivial, una sucesion de nimeros enteros en la que cada tér-
mino es igual a la suma de los dos anteriores.

1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, .......

Esta sucesién representa un buen ndmero de situaciones préacticas
pero la mas anecddtica es la relacionada con la cria de conejos. Supongamos
una pareja de conejos, los cuales pueden tener descendencia una vez al mes
a partir del segundo mes de vida, suponemos asimismo que los conejos no mueren y que cada hembra
produce una nueva pareja (conejo, coneja) cada mes. La pregunta es, ¢cuantas parejas de conejos existen
en la granja al cabo de n meses?.

Hurnber

Ig s Famiiy Tres of Rabbiis |
Bl L Z
8Wa - 5
Mot ey M it

El nimero de parejas coincide con los términos de la sucesién de Fibonacci.

La sucesion de Fibonacci es uno de los temas mas sorprendentes de la Matematica, existen multitud
de aplicaciones en los que aparece esa sucesion, existiendo una amplisima bibliografia dedicada exclusi-
vamente al estudio de sus propiedades y aplicaciones. A titulo de ejemplo citaremos.

e generacion de algoritmos para el célculo de maximos y minimos de funciones complicadas
cuya derivada es dificil de obtener.

e en poesia, ciertas obras de Virgilio y otros poetas de su época se sirvieron deliberadamente de
la sucesion de Fibonacci en sus composiciones.

e ¢l nimero de rutas que recorre una abeja =
cuando se desplaza por las celdillas de un pa-
nal son términos de la sucesion de Fibonacci,
siendo n el namero de celdillas. El nmero de
antepasados de los zanganos son términos de
Fibonacci (ndtese que los zanganos son pro-
ducidos a partir de los huevos infertilizados F9. 8. La abeja puede caminar hasta I, celdilla n de £

» Maneras
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de la abeja reina, es decir, tienen una madre pero no tienen padre).

e en el estudio de las trayectorias de rayos luminosos que inciden oblicuamente sobre dos lami-
nas de vidrio planas y en contacto

e una propiedad de la sucesion de Fibonacci es que dos términos consecutivos cualesquiera son
primos entre si. Se discute si la sucesion de Fibonacci contiene un nimero infinito de nimeros
primos.

o ¢l cuadrado de cada término de la sucesion de Fibonacci se diferencia en una unidad del pro-
ducto de los dos contiguos; el anterior y el siguiente.

e en los girasoles, las semillas se distribuyen en forma de espirales logaritmicas, unas en sentido
horario y otras en sentido antihorario, si contamos el nimero de espirales que hay en un sentido
y las que hay en el otro aparecen términos de Fibonacci consecutivos. Igual sucede en las pifias
de los pinos.

Namaero
de camines difersntes

de reflexiones

L T4, Un rayo de luz pusde refia)
:alllbnii enire dos Amings U:llldl:lrl':e FIm s dwingy ok i

Y ahora ha llegado el momento de preguntarnos, ¢y qué tiene que ver todo esto con la razén aurea?
Si tomamos los términos de la sucesion de Fibonacci.

1-1-2-3-5-8-13-21-34-55-89-144- .......

Y dividimos cada término entre el anterior vamos obteniendo los siguientes valores.

l=1 g=2 §=1,5 E=1,66.. §=1,6 1—3=1,625 £=1,615.. 3—4=1,619... §=1,617... @=1,618...
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Representando estos cocientes en forma gréafica.

RATIO OF SUCCESSIYE FIBONACCI TERMS

Fibonacci Number

Los cocientes sucesivos convergen hacia el valor 1,618033989..... En otras palabras.
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El término general de la sucesion de Fibonacci es.

"5 2 2

De nuevo, y sorprendentemente el nimero de oro aparece relacionado con los fendmenos naturales
gue hemos descrito. Y es que el nimero de oro posee unas sorprendentes propiedades matematicas.

Si comparamos
=16180....

1+\/§
Q= >

1 2

¢ 1445

0,6180....

Observamos que poseen la misma parte decimal. En otras palabras.
1
p=1+—
4
El Gnico nimero que cumple esa propiedad es nuestro viejo conocido, el nimero de oro.

Esa relacion implica la curiosa sucesion de igualdades.

¢:1+£=1+ ! =1+ ! :1+—1 =
) 1 1 1
1+— 1+ 1 1+71
¢ 1+— 1+ 1
q) 1+7
@

Construyamos ahora la progresién geométrica.

1, o, (pz, (p3, (p4, .....

Se trata de una progresion geométrica de razon ¢ pero al mismo tiempo 1
cada término es también LA SUMA de los dos anteriores. Es la Unica sucesion @ =1+ —
que participa al mismo tiempo de la naturaleza de la progresion aritmética y ¢
geométrica, de ahi se deriva esa maravillosa perfeccion en las figuras cuya geo- @2 =@ +1
metria y dimensiones estan vinculadas al nimero de oro. Y, en general

n_ n-1 n-2

Siguiendo con las curiosidades matematicas, una forma de representar el p=¢ *¢

nimero de oro es mediante la sucesion de radicales consecutivos. Asu vez
o" = "

Otra expresion méas rebuscada pero no menos sorprendente.
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El nimero de oro esta vinculado a la trigonometria con las relaciones.

cos 36° = 2
2
Cos72° = 1
2@
Y la soluciodn de la ecuacion trigonométrica.
Cos X =tg X

X =arcsen| —
4

Para finalizar vamos a mostrar algunas relaciones de la razén &urea con la figura humana, si hemos
aplicado este concepto a la arquitectura y a la Naturaleza, es normal que también los clasicos se hayan
interesado por los canones de belleza aplicados a las proporciones humanas.

Este seria a juicio de un artista el rostro mas perfecto de muijer.

El cuerpo humano puede inscribirse en un pentagono regular. Una figura humana con esas
proporciones estaria dentro del canon de la belleza ideal.
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Un detalle curioso conocido por los cléasicos es que la distancia del ombligo al suelo es justamente
la razén aurea de su altura.

En la mano humana, la
distancia entre las
falanges estan en la raz6n
aurea de la longitud del
dedo

En resumen, el nimero de oro parte de una definicion. Al dividir un
segmento en dos partes, la razén entre el todo y la mayor es igual a la razén
entre la mayor y la menor. Esta definicion le confiere una serie de propie-
dades interesantes, una sucesion de potencias del nimero de oro participa
del crecimiento aritmético y geométrico simultaneamente y también esta
vinculado con la sucesion de Fibonacci. Debido a las curiosas y sorpren-
dentes propiedades de o, existe mucha literatura acientifica que lo usa in-
debidamente. Por ejemplo, los puntos donde se localizan los meridianos en
las sesiones de acupuntura se sitGan en zonas prefijadas por la relacién au-
rea.

“,“.,/Zwm vas £4 25 /\ ‘\f‘/“\'"
f v

B Y una aplicacién matematica la tenemos en la descomposicion de
un rectangulo cualquiera en tres triangulos (en rojo) de igual area. La so-
lucién se obtiene al hallar la parte aurea de sus lados.
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