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1.- INTRODUCCION

Los origenes del Calculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos
problemas vinculados al movimiento de los cuerpos, asi como problemas de tipo
geométrico de importancia en Optica y problemas de calculo de valores maximos y
minimos de una funcién dada.

En el siglo XVII Newton y Leibniz descubren independientemente el Analisis
Matemético o Calculo Infinitesimal, una potentisima herramienta que revoluciond el
tratamiento matematico de la Fisica y la Geometria, y que mas tarde impregnaria las
mas diversas ramas de la matematica, como la Estadistica o la Teoria de Numeros.

Esencialmente, el Célculo Infinitesimal consistia por una parte en analizar o
descomponer la dependencia entre varias magnitudes estudiando el comportamiento de
unas al variar o diferenciar levemente otras (lo que constituia el Calculo Diferencial) y
por otra parte en integrar los resultados diferenciales para obtener de nuevo resultados
globales sobre las magnitudes en consideracién (el llamado Calculo Integral).

2.- EJEMPLO

En el estudio del movimiento de un punto nos interesa saber en cada instante donde esté
y como se mueve. El primer objetivo nos lo proporciona el conocimiento de la variacién
temporal del vector de posicion, y para saber cOmo se mueve, es decir, qué va a pasar
con el punto moévil en instantes sucesivos, se introduce en Fisica una nueva magnitud
Ilamada velocidad.

Supongamos que cierto punto P se traslada en un
intervalo de tiempo At =t, —t, desde el punto 1 hasta

el punto 2, caracterizados respectivamente por los
vectores de posicion r1 y r2.

Se define la velocidad media v en el intervalo de
tiempo At como:

- Ar

"At
La direccion de la velocidad media coincide con Ar, es decir, queda determinada por la

cuerda que une los extremos del tramo de trayectoria correspondiente y su sentido es el
del movimiento.

La velocidad instantanea, \7, se define como

V= lim AT _ i (A0 ()
At—0 At At—0 At

es decir, como la rapidez de cambio del vector de posicion respecto a t.

Este vector es tangente a la trayectoria y su sentido es el del movimiento.
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3.- TASA DE VARIACION

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones que
relacionan una variable “dependiente” y con otra variable “independiente” x, lo que
suele escribirse en la forma y = f (x). Si la variable independiente cambia de un valor
inicial a a otro x, la variable y lo hace de f (a) a f (x). La razén de cambio promedio (o

tasa de variacion media) de y = f (x) con respecto a x en el intervalo [a, x] es:

f(x)-f(a)

X—a

Razén de cambio promedio = =Tvm([a, ]

Con frecuencia interesa considerar la razon de cambio en intervalos cada vez mas
pequefios. Esto lleva a definir lo que podemos llamar “razon de cambio puntual (o

instantanea) de y = f (x) con respecto a x en el punto a” como:
jim )=F@) _q,; (a)

X—a X_a

Ejemplo 1. La tasa de variacién media de la funcion f(x)= x> —2x en los intervalos
[-2-1] y [1,3] vale:

Tvm[-2,-1] = f(-1)- fz(_z) =-5

rwmfra)=E) =T _,
3-1
Observa que, en el primer caso, la Tvm coincide con la variacion de la funcién de la
funcién, pues nos hemos trasladado s6lo una unidad a la derecha. En cambio, en el
segundo caso, la Tvm es la media de las variaciones unitarias, que son:

Tvm[l,Z]:%:l y Tvm[2,3]:%:3

Ejemplo 2. Entre Jaén y Cadiz hay 360 km por carretera. Si se viaja en automovil,

partiendo de Jaén a las 8 h y llegando a Cadiz a las 12 h, la velocidad media ha sido de

90 km/h. Para calcularla hemos dividido la variacion del espacio recorrido (diferencia

de distancias) entre la variacion del tiempo transcurrido (diferencia de tiempos):
Tvm[Jaén, Cédiz] _ diferencia de distancias _ 360 _ 90

diferencia de tiempos  12-8

Ejemplo 3. El indice de precios al consumo (IPC) expresa la variacion porcentual de los
precios. Esta variacion suele darse mensualmente y por afios. El IPC de mayo de 2007
fue de 0.3 %. La acumulacion de 12 meses seguidos de el IPC interanual, y coincide,
aproximadamente, con la tasa de inflaccion del afio considerado.

Departamento de Matematicas



4.- CONCEPTO DE DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN
PUNTO Y DE _FUNCION DERIVADA. DERIVADAS
LATERALES.

Sea D <R un subconjunto de nimeros reales. Llamaremos conjunto de puntos de
acumulacién’ de D al conjunto

D':{xO eR:3E(x,) entorno de x, :(E—{xo})mD¢®}

Si x, e D" diremos que X, es un punto de acumulacion de D.

Siempre que exista un intervalo abierto de centro a contenido en D se tendrd que
aeD'.

Sea f:Dc R —R una funcion real de variable realy ae D D"'. Se llama derivada
de la funcién f enelpunto a al limite siguiente, si existe y es finito:

N f(a+h)-f(a)

lim
h—0

[1]
df (a)
dx

Dicho limite, caso de existir, se representa? por: f '(a)= =Df (a)= f (a).

Si en la definicion anterior hacemos el cambio de variable a+h=x, el limite [1] se
escribe como sigue:

jim+ )= 7(3) 2]

X—a X_a

Ejercicio 1. Calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos que se
indican:

a) f(x)=x* ena=1
b) f(x)=3x*-2x+1en a=2
c) f(x)=3x*-3x+1en a=1
d) f(x):g en a=2

Si Bc DnD', diremos que f es derivable en B cuando f sea derivable en todos los
puntos de B.

Sea C={aeDND": f esderivable en a} . Definimos la funcién derivada de f por:
f"C—>R
aeCr f'(a)

L El conjunto D' también se llama conjunto derivado.

d ) d
2 La notacién d— f (a) fué introducida por LEIBNIZ (1646-1716), y en ella se entiende que d— esun
X X

operador, y la notacion f (a) fue introducida por LAGRANGE (1736-1813).
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Ejercicio 2.  Calcula la funcién derivada de f (x)=x’
Ejercicio 3.  Calcula la funcién derivada de f(x)=x’-2x+1 y como aplicacién
calcula f'(3),f'(-2) y f'(0).

Ejercicio 4. Calcula la funcién derivada de las funciones siguientes:
a) f(x)=2x-x*+3x-1

) f(x)=>

Una funcion f :DcR >R es

derivable por la izquierda® enx = a < 3 f '(a—)=lim L;(a)e R
X—a— X_

derivable por la derechaenx =a < 3f'(a+)= lim L;(a)e R
X—a+ X_

Caracterizacion:
fderivableenx=a < 3f'(a-) f'(a+) y f'(a-)=f'(a+)

Ejercicio 5.  Indica en qué puntos es derivable la siguiente funcion y halla f'(x):

x> +3x  si x<0
f(x)={x*+3x  si0<x<2
1

- Si x>2
X

Ejercicio 6. Halla el valor de a para que f(x) sea derivable en x =1, siendo
+2 six<1
f(x)= X+ s! X
ax+1 st x>1

Ejercicio 7. Dada la funcion
xX*-1 x<-1
f(x):‘l—xz‘: 1-x> -1<x<1
-1  x>1
Estudiar la continuidad, la derivabilidad y representarla graficamente.

% Esta definicion es equivalente a la siguiente: Una funcion f :Dc R —> R es

f(a+h)-f(a)

derivable por laizquierdaenx =a <> 3 f '(a —) = lim eR
h—0- h
. f(a+h)-f(a
derivable por la derechaen x =a <> 3 f '(a +) = lim ( ) ( ) eR

h—0+ h
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l O<x<b
Ejercicio 8. Consideremos la funcion f (x) = Xl
l_ZX b<x

Se pide:

a) Determinar el valor de b para que sea continua.

b) ¢Es derivabe f en el valor de b calculado en el apartado anterior?
Aunque lo mas habitual es que los intervalos donde se estudie la derivabilidad sean
abiertos y de hecho es en intervalos abiertos donde se obtienen las mejores propiedades
de las funciones derivables, daremos la definicion de funcién derivable en un intervalo
cerrado [a,b], que es similar a la que dimos para funciones continuas en un tal

intervalo.

Una funcién y = f (x) es derivable en [a,b] cuando:

e seaderivable en (a,b)

e sea derivable por la derechaen a
e seaderivable por la izquierda en b

5.- PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES

Propiedad 1: Si una funcion f:D c R — R es derivable en un punto x,, entonces es
continua en X, .
Demostracion:

fim £ (x) = nm(W(x_XOp f (xO)J: im )= 08)

X=X X—>Xg ) X=X X=X,

wtim £ (%)= im0 i () = F1()- 0 F (3) =  (x)

X=X X—Xg X=X, X=X

C.Q.D.

Este resultado también se puede utilizar en sentido negativo:
Si f(x) no es continua en x,, entonces no puede ser derivable en dicho punto.

En particular, las funciones derivables son continuas, pero no toda funcién continua es
derivable, como muestra el siguiente:

Contraejemplo: La funcién f (x)=|x| es continua en x, =0 pero no es derivable en
dicho punto.

Continuidad en x, =0:
lim f (x)=lim |x|= lim (-x) =0

. oo Jlim|x|=0 f(0)=l0/=0, I f
im £ (x)= lim = limx=0 |~ lim[x|=0 y f(0)=[0=0, luego f(x) es

continuaen X, =0.
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Derivabilidad en x, =0:

f'(O—)Z"TM: |irp_—X:—1

Hff X_Of 0 xo0- X = no existe f'(0) y por tanto, y=|x| no
f'(0+): ||mM: I|m§:1

x—0+ X—0 x>0+ X

es derivableen x,=0. O

-
¥

Resumiendo:
- fescontinuaen0
- - fnoesderivable en 0

- La gréfica de f no tiene recta tangente en 0

Otro _contrajemplo _mas: La funcion y:x% es continua en X,=0 pero no es
derivable en dicho punto.

Continuidad en x, =0:

lim f (x)=|irrg X3 =0=f (0), luego f(x) escontinuaen x,=0.

x—0

Derivabilidad en x, =0:

_ Y
£'(0)=1lim f(xi_;(O)zlxifgx SX 0:@3 XZ =[ﬂ=+oo:>/sz'(0), y por tanto,

y= X3 no es derivable en X, =0.

flx)=x"(113) Resumiendo:
- f escontinuaen0
o /// - f no es derivable en 0
& -4 2 2 4 g - La grafica de f tiene una recta

tangente vertical en 0

Propiedad 2: Si una funcion f :D <R — R es derivable en un punto x,, entonces esté
acotada® en x, .

Demostracion:
Como f esderivable en x,, entonces por la propiedad 1, f escontinuaenx, y por
tanto, tomando ¢ =1,

* Una funcion f:DcR-—>R esta acotada en un punto X, sii IM >0:‘f(x)‘£M
Vx e E(X,)
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36 >0/ sixe(x,—3,%,+35) resultaque f(x)e(f(x)-e f(x)+e)=
=(f (%)=L f(x)+1)
y asi (f(x,)—1 f(x)+1) es un intervalo acotado, es decir, f(x) esta acotada en un
entorno (x,—&,%,+6) dex,. C.Q.D.

6.- OPERACIONES CON FUNCIONES DERIVABLES

6.1. Suma
La funcion derivada de una suma de funciones derivables es la suma de las funciones
derivadas:

(f+9)'(x)=F'(x)+9'(x)

Desmostracion:

(i +g)‘(xo):lim(f +9)(%+h)=(f+9)(%) _

h—0 h
i f (% +h)+g(% +hh)— f(%)=09(X) —iim f(x0+hg_ f (Xo)+

+lim
h—0

g(x0+h3—9(xo) =f'(%)+9'(x) C.QD.

6.2. Producto de una constante por una funcién
La funcion derivada del producto de una constante por una funcién derivable es la
constante por la funcion derivada de la funcion:

(af)(x)=a-f'(x)

Demostracion:

(af)(x)=lim % .
f

:Iimaf (X +h)—af(x)
h—0 h h—0 h

=a-f'(x,) C.QD.

6.3. Producto de funciones

La funcion derivada de un producto de funciones derivables es igual a la derivada del
primer factor por el segundo sin derivar mas el primer factor si derivar por la derivada
del segundo factor:

(f-9)'(x)=f"(x)g(x)+f(x)g'(x)

Demostracion:
(19)/(x) i (DO HN)=(10)C6) (% )9 (5 )~ (%) 9 %)

h—0 h h—0 h
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f(%+h)g(x+h)—f(x)g(x+h)+f(%)a(x+h)-f(%)g(x,)

h—0 h
(X, +h)=1f(x,),. . g(x,+h)=g(x,)..
-ty R i g SR8y )

=f'(%)a(%)+f(%)9'(%x) C.QD.

6.4. Funcion reciproca de una funcién
La derivada de la funcion reciproca de una funcion derivable viene dada por:

Demostracion:

[%].(XO)Lim[ﬂ(xom:_(ij(%) = lim f(XolJ’hr)]_ f(lxo) -
f(%)-f(%+h)
TN () | f(0)= ()

S (ST OD)
iU Coth) = (%)) 1 ()L (%)
h—0 h f(X0+h) f (XO) 0 f(Xo) f (Xo) f(XO)Z
C.Q.D.

6.5. Cociente de dos funciones

La funcion derivada de un cociente de funciones derivables es igual al cociente de la
derivada del numerador por el denominador sin derivar menos el numerador sin derivar
por la derivada del denominador, entre el denominador al cuadrado:

w:(fl}(%) ()L (1) (xo)_g((x‘;z) oo ln)

g g
_ f'(xo)g(xo)—fz(xo)g'(xo) C.Q.D.
9(%)
6.6. Composicién de funciones: Regla de la cadena
Sean f:AcR—>R yg:BcR—>R funciones reales de variable real con
f (A) cB,yaeAnA'. Supongamos que f es derivable en a y que g es derivable en
b= f(a). Entonces:
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(9°1)'(a)=9'(f(2))'(a)

Aplicando la regla de la cadena obtenemos la siguiente:

Demostracion:

Sea h=go f . Hay que probar que Iimw =g'(h)f'(a).

Por hipétesis,

jim I =90 i, FOI=F(@) _ o) £a)

y—b y_b x—a X—a

La idea es hacer en esta igualdad la sustitucion y = f (x). Definimos

p:B—>R
9(y)-9(b)
o(y)=7 y-b
g'(b) y=b
que es una funcion continua.
Se tiene que Vxe A con x=a M:¢(f(x))—f(x)—f(a) [1]
X—-a X—a

y como f escontinuaenay ¢ escontinuaenb = f(a), se sigue que @ f es continua
en a, por lo que

limg(f (x))=¢(f(2))=¢(b)=g'(b)

X—a

La igualdad [1] nos dice ahora que

6.7. Derivacion de la funcién inversa
Sea f:l c R — R derivable en el intervalo | con f '(x);t 0 Vxel.Entonces:

i) f esunabiyeccionde I sobre el intervalo J = f (1)
i) f':J >R esderivable en J con

(f‘l)'(y):m vyel

Demostracion:
Demostremos ii): Teniendo en cuenta que (f™*of)(x)=x Vvxel y aplicando la

regla de la cadena:
(Fo f)O)=(f*)(f0))f'()=1=(F")(f(x)= 0
que se puede escribir en la forma

(x)e—T
YT )

C.Q.D.
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7. EUNCION DERIVADA DE LAS FUNCIONES MAS
USUALES

A modo de ejemplo calcularemos las funciones derivadas de algunas funciones
elementales. A la vez que practicamos el célculo de derivadas aplicando la definicion,
también nos sirve para construir la conocida tabla de derivadas y que esta no aparezca
como por arte de magia.

1) La funcién f:R—>R, f(x)=c, esderivable en cualquier puntoacR. Su
derivada viene dada por:

(a)=lim =) e=c g
X—a X_a X—)ax_a

2) La funcion f:R—>R, f(x)=x, esderivableen cualquierpuntoacR y su
derivada es:

(a)=lim )T (@) x=a
X—a X_a X—)ax_a

3) La funcion f:R—R, f(x)=x", esderivable en cualquier punto ac R. Para
calcular su funcién derivada utilizaremos la formula del binomio de NEWTON:

f(a)lim f(a+h)-f(a) :"m(a+h) -a" _
h—0 h h—0 h

n n n n n
h +| |a""h+| _|a"*h* +..+ ah™+|  |a°h"— &
1 2 n-1 n

h—0 h

n n n
na“1h+( ]a“2h2+...+( Jah”%[ Jahn
2 n-1 n

=lim =
h—0 h

Al na"t+ n a"?h+..+ n ah"? + n ah"*!
2 n-1 n -

=hna

=lim

h—0 J?f

4) La funcién f :[0,40) >R, f(x)=«/§, es derivable en cualquier a € (0, +).
Su derivada es:

e f0)-f(a)_ Jx-va_ . (Vx-Va)(Vx+ia)
P Mo i (x-2)(vx ++/a)

= =lim M =lim t !
<2 (x-a)(Vx—va) ¢ (xa] (Vx+ia) x+a 2va

5) La funcion exponencial f:R —»> R, f(x)=e", esderivable en cualquieracR.

11
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f(a+h)-f(a) . e ¢ e* (e"-1)

f'(a)=lim — limE——=—lim —e°
h—0 h h—0 h h—0 h
teniendo en cuenta que
h
. -1
lim € =1
h—0 h

6) Lafuncion f:R—R, f(x)=senx, esderivableen cualquieracRR.
(a)=lim @rN=T(a) ;. sen(a+h)=sena

h—0 h h—0

233
2c0s a+E sen —

=lim
h—0

=C0sa

: X X
donde hemos tenido en cuenta que senx —seny = ZCOS%ysen Xy y que

2
h
sen
Iim—ézl
h
2

h—0 /

7) La funcion f:R—>R, f(x)=cosx, esderivableencualquieracR. Su
funciébn  derivada se puede obtener teniendo en cuenta que

COS X =sen (%— x] Vx e R yaplicando la regla de la cadena:

f'(a)=-cosa

., tWg:R- kr+Z:keZ! >R i i
8) La funcion 2 es derivable en cualquier punto de su
X tg X
dominio y su derivada viene dada por:
COS X COS X —Sen X (—sen x
tg,xz(senx),(x)_ ( ) 1

COS X B cos? X  cos’ X

=1+1tg°x = sec” x

log, :(0,+0) >R

9) La funcion es derivable en cualquier x, e(0,+%). Su

X log, x
funcion derivada viene dada por:
log X, +h
f h)— f lo h)-lo @
(%) = lim o= T 00) _ i 1002 (0 + ) =100 % 7 %,
h—0 h h—0 h h—0
Ioga(l+hj " A o
_fim——— ) _jim1 X% 0g (14 S jimLiog, |14 1] =
h—0 h h—0 h X, X, h—0 X, X,

12
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h
:—Ioga lim 1+L :iloga lim 1+i :ilogae
XO h—0 XO XO h—0 & 0

h

log, :(0,+x) >R

es derivable en cualquier
X log, Xx=Inx

En particular la funcion
. . o1

€(0,+e0), y su derivada viene dada por: In'x ==

X

Tabla de derivadas

Funcion Derivada Funcion Derivada
. 1
X
y=X y'=1 y =sen X y'=CoS X
y=x" y'=nx"" y = COS X y =—sen X
y=+x Y':i y=tgx y'=1+1tg%x
24x
W/x y' L y = arcsen x y=
=N X - = =
y n_n anl l—Xz
. -1
y=a*cona>0 y'=a*Ilna y = arccosx y'= —
—X
Y '~ e y = arctg x y'= 1
& = 1+ x?
.1
y =log, x y'="=log, e
X

Ejercicio 9. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=7x>-2x*+3x* -4 17) f(x)=tgxsen x
2) f(x)=5x*+3x> +2x-7 18) f(x)=cosx tg x
3) f(x):(3x l)(5x +3x-2) 19) f(x)=e*tgx
4) f(x) il 20) f(x)=2"Inx
5) f(x)= x—£+ X 21) f(x)=e*log,, x

6)fx:(x \/_Xx+\/_)

22) f(x)=log, x cosx

13
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7) f(x)=

8) f(x)=(5x* —3x+1)

(3x —1)(2x +3)
x> +7

2X
5x+3

9) f(x)= /X + =+ +x°

Jx

(3x—1)° —(3x +1)°

10) f(x)=
11) f(x)=
12) f(x)=

5x —

2— X2
1

© 3x2-5x+2
3(3x2 —x+2)

13) f(x)=(x? +3x)sen x

14) f(x)=3"

15) f(x)

16) f(x)=5"

X tg X
X+1

23) f(x)=
24) f(x)=
25) f(x)=

sen X
tg X

In x

In x

26) f(x)=sen xcosx

27) f(x)=sen x+e*sen x

28) f(x)=

29) f(x)=

COS X

Sen X + Cos X
_ 3%sen x
2x +e”

30) f(x)=log, xlog, x

31) f(x)=e"sen x

32) f(x):(

X% —3Xx+ 2)sen X

1+tgx

Aplicando la regla de la cadena, obtenemos la siguiente tabla de derivadas para

funciones compuestas:

Tabla de derivadas, para funciones compuestas:

Funcion Derivada Funcion Derivada
y = f(x)" y'=nf (x)"™" £'(x) y =sen f(x) y'= f'(x)cos f(x)
1 f '(X) 1
y =+/f(x) V=3 ) y = cos f(x) y =—f'(x)sen f(x)
o f) L :
y=4/f(x) SRR T y=tg f(x) | y="f(x+tg®f(x)]
—a'®cona>0 = f'(x)a'™Ina = arcsen f(x) )
y= y'= y= T
. - f'(x
y=g't y'=f'(x)e'™ y = arccos f (x) y'= - f((X))Z
f'(x) __f'x)
- | _ =
y =log, f(X) y f(X) 0g, ¢ y = arctg f(X) y 1+ f(X)2
_ (%)
y =1In f(x) “ )
14
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Ejercicio 10. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=sen (2x* —3x) 13) f(x)=(x* +1f

2) f(x)=In(3x+1) 14) f(x)=sen®x

3) f(x)=¢> 15) f(x)=sen (xs)

4) f(x)=tg(2-3x) 16) f(x)=sen’xcos? x
X2 ~5x+2) 17) £(x)= 5" (5x +2)

I
™

Ejemplos: de aplicacion de la formula de derivacion de la funcion inversa

Calcular la derivada de la funcién f :(0,+0) — R definida por f (x)=1Inx
enun punto a € (0,+):

Consideramos la funcién f‘l(x)zex. Teniendo en cuenta la formula de

derivacién de la funcion inversa:
1 1 1

alo L 1 11
f() (f‘l)'(f(a)) ef(a) eha g

Calcular la derivada de la funcion f:[-1,1] >R definida por

f (x)=arccosx enun punto ae(-11):
Consideramos la funcion f‘l(x) =sen X . Teniendo en cuenta la férmula de
derivacién de la funcion inversa:

f'(a):( 1 1 1 1

£7)(f(a)) “cos f(a) JL-senf (a) N/

Ejercicio 11. Calcula la funcién derivada de las funciones trigonométricas inversas
(arcoseno y arcotangente) y comprueba los resultados obtenidos con los dados en la
tabla anterior.

8. DERIVADA LOGARITMICA DE UNA FUNCION

Si f:DcR—>R" es derivable en aeDND', la funcion g:D — R definida por
g(x)=In f(x) es derivable en a con
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Si f:DcR—>R" yg:DcR—->R son derivables en un punto acDND', la
funcion h: D — R" definida por h(x) = f (x)g(x) Vx e D esderivable en a con:

h'(a)=h(a)| g'(a)in f (a)+g(a) f'(a)

Ejercicio 12. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=x" c) f(x)=tgx"
b) f(x)=x"" d) f(x)=41+x

El uso de la derivada logaritmica es indispensable para derivar funciones potenciales-
exponenciales, y muy aconsejable para derivar funciones dadas por una expresion
algebraica complicada.

9. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Sea f:D c R — R una funcién continua y
P=(a, f(a)), Q=(a+h, f(a+h)) dos puntos de su
grafica. Geométricamente se tiene que

flash)-f@) _ .

h secantes

que es el valor que mide la pendiente de la recta secante
en los puntos Py Q a la curva.

Tomando limites en la igualdad anterior resulta:

o f(a+h)-f(a)

=limtg e =limm,.... < f'(a)=tga=m

recta tangente

es decir, la derivada de una funcién en un punto es igual a la pendiente de la recta
tangente® a la funcion en ese punto.

®Sea f una funcién continua en X, . La recta tangente a la grafica de f en el punto P(XO, f (XO))

| f (% +Ax)—f (%)

i) la recta que pasa por Py tiene pendiente m(xo) = A"rr}) A Si este
X—> X
limite existe.
(X, +AX)— (X
ii) larecta X =X, si lim (% )= f( 0):00
Ax—0 AX

Aclaracion: Esta definicion proviene del hecho de que la recta tangente a una funcion en un punto X, es
el limite de la recta secante a la funcion, cuando el otro punto de de corte de la recta secante y la funcion
tiende a X; .
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Como consecuencia:
Ecuacion de la recta tangente a lacurva y = f (x) en (a, f (a)):

y-f(a)=f'(a)(x-a)

Ecuacion de la recta normal a la curva y = f (x) en (a, f (a));

f'(a)

y—f(a)= (x—a)

Ejercicio 13. Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x)=x* en el punto de
abscisa x = -1.

Ejercicio 14. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la funcion

f(x) :i2 en el punto de abscisa x =2.
X

Ejercicio 15. Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x)=2x®—x? en el punto de
abscisa x = 3.

Ejercicio 16. Dada f(x)=x?-10x+9, halla el punto en el que la recta tangente a la
grafica de f es paralela al eje de abscisas.

Gréficamente las situaciones en las gue una funcion no es derivable en un punto son:

f no es continua en ¢ = f no es
derivable en c

\
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f es continua en c, pero la gréafica de f
tiene una recta tangente verticalenc = f
no es derivable en c

te x>
(c.f(c))
|
| f es continua en c, pero la gréafica de f
| no tiene recta tangente en c (ya que tiene
| un pico) = f no es derivable en c
|
|
c x>

10. EJERCICIOS

Ejercicio 17. Sefiala en qué puntos no son derivables las siguientes funciones:

A A
y y

Ejercicio 18. Indica los puntos en los que las siguientes funciones no son derivables:

X% +1 si x>0
a) f(x)= c) f(x)=lsen x
) (X) {x+l si x<0 ) () | |
. 2_ H 2
b)f(x):{XH s!x>0 d)f(x):{‘x ﬂ Si X<
-x+1 si x<0 X+ 2 si x>2
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1) f(x)=3+7x>-6x"

2) f(x)=x

3) f(x):xé

4) f(x)=(sen x)“*
5) f(x)=8x°

6) f(x)=8x*-7
7) f(x)=-7senx
8) f(x)=sen?(3x®)

18) f(x)=In~
19) f(x)=log, x*

20) f(x)=log, x*
21) f(x)=I[(x-1)x+1)]- (x> -1)
22) f(x)=3"+2" +Gj

23) f(x)=3""

Ejercicio 19. Calcula la funcion derivada de las siguientes funciones, aplicando la
regla de la cadena (una o varias veces) cuando sea necesario.

In x

26) f(x)=(x*+x)
27) f(x)=log, x

28) (x)=23"

1
E 2

sex< )

2x3sen x
X — senx

29) f(x

(x)=
(x)
(x)
30) f(x)
(x)
(x)=
(x)

31) (x
32) f(x

33) f(x

(x - l) (x+1)°
x? -1
x-\/;—l
x-1
Vx-(x-1)
\/_+l

34) f(x)=

35) f(x)=

36) f(x)=
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(x) (%)
25) f(x)zi 50) f(x)=e"
51) f(x)=sen (x* +2x) 63) f(x)=2sen x +sen (2x)
52) f(x)=cosx-sen x 64) f(x)=tgx-cosx
53) f(x)=sen’x+(sen x)? +sen (x?) 65) f(x)= —“1;3:22)(
54) f(x)=tg’x+1 66) f(x)= tio);;l
—cpp? y . 2 _ tg X

55) f(x)=sec? x-cosec’x 67) f(x) 010 x
56) f(x)=x*" 68) f(x)=2""
57) f(x)=(Inx)* 69) f(x)=3(sen x)™
58) f(x)= e 70) (x)=(x* +3x+2)"
59) f(x)=(x? +1f" 71) f(x)=[sen (2x)**"
60) f(x)=In(sen x) 72) f(x)=secx-cotg X

Inx-2* 2( 4
61) f(x)="__ = 73) f(x)=sec?(x*)
62) f(x)= % 74) £(x)=tg(x? +3x)

Ejercicio 20. Halla la ecuacion de la recta tangente a cada una de las siguientes
curvas en los puntos indicados:
a) y=Inxen x=e b) y=cosx en x=0

Ejercicio 21. ¢En qué punto la derivada de y = x* +3x +1 toma el valor cero? ¢(Como
serd la recta tangente a esta curva en dicho punto?

Ejercicio 22. Halla a y b en la funcién y=x*+ax+b, sabiendo que f(0)=1y
f'(0)=1.

2

L . X° X
Ejercicio 23. Dada la funcion y = - +§:
a) Calcula la ecuacidn de la recta secante a su gréafica que pasa por los puntos
X=-1y x=3.

b) Resuelve el problema gréaficamente.
c) ¢Qué representa la pendiente de esta recta?

Ejercicio24. ¢(En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcion
f(x)=x>-5x+6 es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante?
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Ejercicio 25. Indica en qué puntos no es derivable la funcién cuya grafica es la
siguiente:

v

Como en el intervalo [-2,2] la funcién es la recta que une los puntos (-2,-2) y (2,2),
¢,qué puedes decir de su derivada?

11. DERIVADAS SUCESIVAS

Sea | un intervalo y f una funcion derivable en I. Si f' esderivableenacl, a la
derivada ( f *)'(a) se le llama derivada segunda de f ena y se designa por f"(a).

Si Vxel existef"(x), la funcién xi— f"(x) se llama funcién derivada segunda de
fenl.
En general, definidas las funciones f',..., " :1 - R, de tal modo que f" :( i k’l))',

para k=2,..,n—1, diremos que f" es la funcion derivada k-ésima ( o derivada de
ordenk)de f enl.

12. ESTUDIO GLOBAL Y LOCAL DE FUNCIONES
12.1. Monotonia de una funcion
Una funcién f:Dc R— R es estrictamente creciente en x, si IE(x,) tal que si

x<x = f(x)< f(xo)}

x>% = f(x)>f(x)

Una funcién f:Dc R— R es estrictamente decreciente en x, si IE(x,) tal que si

X<X, = f(x)>f(x0)} N

x>% = f(x)<f(x)

1°' criterio: Cociente incremental
Si f:DcR—>R es estrictamente creciente en x, se tiene que
x<x y f(x)<f (xo)}c)x—x0 <0y f(x)-f (xo)<0}
x>X% Yy F(X)>f(%) x=%>0y f(x)-f(x)>0
& signo(x—x, ) =signo( f (x)— f (x,))
y analogamente si f :D c R — R es estrictamente decreciente en X, , luego:
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creciente en x, < L;(XO) >0
A

X
decreciente en x, < M <0
X— X,

f:DcR — R esestrictamente

2° criterio: De | riv rimer
Si f:DcR—>R esderivableenx,, y:

£(x) >0= f es estrictamente creciente en X,
°71<0= f es estrictamente decreciente en x,

Por tanto, estudiar la monotonia de una funcion es estudiar el signo de f'.

Ejercicio 26. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

X2

a) y=x°+5 b) y=

c) y=2x+1 d)y:_—l
Xx—-1 X

Ejercicio 27. Dibuja una funcion que sea:
a) Creciente en todo R
b) Creciente en (—0,~2) y decreciente en (0,+o).

12.2. Extremos relativos
Se dice que f:D < R— R tiene un méaximo (resp. minimo) relativo en x, si 3E(x,):

xeE(x)= f(x)<f(x) (resp. f(x)=f(x,)).

Condicion necesaria para la existencia de extremos relativos en funciones
derivables:

Sea f:DcR—>R una funcion derivable en x, y supongamos que f tiene un
extremo relativo en x,. Entonces: f'(x,)=0

Contraejemplo: El reciproco no es cierto.
La funcién f(x)=x> es derivable y f'(0)=0 y sin embargo no tiene un extremo
relativo en el origen, ya que es siempre creciente.

Condicion necesaria v suficiente para qgue una funcion derivable posea un extremo
relativo en un punto

Sea f:D < R — R una funcion derivable en x, y supongamos que
1) f'(%)=0
2) £"(x))=0

_ maximo si f "(x,) <0
Entonces, f(x) posee un extremo relativo en x,, queesun< :
minimosi f"(x,)>0
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Ejercicio 28. Halla los extremos relativos de las funciones del ejercicio 23.

Ejercicio 29. Estudia los intervalos de monotonia y los extremos relativos de las
siguientes funciones:

a) f(x)=x"-2x" c) f(x)=2x*-3x*-12x
b) f(x)=x>-3x d) f(x)=x*-5x*+4

12.3. Curvatura de una funcion: puntos de inflexion

Una figura o region del plano es convexa si al tomar dos puntos cualesquiera de ella, el
segmento que los une esta completamente incluido en la figura. En caso contrario se
dice que la figura o regién es concava.

Poligono convexo
Poligono no convexo

Una funcion es convexa® en un intervalo si la tangente a dicha funcion en cualquier
punto del intervalo queda por debajo de la gréafica; Si queda por encima se dird que la
funcion es concava’.

Los puntos en los que la tangente a la gréafica atraviesa a la funcion se llaman puntos de
inflexion.

1°' criterio:

Sea f :D < R — Runa funcion dos veces derivable en x,e DN D".

Si f"(xo){

>0= f esconvexaen x, (tangente por debajo de la grafica en E(x, ))
<0= f esconcavaen x, (tangente por encima de la gréfica en E(x, ))

2° criterio:
Condicion necesaria: Si f es dos veces derivable y X, es un punto de inflexion,
entonces f'"'(x,)=0.

Condicion necesaria y suficiente: Si f es tres veces derivable en x,e DN D",
f'(x,)=0y f"(x,)=0, entonces f tiene un punto de inflexion en x, .

8 ;iOjo!! Al consultar la bibliografia es posible encontrar libros donde Ilaman funcién céncava a lo
gue nosotros llamamos funcion convexa.
" La definicion formal de funcién convexa es:

Una funcion f :1 R — R, donde | es un intervalo, es convexa sii para cualesquiera X;, X, € |

con X, <X, yparatodo A € |0,1] se verificaque f|AX +(1-4)X, [<Af +(1-4) f(x,).
2 X1 2
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Por tanto, estudiar la curvatura de una funcion es estudiar el signo de f".

Ejercicio 30. Estudia la curvatura (concavidad y convexidad) de las siguientes

funciones:
a) y=x°+5
XZ
b) y=

Xx-1

Ejercicio 31. Halla los puntos de inflexion de las funciones del ejercicio anterior.

13. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Para representar graficamente una funcidn seguiremos los siguientes pasos:

1°) DOMINIO Y RECORRIDO
Dom ( f) = {nimeros x para los que f(x) tiene sentido}

Img ()= {y:3xdeformaquey= f(x)

2°) SIMETRIAS

a) Funcion par: f(-x)= f(x) < f(x) es simétrica respecto del eje OY

b) Funcién impar: f(-x)=—f(x)< f(x) es simétrica respecto del origen, es decir, si
giramos 180° la gréafica obtenemos la misma funcion.

3% PERIODICIDAD
y = f(x) es periédica de periodo T <« f(x+T)=f(T) y T es el menor de los
nameros que cumplen dicha condicién.

4°) PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES
a) Corte(s) con el eje OX

y=0= f(x)=0 > Ninguno, uno o més puntos
b) Corte con el eje OY

x=0= f(0)=y = Ninguno o un punto

5% REGIONES DE EXISTENCIA
a) Intervalos de positividad

f(x)> 0= gréfica por encima del eje OX
b) Intervalos de negatividad

f(x)< 0= grafica por debajo del eje OX

Para determinar las regiones de existencia de la funcion y = f(x) hay que estudiar el
signo de f(x).

6°) ASINTOTAS
a) Asintotas verticales
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La recta x =a es una asintota vertical de y = f(x) si existe alguno de los siguientes
limites:
lim f(x) = o0 lim f(x)= +oo lim f(x)=+oo

X—a X—a+ X—a—

Observaciones:
(1) Una funcidn puede tener infinitas asintotas verticales.
(2) La gréfica de la funcion no puede cortar a las asintotas verticales.

b) Asintotas horizontales
La recta y = k es una asintota horizontal de f (x) si existe alguno de los siguientes

limites:

lim f(x)=k lim f(x)=k

X—>—0 X—>+00
Observaciones:
(1) Una funcién tiene corno maximo dos asintotas horizontales.
(2) La grafica de la funcion puede cortar a las asintotas horizontales.

c) Asintotas oblicuas
Larecta y=mx+n, m =0, es una asintota oblicua de f (x)si existe alguno de los

siguientes limites:

lim (f (x)—mx—n)=0 lim (f(x)-mx—-n)=0
en cuyo caso m:Iim@ y n=Ilim(f(x)-mx)

Observaciones:
(1) Una funcion puede tener como méximo dos asintotas oblicuas.
(2) Si una funcion tiene asintota oblicua no tiene asintota horizontal y
reciprocamente.
(3) La gréafica de la funcién puede cortar a las asintotas oblicuas en uno o
varios puntos.

7°) PUNTOS DE DISCONTINUIDAD
f(x) es continua en x = a cuando lim f(x)=f(a) , y por tanto la funcion

f (x) presenta discontinuidad en un punto cuando o no existe el limite de la funcién en
dicho punto o cuando ese limite no coincide con el valor que toma la funcion en él.

8°) MONOTONIA
a) Intervalos de crecimiento: f'(x)>0 para todos los x del intervalo
b) Intervalos de decrecimiento: f'(x)< 0 paratodos los x del intervalo
¢) Puntos criticos:
X =a es un posible maximo o minimo de f(x) si f'(a)=0

Si f"(a)> 0, entonces f(x) tieneen x = a un minimo

Si f"(a)<0, entonces f(x) tieneen x = a un maximo

Para determinar la monotonia de la funcion hay que estudiar el signo de '(x).

9°) CURVATURA
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a) Intervalos de convexidad: f"(x)>0 paratodos los x del intervalo

b) Intervalos de concavidad: f'"(x)<0 para todos los x del intervalo

c) Puntos de inflexién:

X = a es un posible punto de inflexion de f(x) si f"(a)=0
Si f"'(a)>0, entonces f(x) tiene en x=a un punto de inflexién concavo-
CoNvexo
Si f'"(a)<0, entonces f(x) tiene en x=a un punto de inflexion convexo-
concavo

Para determinar la curvatura de la funcion hay que estudiar el signo de f"'(x).

Ejercicio 32. Realiza, estudiando todas sus propiedades, la grafica de y=x%, y a
partir de ella, obtén la gréafica de:

a) y=x>+1 b) y=(x-2) ) y=(x-2)"+1
Ejercicio 33. Estudiay representa las graficas de las funciones:
X—2 4
a) y=—-r b) y=x
X—1

Ejercicio 34. Estudiay representa las siguientes funciones:

1) y=x*—4x* +4x 10) y = x* —x?
2) y=x>-x 11) y=x°
x? x> -1
)Y x> +1 )Y x> +1
X 4x
4) y= 13) y=
)Y x> +1 )Y 2X+5
5) y:In(\/x2 +1) 14) y=e* +X
2 2
X X 43X
6) f(x)= 15) f(x)=
) TX)=—5 ) f)==—
X 1
7) f(x)= 16) f(X)=——
() X< -9 () x2 —5X+6
8) f(x)= . 17) f(x)—x2+1
x4+l X
2 2 _
9) f(x)=X 1 18) f(x)= X1
X2 +4 X

14. OPTIMIZACION DE FUNCIONES

Optimizar una funcién es obtener el valor o valores de la variable independiente que
maximizan o minimizan la funcion objeto de estudio.

Ejercicio 35. Halla las dimensiones del rectangulo de &rea méxima que se puede
inscribir en una circunferencia de radio 5 cm.
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Ejercicio 36. Halla dos nimeros que sumados den 20 y que su producto sea maximo.

Ejercicio 37. Halla dos nimeros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro
sea maximo, si la suma de dichos numeros es 40.

Ejercicio 38. Cuéles son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m? de
superficie, para poderlo cercar con una valla de longitud minima.

Ejercicio 39. Con 1 m? de cartén cémo construirias una caja del mayor volumen
posible.

Ejercicio 40. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes
superior e inferior deben ser de 2 cm y los laterales de 1 cm. ¢Cuales deben ser las
dimensiones para que resulten hojas con un coste minimo?

Ejercicio 41. Un agricultor sabe que si vende hoy su cosecha podra recoger 50 000
kg, que le pagaran al precio de 20 céntimos por kg. Por cada dia que espere, la cosecha
disminuird en 800 kg, pero el precio aumentard en 3 céntimos por kg. ¢Cuéntos dias
debera esperar para obtener el mayor beneficio?

Ejercicio 42. Un vendedor de boligrafos ha observado que si vende sus boligrafos a 15
centimos, es capaz de vender 1 000 unidades diarias, pero que por cada céntimo que
aumente el precio, disminuye en 100 unidades la venta diaria de boligrafos. Por otra
parte a €l le cuesta 7.5 céntimos fabricar un boligrafo. Averiguar qué precio ha de
poner para obtener el maximo beneficio.

Ejercicio 43. Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de
superficie. EL metro lineal de tramo horizontal cuesta 24 euros y el tramo vertical 40
euros.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea

minimo.

b) Determinar el coste del marco.

Ejercicio 44. En una oficina de correos solo admiten paquetes con forma de
paralelepipedo rectangular, tales que la anchura sea igual a la altura y, ademas, la
suma de sus tres dimensiones debe ser de 72 cm. Halla las dimensiones del
paralelepipedo para que el volumen sea maximo.

En los siguientes problemas nos piden optimizar funciones pero en intervalos cerrados
del tipo [a,b]. Para abordar este tipo de problemas con éxito es conveniente tener en

cuenta las siguientes consideraciones:
e Losextremos del intervalo: a y b

e Los xe(a,b): f'(x)=0 (posibles extremos relativos)

e Los x enlos que no existe f'(x)

Ejercicio 45. Se considera la funcion f (x) = 3x* +4x® —12x* +1. Se pide:
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a) Pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa
Xx=-1.

b) Escribe los intervalos en donde la funcion es creciente y en donde sea
decreciente

c) Determina los valores de x en los que la funcién alcanza maximos y minimos

relativos.
d) Valor minimo que toma la funcion en el intervalo [- 1, 2].

Ejercicio 46. Se considera la funcion f(x)=x* —3x—2. Se pide:
a) Pendiente de la recta tangente a la gréafica de la funcién en el punto de abscisa

1
X=-=.
2

b) Escribe los intervalos en donde la funcion sea creciente y en donde sea

decreciente.
c) Determina los valores de x en los que la funcion alcanza maximos y minimos

relativos.
d) Calcular los extremos absolutos de dicha funcién en el intervalo [1,4].
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