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Conceptos

Serie

Una serie de nimeros reales es un par ordenado ({a,},{A,}) en el que {a,} es una sucesién
de nimeros reales y { A, } es la sucesion definida por: Ay =a; vy An1 = Ap+an; Vn €N
La sucesién {a,} recibe el nombre de término general de la serie, mientras que la sucesién
{A,} se llama sucesién de sumas parciales de la serie. La serie ({a,},{A,}) se representa

por Y a,.

n>1

Serie convergente
La serie > a, es convergente cuando la sucesién de sumas parciales lo sea, en cuyo caso, el

n>1
+o00o
limite de dicha sucesién recibe el nombre de suma de la serie y se representa por »_ a,,.
n=1

“+00
> a,:= lim A,
n=1

n—-+o0o

Serie absolutamente convergente

La serie > a, es absolutamente convergente, cuando la serie ) |a,| sea convergente.
n>1 n>1

Propiedad de las series absolutamente convergentes
En dichas series se pueden reordenar sus términos sin que ello afecte ni a la convergencia ni
a la suma de la serie.

Series conmutativamente convergentes

La serie ) a, es conmutativamente convergente cuando para toda biyecciéon @ : N — N, la
n>1

serie ) aa(n) €s convergente y tiene la misma suma que la serie ) a,,.
n>1 n>1

Relaciones entre los tipos de convergencia
(1) Toda serie absolutamente convergente es convergente.
(2) La convergencia absoluta y la conmutativa equivalen para series de nimeros reales.



Series de términos cualesquiera

Condicién necesaria de convergencia
Sea ) a, una serie de nimeros reales convergente. Entonces {a, } — 0.

Criterio general de convergencia o criterio de Cauchy
Sea Y a, una serie de nimeros reales. Son equivalentes:

i) > a, es convergente

ii) Ve > 0,3m € N: sin>my h € N es arbitrario, entonces

|6Ln+1 -+ Ap4-2 + ...+ an+h| <e€

Test de comparacién
Sean Y a, y Y. b, series de nimeros reales. Supongamos que |a,| < b,, Vn € Ny que la
serie ) b, es convergente. Entonces, Y a,, es convergente y se verifica que

+oo +oo
Z an| < Z b,
n=1 n=1

En particular, si ) a, es una serie de nimeros reales y > |a,| es convergente, entonces la
serie Y a, es convergente y se tiene que

—+00
D> an
n=1

“+oo
< ladl
n=1

Criterio de Gauss

Si para la serie Y a, la razén de dos términos consecutivos cualesquiera puede ser repre-
n>1

sentada en la forma

6

Qp n
Tl2

=a+E4
An+1 n

donde A y u son constantes y 6,, una cantidad acotada, entonces

>

n>1

converge si A >16A=1ypu>1
divergesiA <16 A=1ypu<1

Series de términos positivos

Criterio de comparacién por paso al limite
Sean {a,},{b,} C RT.

i) Supongamos que e~ Le R*. Entonces

Z an convergente < Z b,, convergente

ii) Si {‘;—:} — 0y > b, es convergente, entonces Y _ a,, es convergente.
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iii) Si {‘;—:} — 400y Y a, es convergente, entonces » . b, es convergente

Criterio de la raiz o de Cauchy

Sea a,, > 0.

i) Si lim /a,=L>1= > a, no converge

i) Si lim a,=L<1= ) a, converge
n—-+00 n>1

Criterio de Kummer

Sean a,,, b, > 0.

i) Si d¢ > 0, y dp € N : para n > p se tiene que b, — b,
convergente

ii) Sidp € N tal que, para n > p, se tiene b, — b, 11
entonces la serie ) a, tampoco converge.

An41
an

> ¢, entonces Y a, es

fntl <0y laserie Y bi no es convergente,
mn

an

Criterio del cociente o de D’Alembert

Sea a,, > 0.

i) Si lim =2 =L >1= > a, no converge
n—-+oo 9n n>1

ii) Si lim =2 =1L <1= 3 a, converge
n—4oo an n>1

Criterio de Raabe
Sea a, > 0.

i) Si lim n(l—"“;’t—f) =L>1= ) a, converge

n—-+o0o n>1
N T an
i) Si lim n (1 - ?“) =L <1= ) a, no converge

n—+oo n>1

Criterio de Bertrand

Sea a, > 0. Si
. n, > 1 converge
nEIJPoo [n (anH B 1) B 1] lnn{ <17 Za”{ diverge

Criterio n*

Sea a,, > 0.
i) Si lim n*a, = L > 0 entonces: >_ a, converges k > 1

n—-+o0o n>1

ii) Si lim n*a, =0y k>1= > a, converge

n—-4o00o n>1

iii) Si lim n*a, =+ooy k>1= > a, no converge
n—-4o0o n>1

a, o de Pringsheim

Criterio de condensacion



Sea {a,} \, con a, > 0. Entonces,

E a, converge << g 2"agn converge

Criterio
Si lirf % = L > 0 entonces: »_ f (%) converge < k > 1
n—-+o00 n>1

Criterio (Caso particular del criterio de Pringsheim)
Sea a, = f (%) >0, Vn € Ny tal que f es derivable en 0 con f (0) = f/(0) = 0. Supongamos
que f € C?(I) con 0 € I. Entonces, > f (%) converge.

n>1

Criterio integral de MacLaurin-Cauchy

Sea f : [1,400[ — R una funcién continua y decreciente y, para cada n € N sea a,, = f (n).
Entonces, la serie > a, y la integral impropia de Riemann f1+°° f(n)dn tienen el mismo
caracter.

Casos particulares:
i) Series arménicas o de Riemann:

1
Z F converge < k > 1
n>1

ii) Sea k € N fijo. Entonces:

an | 3| converge & 5 < 1

n>1

iii) Serie geométrica:

Zx” converge < |z| < 1

n>1

en cuyo caso

400

n 1
D "=
1—-ua

n=1
iv) Serie aritmético-geométrica:
Sea > a, una serie aritmético-geométrica (es decir, a, = [a; + (n — 1)d]r""! donde d =

pi1 — A Y T = aZ—:l son la diferencia y la razén, respectivamente). Entonces:

+oo

_ aq Td
E a1+ (n—1)dr" ! = + vre|-1,1
n:l[l ( )] 1_,r (1—7’)2 ] [

v) Serie hipergeométrica
Sea ) a, una serie hipergeométrica (es decir, “2= = 2B con A, B,C € R). Se tiene que

- AntC

Zan converge < C —B—-—A>0
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€1 Cuyo caso

+o0 C(ll
> = GTpa

n=1

Series de términos cualesquiera

Criterios de Dirichlet y de Abel

Sean {a,},{bn} CR: > |byy1 — by es convergente.
i) Criterio de Dirichlet

Si la sucesién de sumas parciales de ) a,, estd acotada y {b,} — 0, entonces la serie > a,,b,
es convergente.

ii) Criterio de Abel

Si la serie ) a,, es convergente, también lo es la serie > a,b,.

Criterio de Leibniz
Si {z,} \, 0, la serie 3 (—1)""" ,, es convergente



