Antonio Cipriano Santiago Zaragoza

Departamento de Matemaéticas
Mayo de 1999

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA SERIES

Series de términos cualesquiera

Condicién necesaria de convergencia: Sea ) a, una serie de nimeros reales conver-
gente. Entonces {a,} — 0.

Criterio general de convergencia o criterio de Cauchy: Sea ) a,, una serie de mimeros
reales. Son equivalentes:

i) > a, es convergente

ii) Ve >0, 3m € N: sin>my h € N es arbitrario, entonces

|ans1 + Gpao + oo+ angn| < e

Test de comparacién: Sean Y a, y Y. b, series de nimeros reales. Supongamos que
la,| < b,, ¥n € Ny que la serie > b, es convergente. Entonces, Y a, es convergente y se
verifica que

+o0 +o0o
D an| <> by
n=1 n=1

En particular, si ) a, es una serie de nimeros reales y > |a,| es convergente, entonces la
serie Y a, es convergente y se tiene que

“+oo
D> an
n=1

+o0o
<D _lal
n=1

Series de términos positivos

Criterio de comparacién por paso al limite: Sean {a,},{b,} C RT.

i) Supongamos que {Z—:} — L € R". Entonces

Z a, convergente < Z b, convergente



ii) Si {g—"} — 0y > b, es convergente, entonces Y _ a,, es convergente.

iii) Si {Z—:} — 400y Y a, es convergente, entonces y b, es convergente

Criterio de la raiz o de Cauchy: Sea a,, > 0.

i) Si lim /a,=L>1= ) a, no converge

n—+0o0 n>1

i) Si lim a,=L<1= ) a, converge

n—-+4o0o n>1

Criterio de Kummer: Sean a,,b, > 0.

An41
an

i) Si 3¢ > 0, y dp € N : para n > p se tiene que b, — b, 41 > ¢, entonces Y a, es

convergente

a,

n+1 : l
25 < 0y laserie ) 7- no es convergente,

ii) Sidp € N tal que, para n > p, se tiene b, — b, 11
entonces la serie Y a, tampoco converge.

Criterio del cociente o de D’Alembert: Sea a, > 0.

i) Si lim “=* =L >1= 3 a, no converge

n—-+o0o n n>1

ii) Si lim “+ =L <1= }_ a, converge

n—-+oo M n>1

Criterio de Raabe: Sea a, > 0.

i) Si lim n (1 - “Z—Il> =L>1= > a, converge

n—+0o0 n>1

i) Si lim n (1 — “Z—T) =L <1= ) a, no converge

n—-400 n>1

k

Criterio n"a, o de Pringsheim: Sea a, > 0.

i) Si lim n*a, = L > 0 entonces: Y a, converges k > 1

n—-+o0o n>1

ii) Si lim n*a, =0y k>1= > a, converge

n—+o0 n>1

iii) Si lim n*a, = +ocoy k>1= 3 a, no converge

n—-+o0o n>1



Criterio de condensacién: Sea {a,} “\, con a, > 0. Entonces,

g a, converge < g 2"agn converge

Criterio: Si lim L% — L > 0 entonces: > f(2) converge & k> 1

n—+4oo " n>1

Criterio (Caso particular del criterio de Pringsheim): Sea a, = f () > 0,Vn € N
y tal que f es derivable en 0 con f (0) = f’(0) = 0. Supongamos que f € C%(I) con 0 € I.
Entonces, Y f () converge.

n>1

Criterio integral: Sea f : [1, +0o[ — R una funcién positiva y decreciente y, para cada n €

N sea a,, = f(n). Entonces, la serie > a, y la integral impropia de Riemann f;roo f(n)dn
tienen el mismo cardcter.

Casos particulares:

i) Series arménicas o de Riemann:

1

E — converge < k > 1
n
n>1

ii) Sea k € N fijo. Entonces:

an |3| converge < 5 < 1

n>1

iii) Serie geométrica:

Zx" converge < |z| < 1

n>1

en cuyo caso

+oo

n 1
> "=
1—2

n=1
iv) Serie aritmético-geométrica:
Sea Y a, una serie aritmético-geométrica (es decir, a, = [a; + (n —1)d]r""! donde d =

Uni1 — A, y = 2 son la diferencia y la razon, respectivamente). Entonces:

an

+o0
_ R rd _
> a4 (n—1)d]r _1—7“+(1—7’)2 vre]-1,1]

n=1



v) Serie hipergeométrica

. . L. : ant+1 _ An+B 3
Sea Y a, una serie hipergeométrica (es decir, = = dnic con A, B,C € R). Se tiene que

Zan converge < C —B—-A>0

€n Cuyo caso

+oo Cal
> n=ETp =7

n=1

Series de términos cualesquiera

Criterios de Dirichlet y de Abel: Sean {a,},{b,} CR: > |b,11 — b,| es convergente.

i) Criterio de Dirichlet

Si la sucesion de sumas parciales de ) a,, estd acotada y {b,} — 0, entonces la serie ) a,b,
es convergente.

ii) Criterio de Abel

Si la serie ) a, es convergente, también lo es la serie ) a,b,.

Criterio de Leibniz: Si {z,} \, 0, la serie 3. (=1)""" z,, es convergente.




