FORMULA DE LA DISTANCIA
DE UN PUNTO A UN PLANO

La férmula que vamos a demostrar es la siguiente:
|AX, + By, +Cz, + D|

Il

d(P,7)=
siendo P(X,, Y,,Z,) el punto y 7 el plano.

Hay dos métodos para encontrar la distancia de una recta a un plano. Utilizando esta formula o bien,
encontrando la recta que pasa por P y corta perpendicularmente al plano de ecuacién =, su

interseccion Q y hallando el moddulo del vector PQ. Si deducimos que sélo existen estas dos

maneras y ya que la formula no se deduce por arte de magia... Esto significard que la formula es
una simplificacion del segundo método, veamos.

Tenemos un punto cualquiera P(X,,Y,,Z,) genérico y un plano cualquiera genérico de ecuacion:

7:AX+By+Cz+D =0, el vector normal del plano sera: n= (A,B,C).

Bien, la ecuacion de la recta que pasa por P y corta perpendicular mente al plano 7~ de forma
paramétrica por ejemplo, serd: (llamaremos r a la recta)

X=X, + kA
r:qy=y,+kB , donde Kk es el parametro que acompaiia a las componentes del vector.

z=12,+kC

Para encontrar la interseccion entre la recta y el plano, el punto Q, debemos sustituir las
componentes de este punto paramétrico en el plano y suponer que satisfacen la ecuacién para
afirmar que ese punto pertenece al plano, veamos:

7:AX+By+Cz+D=0 2> Qerx:A(X, +kA)+B(y,+kB)+C(z,+kC)+D =0;

Simplificando... = Ax, + kA’ + By, + kB’ +Cz, +kC*+D =0;
Agrupando...> (kA® +kB* +kC?)+ Ax, + By, +Cz, + D =0;
Sacamos factor comun de k > k(A® +B* +C?)+ Ax, + By, +Cz,+ D =0;

Si se cumple que esa ecuacién es 0 es porque el punto Q de la forma paramétrica
(X, + kA, y, + kB, z, +KkC) pertenece al plano y sera el punto de interseccion.

Despejamos K para sustituirlo en la ecuacion paramétrica de la recta r y asi encontrar finalmente el
punto Q buscado.

Operamos con la tltima ecuacion que teniamos:
k(A +B*+C?)=-Ax,-By,~Cz,-D = como el vector normal, o el plano es genérico, los
signos son triviales y podemos generalizarlo aiin mas escribiendo el valor absoluto ya que el punto

puede ser negativo, positivo o combinado, siempre habra dos puntos a la misma distancia del plano,
uno por encima y el otro por debajo; arreglandolo nos queda:
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. |AX, + By, +Cz, + D|
- (A’+B*+C?

; El punto Q lo hallaremos sustituyendo k por esta fraccion.

Q=(X, +kA,y, +kB,z,+KkC); es el punto Q en forma paramétrica, cambiamos k:

> Yo T ,
(A2+BZ+C2) 0 (A2+BZ+C2) 0 (A2+BZ+C2)
El vector @ sera entonces restarle a Q, P, y se nos iran las componentes del punto P:
ol |AX, + By, +Cz, + D| A |AX, + By, +Cz, + D| 5 |Ax0+By0+CzO+D|C _
(A’+B*+C?) © (A*+B?*+C? © (A’+B’+C?) ’

Q_(X +|AxO+By0+Czo+D|A |Ax0+By0+CzO+D|B . +|AXO+ByO+Czo+D|CJ
- 0

El modulo de este vector serd la distancia:
2 2 2
‘%‘ _ |AX, + By, +Cz, + D| Al L |AX, + By, +Cz, + D| O |AX, + By, +Cz, + D|C
(A’ +B*+C? (A*+B*+C? (A*+B*+C?)
Como las tres fracciones tienen el mismo denominador las podemos sumar y simplificar los
cuadrados arriba:

‘@‘_ |Ax0+By0+Czo+D|2(A2+BZ+CZ)_|Ax0+By0+Czo+D| (A" +B*+C%)
= (A2+BZ+C2)2 A2+BZ+C2 ;

Racionalizando se ve claramente que nos resulta la siguiente ecuacion:
‘P—Q‘ _ |AX, + By, +Cz, + D|
VA*+B*+C?
que simboliza el modulo del vector entre el punto dado y la interseccion de la recta perpendicular al
plano que pasa por P, es decir, la distancia del punto P al plano. Fijaros que el denominador de la

ecuacion equivale al médulo del vector n del plano. Es decir:

d(P.7) = | A, + By‘H Cz,+D|
L

siendo P(X,, Y,,Z,) el punto y 7 el plano. C.Q.D.
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