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Luku 0 Esipuhe

Matematiikka tarjoaa tyokaluja asioiden tasmalliseen jasentamiseen, paatte-
lyyn ja mallintamiseen. Alasta riippuen kasittelemme matematiikassa erilai-
sia objekteja: Geometriassa tarkastelemme kaksiulotteisia tasokuvioita ja
kolmiulotteisia avaruuskappaleita. Algebra tutkii lukualueita ja niissa maari-
teltavia laskutoimituksia. Todennakoisyyslaskenta tarkastelee satunnaisten
tapahtumien esiintymista. Matemaattinen analyysi tutkii funktioita ja niiden
ominaisuuksia, esimerkiksi jatkuvuutta, derivoituvuutta ja integroituvuut-
ta. Matemaattista analyysia kasittelevat pitkassa matematiikassa kurssit 7, 8,
10 ja 13 seka osin kurssit 9 ja 12. Voidaankin sanoa, etta analyysi on keskeisin

aihealue lukion pitkdssa matematiikassa.®

Jokaiseen tarkastelukohteeseen liitetaan myos niille ominaisia operaatioita.
Tama kurssi kasittelee lahinna lukuja ja niiden operaatioita eli laskutoimituksia.
Tassa kirjassa esittelemme luvun kasitteen ja yleisimmin kaytetyt lukualueet
laskutoimituksineen, ja jatkamme niista yhtaléihin ja funktioihin.

Uusimpien (vuoden 2003) lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan

pitkan matematiikan ensimmaisen kurssin tavoitteena on, etta opiskelija

° vahvistaa yhtalon ratkaisemisen ja prosenttilaskennan taitojaan,

° syventaa verrannollisuuden, nelidojuuren ja potenssin kasitteiden ymmar-
tamistaan,

° tottuu kayttamaan neliojuuren ja potenssin laskusaantoja,

1. Tama Suomessa kaytetty ldhestymistapa on kadytossa monissa lansimaissa. Sen sijaan
esimerkiksi Balkanilla geometrialle ja matemaattiselle todistamiselle annetaan edelleen paljon
suurempi painoarvo.



LUKU 0. ESIPUHE 8

° syventaa funktiokasitteen ymmartamistaan tutkimalla potenssi- ja eks-
ponenttifunktioita,

° Ja oppil ratkaisemaan potenssiyhtaloita.
Opetussuunnitelman perusteet maarittelevat kurssin keskeisiksi sisalloiksi

° potenssifunktion,
° potenssiyhtalon ratkaisemisen,

° Juuret ja murtopotenssin

° seka eksponenttifunktion.
Kiitamme

° Metropolia AMK
° Tekniikan akateemisten liitto TEK

° Onnibus

° Kebab Pizza Service
° Heikki Hakkarainen
° Eveliina Heinonen

° Jokke Hasa

° Katleena Kortesuo
° Hannu Kongas

° Senja Larsen

° Jussi Partanen

° Arto Piironen

° Antti Ruonala

° Anni Saarelainen

° Tiina Salola

° Kaj Sotala

° Paula Thitz

° Juhapekka "Naula” Tolvanen

° Daniel Valtakari

° Kaikki tarkeat tyypit, joiden nimi unohtui mainita!



Osal Luvut ja

laskutoimitukset



Luku 1 Numerot ja luvut

Ihmisilla ja elaimilla on luonnostaan matemaattisia taitoja. Monet niista,
esimerkiksi lukumaarien laskeminen, ovat monimutkaisia ajatusprosesseja,
Jotka kehittyvat lapsuudessa — toisilla aiemmin, toisilla myohemmin. Koulussa
opeteltava peruslaskento ja myos matematiikka tieteenalana rakentuvat taman
biologisen osaamisen paalle. Laskeminen itsessaan on vain eras matematiikan

osa-alue, eika kaikki matematiikka ole laskemista.

Yleisesti lukujen merkitsemisesta

Laskutoimitusten ja muun matemaattisen pohdinnan merkitseminen kirjalliseen
muotoon on taito, jonka oppiminen oli merkittava askel ihmisen kehityshis-
toriassa. Aikojen saatossa eri kansat ovat kayttaneet erilaisia tapoja merkita
laskutoimituksia ja lukumaaria. Tunnettu esimerkki on roomalaiset numerot,

jotka nayttavat hyvin erilaisilta nykyaan kayttamiimme lukumerkintoihin.

Helpoin ja yksinkertaisin tapa merkita lukumaaraa on kayttaa vain yhta merkkia

Ja toistaa sita:

Missing

figure

10

Huom.! laskea (lukuma&ara)
englanti count ruotsi _ /n las-
kea (laskutoimitus) englanti

calculate , ruotsi
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Kun kaytettavissa olevien merkkien maaraa lisaa, suuria lukuja voi kirjoittaa
lyhyempaan muotoon. Tilanne on verrattavissa vaikkapa kiinan kieleen, jossa
on kaytossa satoja erilaisia kirjoitusmerkkeja. Merkeissa on paljon muistettavaa,

mutta toisaalta kokonaisen lauseen voi kirjoittaa vain parilla kirjoitusmerkilla.

Roomalaiset luvut

Antiikin Roomassa kaytossa olivat numeromerkit |, V, X, L, C, D ja M. Niiden

numeroiden vastaavuudet meidan kayttamiimme lukuarvoihin ovat seuraavat:

l=1 V=5 X=10 L=50 C=100 D=500 M =1000

Lukuja koostetaan naista merkeista siten, etta merkit kirjoitetaan perakkain
paaasiassa laskevassa jarjestyksessa ja niiden numeroarvot lasketaan yhteen.
Jos arvoltaan pienempi numeromerkki (korkeintaan yksi) edeltda suurempaa,

pienempi vahennetaan suuremmasta ennen yhteenlaskun jatkamista.
Esimerkki 1. XIV=10+(5—-1) =14

Roomalaisia numeroita kaytetdaan usein myos nykyaan merkitsemaan esimer-

kiksi jarjestysta.

Paikkajarjestelma

Kun numeroista koostetaan lukuja, numeroiden kirjoitusjarjestyksella on valia.
Esimerkiksi luvut 134 ja 413 eivat ole sama luku; saamme eri lukuja, kun
numeroita yhdistellaan eri tavoin. Kasityksia siita, miten numeron paikka

vaikuttaa, luvun suuruuteen, kutsutaan paikkajarjestelmiksi.

Seuraava esimerkki selventaa, miten roomalaiset muodostivat erilaisia lukuja

numeromerkeistaan.

Esimerkki 2. o M=1+1+1=3
° IX=10—-1=9
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e Xl=10+1+1=12
e XIX=10+(10—1)=19

e  CDX=500— 100+ 10 = 410

e  MDMC= 1000 + (1000 — 500) + 100 = 1600

Kirjoittamalla naita numeromerkkeja perakkain ilmaisemme lukuja.

Esimerkki 3. Luku
715531

koostuu numeroista 7, 1, 5, 5, 3ja 1. Luku

koostuu ainoastaan vastaavasta numeromerkista 9.

Luvulla on aina suuruus mutta numerolla ei. Taman vuoksi esimerkiksi arki-
paivan kasitteet postinumero ja puhelinnumero eivat ole lukuja, vaikka niissa
numeroita yhdistellaankin. Emme voi esimerkiksi sanoa, onko postinumero

00950 jollakin tapaa suurempi kuin postinumero 00900.

Lukujarjestelmat

Jarjestelmaamme merkita lukuja kutsutaan kymmenjarjestelmaksi. Siina kunkin
numeron paikka kertoo, kuinka monta kymmenta, sataa, tuhatta ja niin edelleen

numero vastaa.

Esimerkki 4. Luku 562 koostuu viidesta sadasta, kuudesta kymmenesta ja
kahdesta ykkosesta, eli 562 =5-1004 6 - 10 + 2.

Luku 2010,23 koostuu kahdesta tuhannesta, yhdesta kymmenesta, kahdesta
kymmenesosasta ja kolmesta sadasosasta. Desimaalimerkintoihin palataan

tarkemmin Desimaaliluvut-osassa.

Englannin kielen sana num-
ber voi viitata seka numeroon
ettd lukuun. Sana digit tar-
koittaa pelkastaan yhta nume-
romerkkia. Ruotsiksi luku on
tal, lukumaara antal ja nume-
roa tai lukumaaraa tarkoitta-
matonta numeroyhdistelmaa
kuvaa suomen kielen tapaan

sana nummer.
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Kymmenjarjestelmaa kutsutaan myos desimaalijarjestelmaksi, koska siina hyo-
dynnetaan kymmenta eri numeromerkkia. Muita yleisesti kaytossa olevia jar-
Jjestelmia ovat 2-jarjestelma eli binaarijarjestelma ja 16-jarjestelma eli heksa-
desimaalijarjestelma, joita kaytetaan digitaalisen informaation tallentamiseen
Ja kasittelemiseen. Binaarijarjestelmassa luvun muodostavia numeromerkkeja
kutsutaan biteiksi. Bitti voi olla joko paalla (1) tai pois paalta (0), ja toteutus
tietokoneessa vastaa esimerkiksi sitd, ettd johtimessa kulkee virta (1) tai ei
(0). Useampaa jarjestelmaa kaytettaessa merkitaan kantaluku luvun jalkeen
alaindeksina. Esimerkiksi luku yhdeksantoista voidaan merkita 19,9, 10011,

tal 1316 kayttaen desimaali, binaari tai heksadesimaalijarjestelmaa.

Esimerkki 5.

10011, =1-(2-2:2-2)40-(2:2-2)4+0-(2:2)+1-2+1

Kuusitoistajarjestelmassa tarvitaan viela kuusi uutta numeromerkkia. Tavaksi
on vakiintunut kayttaa kirjainmerkkeja A, B, C, D, E ja F. Ne vastaavat lukuja
10,11,12,13, 14 ja 15. Yleisesti n-jarjestelmassa kaytetaan n:aa kappaletta

eri merkkeja, jotka merkitsevat lukuja nollasta lukuun n — 1.

Esimerkki 6. F4B;5 = F-(16-16)+4-16+ B = 15-(16-16) +4-16+ 12 =
39164,

1.1 Kirjaimet symboleina luvuille

"Jos tama on kerran matematiikkaa, niin miksi kaytatte kirjaimia?" kysyy
peruskoulun alaluokkien oppilas. Lyhyt vastaus on, etta nain saamme yleistettya

monia tuloksia, eika meidan tarvitse tutkia vain erikoistapauksia.

Kielioppihuomautuksia: 1) Tu-
haterottimena kaytetaan vali-
lyontid, ei pilkkua tai pistetta.
2) Suomessa on kaytossa de-
simaalipilkku, ei -piste! Yhdys-
valtalaiset ovat suunnitelleet

laskimesi.
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Numeroita kuvaavat merkit ovat mielivaltaisia symboleita. Lukujakin edus-
tamaan paadytaan joskus kayttamaan jotakin lyhennysmerkintaa, yleensa
yksittaisia latinalaisten aakkosten kirjaimia. Kenties yleisin mielivaltaista, tun-
tematonta lukua edustava symboli on kirjain x. Kulmien suuruuksia merkitaan

yleensa kreikkalaisilla kirjaimilla kuten o (alfa), B (beeta) ja v (gamma).

Jos kaksi lukua x ja 2 ovat yhta suuret, merkitaan x = 2. Tallainen yhtasuuruus
patee aivan hyvin myos toisin pain: 2 = x, joten kumpikin kirjoitustapa on
tilanteesta riippumatta oikein. Jos luku y on pienempi kuin z merkitaan y < z,

tal toisaalta z > y.

Erilaisilla luvuilla voidaan suorittaa erilaisia laskutoimituksia. Seuraavissa lu-
vuissa esitellaan ja kaydaan lapi lukiomatematiikassa ja mahdollisissa jatko-

opinnoissa kaytettavia lukujoukkoja ja tavallisimmat laskutoimitukset.

Painotekstissa kirjaimella mer-
kityt tuntemattomat ja muut-
tujat kirjoitetaan kursiivilla ja
aina saman arvon saavat, tun-
netut matemaattiset vakiot

kuten 7t pystyyn.




Luku 2 Kokonaisluvut

Yksinkertaisimmat kayttamamme luvut ovat lukumaarien ilmaisemiseen kay-
tetyt 0,1, 2,3,.... Naita kutsutaan /uonnollisiksi luvuiksi, ja niiden joukkoa
eli kaikkia luonnollisia lukuja yhdessa merkitaan symbolilla N. Nolla maaritel-
laan tassa luonnolliseksi luvuksi, mutta tasta ei ole yhteista sopimusta: eraat

pitavat nollaa luonnollisena lukuna ja toiset eivat.

Luonnollisille luvuille m ja n on maaritelty yhteenlasku m + n, esimerkiksi
5+3=8.

Luonnollisten lukujen m ja n kertolasku maaritellaan perakkaisina yhteenlaskui-

Nollalla kertomisen ajatellaan olevan "tyhja yhteenlasku” eli nolla:

Luonnollisten lukujen m ja n erotus maaritellaan yhteenlaskun avulla: m—non
luku k, jolle k+n = m. Kahden luonnollisen luvun erotus ei kuitenkaan aina ole
luonnollinen luku, esimerkkina 3 — 5. Ratkaisemme ongelman maarittelemalla

kullekin luonnolliselle luvulle vastaluvun.

15
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Luonnolliset luvut ja niiden vastaluvut muodostavat yhdessa kokonaislukujen

Jjoukon
Z={...,-2,-1,01,2,...}.

Kun kaytamme kokonaislukuja, voidaan kahden luvun erotus maaritella yh-

teenlaskun ja vastaluvun avulla yksinkertaisesti:

Esimerkiksi luvun 2 vastalukua merkitaan —2, ja sille patee 2 + (—2) = 0.
Vastaavasti luvun —2 vastaluku on sellainen luku, joka laskettuna yhteen luvun
—2 kanssa antaa luvun 0. Tama on tietysti 2, koska —2 42 = 0. Nain voidaan
huomata, etta —(—2) = 2.

2.1 Yhteen- ja vihennyslasku
Kysymys: Mita saadaan, kun luvusta 5 vahennetdan luku —87

Negatiivisten ja positiivisten lukujen yhteen- ja vahennyslaskut voidaan helposti

tulkita lukusuoran avulla.

5 + 8 "viiteen lisataan kahdeksan”
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

5+8=13
5+ (+8) "viiteen lisataan plus kahdeksan”

+8 tarkoittaa samaa kuin 8. '4+'-merkkia kaytetaan luvun edessa silloin, kun

halutaan korostaa, etta kyseessa on nimenomaan positiivinen luku.

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13

5+ (+8) = 13
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5 — (+8) "viidesta vahennetaan +8"

Tama tarkoittaa samaa kuin 5-8. Lukusuoralla siis lilkutaan 8 pykalaa taakse-

pain.

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5— (+8) = —3

Mita tapahtuu, kun lisataan negatiivinen luku? Kun lukuun lisataan 1, se
kasvaa yhdella. Kun lukuun lisataan O, se el kasva lainkaan. Kun lukuun
lisataan negatiivinen luku, esim. —1, on luonnollista ajatella, etta se pienenee.
Talla logiikalla negatiivisen luvun lisaamisen pitaisi siis pienentaa alkuperaista
lukua. Siksi on sovittu, etta 5+ (—8) on yhta suuri kuin 5 — 8.

3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
54+ (-8) = -3

5 — (—8) "viidesta vahennetaan miinus kahdeksan”

Negatiivisen luvun lisaaminen on vastakohta positiivisen luvun lisaamiselle.
Talloin on luonnollista, etta negatiivisen luvun vahentaminen on vastakohta
positiivisen luvun vahentamiselle. Koska positiivisen luvun vahentaminen pie-
nentaa lukua, pitaisi negatiivisen luvun vahentamisen kasvattaa lukua. Taman

vuoksi on sovittu, etta 5 — (—8) tarkoittaa samaa kuin 5 + 8.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

5—(-8) = 13
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2.2 Kertolasku

Samaan logiikkaan perustuen on sovittu myos merkkisdaannot positiivisten
Ja negatiivisten lukujen kertolaskuissa. Kun negatiivinen ja positiivinen luku
kerrotaan keskenaan, saadaan negatiivinen luku, mutta kun kaksi negatiivista

lukua kerrotaan keskenaan, saadaan positiivinen luku.

3 - 4 "kolme kappaletta nelosia”

Missing
figure

3-(—4) "kolme kappaletta miinus-nelosia”

Missing
figure

—3 -4 "miinus-kolme nelinkertaistetaan”
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Missing
figure

—3 - (—4) "miinus-kolme miinus-nelinkertaistetaan”

Missing
figure

2.3 Jakolasku

Kun ensin kerrotaan jollain ja sitten jaetaan samalla luvulla, paadytaan takaisin

samaan, mista lahdettiin. Jakolaskujen merkkisaannot on sovittu niin, etta
tama ominaisuus sailyy. Ne ovat siis samat kuin kertolaskujen merkkisaannot.

Esimerkiksi haluamme, ettd (—12) : (=3) - (—=3) = —12. Nyt voimme kysya,
mita laskun (—12) : (—3) tulokseksi pitaisi tulla, jotta jakolasku ja kertolasku
sailyvat toisilleen kaanteisina, eli mika luku kerrottuna —3:lla on —12. Kerto-
laskun merkkisaannoista nahdaan helposti, etta taman luvun taytyy olla +4
eli 4. Niinpa on sovittu, ettda (—12): (=3) =12:3 = 4.



e}

LUKU 2. KOKONAISLUVUT 2

2.4 Jaollisuus ja tekijoihinjako

Esimerkki 7. a) Luku —12 on jaollinen luvulla 3:lla, sillda =12 = 3 - (—4).
b) —12 ei ole jaollinen 5:l13, silla ei ole kokonaislukua, joka kerrottuna

viidella olisi 12.

Missing
figure

Ylla jaollisuus maaritellaan kertolaskun avulla. Jaollisuuden voi maaritella myos
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jakolaskun avulla niin, etta a on jaollinen b:lla, mikali a : b on kokonaisluku.
Esimerkiksi 12 on jaollinen 3:lla, koska 12 : 3 = 4, joka on kokonaisluku.

Kaikki luvut ovat jaollisia itsellaan ja luvulla 1. Esimerkiksi 7=7-1=1-7,
joten 7 on jaollinen 1:11a ja 7:lla.

Esimerkiksi luvut 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ja 19 ovat alkulukuja.

Kokonaisluvun n tekijoita, jotka ovat alkulukuja, kutsutaan alkutekijoiksi.

Aritmetiikan peruslause todistetaan kurssilla Logiikka ja lukuteoria.

Esimerkiksi luku 84 voidaan kirjoittaa muodossa 2 - 2 - 3 - 7. Kokeilemalla
havaitaan, etta 2, 3, ja 7 ovat kaikki alkulukuja. Aritmetiikan peruslauseen
nojalla tiedetaan, etta tama on ainoa tapa kirjoittaa 84 alkulukujen tulona —

mahdollista kerrottavien termien jarjestyksen vaihtoa lukuunottamatta.

2.5 Lausekkeiden sieventaminen

Matemaattisia ongelmia ratkaistaessa kannattaa usein etsia vaihtoehtoisia
tapoja jonkin laskutoimituksen, lausekkeen tai luvun ilmaisemiseksi. Talloin
usein korvataan esimerkiksi jokin laskutoimitus toisella laskutoimituksella,
Josta tulee sama tulos. Nain lauseke saadaan sellaiseen muotoon, jonka avulla

ratkaisussa paastaan eteenpain.

Matematiikassa on tapana ajatella niin, etta saman luvun voi kirjoittaa monella
eri tavalla. Esimerkiksi merkinnat 42, —(—42), 6-7 ja (50 —29) -2 tarkoittavat
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kaikki samaa lukua. Niinpa missa tahansa lausekkeessa voi luvun 42 paikalle
kirjoittaa merkinnan (50 — 29) - 2, silla ne tarkoittavat samaa lukua. Tahan

lukuun on koottu saantoja, joiden avulla laskutoimituksia voi vaihtaa niin, etta

lopputulos ei muutu.

Esimerkiksi laskemalla voidaan tarkistaa, etta 5+7 = 7+5 ja ettd (2+3)+5 =
24+ (3+5).

Nama saannot voidaan yhdistaa yleiseksi saannoksi, jonka mukaan yhteenlaskun

sisalla laskujarjestysta voi vaihtaa miten tahansa.

Tama saanto voidaan yleistaa koskemaan myos vahennyslaskua, kun muiste-
taan, etta vahennyslasku tarkoittaa oikeastaan vastaluvun lisaamista. 5 — 8
tarkoittaa siis samaa kuin 5+ (—8), joka voidaan nyt kirjoittaa yhteenlaskun

vaihdantalain perusteella muotoon (—8) + 5 eli —8 + 5 ilman, etta laskun

lopputulos muuttuu. Tasta seuraa seuraava saanto:

Esim. 5—8+47—2 = 5+ (—8)+7+(—2) = (—2)+(—8)+5+7 = —2—8+5+7

Vastaavat saannot patevat kerto- ja jakolaskulle samoista syista.
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Esm.5-6=6-5

Esim.5:8-7:2=5-1-7-2=7-2.2.5=7:2:8-5

Lisaksi yhteen- ja kertolaskua sisaltavalla lausekkeelle patee seuraava erittain

tarkea saanto:

Aikaisemmin mainittujen laskulakien perusteella osittelulaki voidaan yhdistaa
koskemaan myos toisin pain olevaa kertolaskun ja yhteenlaskun yhdistelmaa,
useamman luvun yhteenlaskua, vahennyslaskua ja jakolaskua:




LUKU 2. KOKONAISLUVUT 24

Esimerkiksi seuraava laskutoimitus on helppo laske osittelulain avulla: 2574 -
542 — 2574 - 541 = 2574 - (542 — 541) = 2574 - 1 = 2574

Osittelulakia voidaan kayttaa myos tuntemattomia lukuja sisaltavien lausek-
keiden muokkaamisessa. Esim. 2(x + 5) = 2x + 10.

Tehtavia

1. Kirjoita laskutoimitukseksi. (Laskuun ei tarvitse merkita yksikkoja, eli

celciusasteita tai euroja.)

a) Pakkasta on aluksi —10°C, ja sitten se lisdantyy kahdella pakkasasteella.

b) Pakkasta on aluksi —20°C, ja sitten se hellittaa (vahentyy) kolme (pak-
kas)astetta.

c) Lampctila on aluksi 17°C, ja sitten se vahentyy viisi astetta.

d) Lampotila on aluksi 5°C, ja sitten se kasvaa kuusi astetta.

e) Mies on mafialle 30000 euroa velkaa ja menehtyy. Hanen kolme poikaansa
Jakavat velan tasan keskenaan. Kuinka paljon kukin on velkaa mafialle?

Merkitse velkaa negatiivisella luvulla.

2. Laske.
a) 11+ (—14)
b) —8—(—4)
c) —9—(+7)
d) —(=8) +(5) = (=(-11))
e) —8:(—4)
f) (=8): (—4)
g) (=5)-12
3. Laske.
a) 3+5
b) 10-5-6+1
c)2-2—-1

d) —9-5-(-2)+3
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e) 10-(5—-2)

f) (2-5)(5—-1)+1

g -9-2-(3—2-(3-2-1))
4. Mitka seuraavista luvuista ovat jaollisia luvulla 47 Jos luku a on jaollinen
luvulla 4, kerro, milla kokonaisluvulla b patee a=4- b.
a)l b)12 ¢)13 d)2 e)-20 f)O
5. Mitka seuraavista luvuista ovat alkulukuja? Jos luku ei ole alkuluku, esita se
joidenkin kahden kokonaisluvun (jotka eivat ole ykkonen ja luku itse) tulona.
a)6 b)ll ¢)29 d)-27 e)-11 f)O

a)12 b)15 ¢)28 d)30 e)64 f)90 g) 100



Luku 3 Rationaaliluvut

Rationaaliluvulla tarkoitetaan lukua ¢, joka voidaan esittda muodossa

a
qg= B’
missa a ja b ovat kokonaislukuja ja b # 0. Rationaalilukujen joukkoa merkitaan
symbolilla Q. Rationaaliluvun esitystd osamaarana § kutsutaan murtoluvuksi.
Luku a on murtoluvun osoittaja ja luku b on nimittaja. Kaikki rationaaliluvut
voidaan esittaa murtolukuina, mutta murtoluvut eivat ole ainoa tapa rationaa-

lilukujen esittamiseksi. Kaikki rationaaliluvut voidaan myos esittaa usealla eri

tavalla murtolukuna.

3.1 Murtolukujen laskusaannot

Esimerkki 8. Murtolukujen yhteenlasku. Laske

26
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Ratkaisu. Lavennetaan nimittajat samannimisiksi ja lasketaan osoittajat yh-

teen:

Murtolukuja, joiden nimittajat ovat samat, sanotaan samannimisiksi. Jos
yhteenlaskettavien murtolukujen nimittajat eivat ole samat, murtoluvut /aven-
netaan ensin samannimisiksi ja sitten osoittajat lasketaan yhteen. Jos siis § ja

§ ovat murtolukuja, lasketaan

Esimerkki 9. Murtolukujen kertolaskussa osoittajat ja nimittajat kerrotaan

keskenaan.
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Missing
figure

Esimerkki 10. Luvun 5 kdanteisluku on % koska

Vastaavasti luvun —% kaanteisluku on —3, koska

2 3

Kahta murtolukua vertailtaessa ne kannattaa ensin laventaa samannimi-
siksi.
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Esimerkki 11. Salamipizza jaetaan kuuteen ja tonnikalapizza neljaan yhta
suureen siivuun. Vesa saa kaksi siivua salamipizzaa ja yhden siivun tonnikala-
pizzaa. Minttu saa kaksi siivua tonnikalapizzaa. Kumpi saa enemman pizzaa,

Jjos molemmat pizzat ovat saman kokoisia?

Missing

figure

Ratkaisu.

Huomataan, etta 12 =3-4 = 2. 6. Luvut kannattaa pizzan kokonaismaaran
laskemista varten laventaa niin, etta nimittajana on luku 12. Vesan saama

maara pizzaa on

2+1_2 2+3-1_4+3_7
6 4 2-6 3- 12 12 12
Mintun saama maara pizzaa on
2 32 6
4 3.4 12

Koska 6/12 < 7/12, Vesa saa enemman.

Kaikki rationaaliluvut voidaan esittaa murtolukumuodossa, mutta myos koko-
naisluvut voidaan esittaa murtolukuina asettamalla murtoluvun nimittajaksi
yksi. Tata voidaan kayttaa, kun lasketaan yhteen kokonaislukuja ja murtolu-
kuja.

Esimerkki 12. Laske

Ratkaisu.
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Kirjoitetaan lausekkeen kokonaisluku 2 murtolukuna, jonka jalkeen voidaan

murtoluvut voidaan laventaa samannimisiksi ja laskea yhteen:

3-2 1 o6+1
= — + _ =

1 7
3 3 3 3 3

[EY

Rationaalilukujen ja murtolukujen erona on, etta rationaaliluvut ovat lukujen
muodostama joukko, kun taas murtoluvut ovat lukujen esitystapa. Vaihtoeh-
toinen esitystapa rationaaliluvuille on desimaaliluvut, esimerkiksi murtoluku %

Ja desimaaliluku 0,5 esittavat samaa rationaalilukua.

Tehtavia

Opi perusteet

7.2) =+ b) -1 c) 2++¢ d) £ -2
8.a) 12 +2 b) £ +21 c)2+2 d)2-2
0.0) % (3+3) 1]

10. a) 2 : & b) 5:(=2) c)t:4

11. Laske murtolukujen 2 ja —5%

a) summa b) erotus c) tulo d) osamaara.

Hallitse kokonaisuus

1.3 243
22 371

12.a)§ T b)§_1'
2 3 6 12

13. Laske lausekkeen 525~ arvo, kun x on

a) 4 b) —2 ) 5.

14. Laske lausekkeen % arvo, kun

a)x=2%jay=% b)x=ljay=-3

15. Laatikossa on palloja, joista kolmasosa on mustia, neljasosa valkoisia ja
vildesosa harmaita. Loput palloista ovat varikkaita. Kuinka suuri osuus palloista

on varikkaita?

Laskujarjestys:

1.
2.
3.

Sulut
Potenssilaskut
Kerto- ja jakolaskut

vasemmalta oikealle

. Yhteen- ja jakolaskut

vasemmalta oikealle
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Sekalaisia tehtavia

16. Fibonaccin luvut 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... maaritelldan seuraavasti:
Kaksi ensimmaista Fibonaccin lukua ovat O ja 1, ja siita seuraavat saadaan

kahden edellisen summana:
0+1=1 1+1=2, 142=3, 2+3=5, janiin edelleen.

Tutki, miten Fibonaccin luvut liittyvat lukuihin

1 1 1 1

' 1 T T
R i ==

Yksi prosentti tarkoittaa yhta sadasosaa: 1 % = ﬁ

17. Pontus, Viljami, Jarkko-Kaaleppi, Simo ja Milla leipoivat lanttuvompatti-
piirakkaa. Pontus kuitenkin soi piirakasta kolmanneksen ennen muita, ja loput

piirakasta jaettiin muiden kanssa tasan. Kuinka suuren osan muut saivat?

18. Huvipuiston sisdaanpaasylippu maksaa 20 euroa, ja lapset padsevat sisaan

puoleen hintaan.

a) Kuinka paljon kolmen lapsen yksinhuoltajaperheelle maksaa paasta si-
saan?
b) Kuinka paljon sisaanpaasy maksaa perheelle avajaispaivana, kun silloin

sisaan paasee 25 % halvemmalla.

10 9 8 7 6 5 4 3
19.Laske98765432.

20. Eraassa kaupassa on kaynnissa loppuunmyynti ja kaikki tuotteet myydaan
puoleen hintaan. Lisaksi kanta-asiakkaat saavat aina viidenneksen alennusta
tuotteiden senhetkisesta hinnasta. Paljonko kanta-asiakas maksaa nyt tuot-
teesta joka normaalisti maksaisi 40 euroa?

21. Kokonaisesta kakusta syoddan maanantaina iltapaivalla puolet, ja jaljelle
jaaneesta palasta syodaan tiistaina iltapaivalla taas puolet. Jos kakun jaka-
mista ja syomista jatketaan samalla tavalla koko viikko, niin kuinka suuri osa

alkuperaisesta kakusta on jaljella seuraavana maanantaiaamuna?
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22. Ratkaise lausekkeen £ — L arvo, kun tiedetdan, ettd n= £ ja m=n+1.



Luku 4 Potenssi

Jos a on reaaliluku ja n on positiivinen kokonaisluku, potenssilla a” tarkoitetaan

tuloa

n kpl
Lukua a kutsutaan potenssin kantaluvuksi ja lukua n eksponentiksi. Merkinnalla
2% siis tarkoitetaan tuloa 2 -2 -2 - 2. Siten

24=2.2.2.2=16.

Luvun toista potenssia a® kutsutaan myos luvun a neliéksi ja kolmatta po-
tenssia a® sen kuutioksi. Luvun a > 0 nelic on sellaisen nelion pinta-ala, jonka
sivun pituus on a. Vastaavasti, jos kuution sarman pituus on a, niin a° on

kyseisen kuution tilavuus.

Esimerkki 13. Potenssien sieventaminen.

a) (-2°=(-2)-(-2)-(-2)=-8

b) (=2)* =(-2)-(-2)-(-2)-(-2) =16

) —24=—(2%)=—(2-2-2-2) = —16

d) 22.2°=2.2.2.2.2=2:2.2:2.2=2°=32

2kpl 3 kpl 5 kpl
24 .92 2.2.2.9.9.

o9 227 _ 222 g
2 2-2-2

33
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Potenssien laskusaanno

Samankantaisten potenssien kertolasku

ad-a*=a-a-a-a-a-a-a=a"*=3"
—— Y——

3 kpl 4kpl
Samankantaisten potenssien jakolasku

a7_a.a.a./a/./a/./a/./a/_ 7_4 3

2 a = a
a a-a-a-.a
Potenssin potenssi
()P =g 3 a=a-a-a-a-a-3=a">=2°
3\krpl 23;% kpl

Tulon potenssi
(ab®)® = ab°-ab®-ab®> =a-a-a-b°-b°-b° =at3 b3 = 33p°

Osamaaran potenssi

T b7 b7 b7 BT -pT.pT pT3 21

3 ‘
(39) 2 20 20 22.29.2° 293 7

Potensseille patevat seuraavat laskusaannot.

34
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Negatiivinen luku ja nolla

eksponenttina

Sievennetaan osamaara ‘;—2 kahdella eri tavalla. Supistamalla yhteiset tekijat

lopputulos

a - 1

® aaaaa aa a

on erinakoinen, kuin kayttamalla potenssien laskusaantoja
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Kun eksponenttina on nolla, on tuloksena aina luku 1 kaikilla nollasta poikkea-
villa kantaluvuilla. Esimerkiksi

@ aaa

B3 aaa

a 0

. .. . 3 _
mutta sama lasku voidaan laskea myos toisella tavalla: & = a>3 =30,

Merkintda 0° ei ole maaritelty.

Huomautus laskujarjestyksesta

Mikali potensseja on monta padllekkain (eli eksponenttina on potenssilauseke),
laskeminen aloitetetaan ylimmasta potenssista. Esimerkiksi

2% =29 =512,
Laskujarjestysta voidaan muuttaa suluilla:

(2°)> =8> =64.
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Tehtavia

Opi perusteet

23. Laske. a) (=2)-(-2)-(-2) b) (=1)-(=1)-(-1)-(-1)

24. Sievennd. a)a-a-a b)a-a-a-b-b-b-b c)a-b-a-b-a-b-a
25. Laske. a)2%.23 b) 43 c) (22)3 d) 22+2+2

26. Sievennd. a)a®-a’-a°> b)) (a®)? c¢) (a%a*)* d)a’?
23 24 23 28 23 23

Hallitse kokonaisuus

Sievenna.

28. a) (1-a)3 b) (a-2)? c) (—2abc)3 d) (3a)*
29.a) 8% p?- 2° b) (—ab®)? c) (a%a*)® d) 10%’

30. a) (—a) - (-a) b) (=a) - (—a)- (-b)® c) (=a%) - (—a)?
31. a) b3(ab®)? b) (ab3)° c) (aa*)’a? d) a*(b?a)®
32. 2) (3) (3) b) (—%5)° c) (—a*b*)? d) ((2)*)°
BaE  DE)T 0% @ (-G)

34. [x] Tetraatio on lyhennysmerkintd "potenssitornille”, jossa esiintyy vain

yhta lukua. Se maaritellaan seuraavasti.

a

2

"a=2a" .
——
n kpl

Laske a)*2 b)35. ) Ratkaise yhtilo X2 = 16.

Sekalaisia tehtavia

Sievenna.

35.a) a*- &° b) a*a? c) a’a d) aa’a e) a’ata’



LUKU 4. POTENSSI 38

36. a) a° b) aa® c) aat d) aa° e) a’al
37. a) atad? b) aaaa c) a*ba? d) aba®bat
38. a) —a-(—a) b) —a-(—a)-(=b) c) —a-(—a%)
39. a) —a%- (—a°) b) a-(—a)-(—=b) c) &% (—a°)
40.2) 0%-0%-0°  b)3!  ¢)22t3  d)264 )50
41. a) (a°)! b) (2°)? c) (a°)* d) (a')? e) (a°)°
42. a) (13.22)? b) (12-2%)2 c) (22a%)? d) b(3b)3
43. a) (a%h?)? b) a(a?b3)* c) (b?a*)® d) b(2ab?)3
44. a) & b) & ) & d) & e) & f) 2
45.2) Z2  p)zz oL d) L e 2
46. Sievenna ja kirjoita potenssiksi, jonka eksponentti on positiivinen.
a) a3 b) c)a?-a d) Lp* e) =
47. Esita ilman sulkuja ja sievenna.
DEE DA 9@ )E?  o(z)
Sievenna.
48. a) 2°
b) aaaa
c) aa’
d) 0%
49. a) a°a°
b) %
c) (a°)?
d) 120
50. a) a%(—-a%)
b) (ab?)°
c) (3a)3
d) (a°b%)3
51. a) %
b) £

a
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Luku 5 Desimaaliluvut

Desimaaliluvut on kymmenjarjestelmaan perustava tapa merkita rationaalilu-

kuja. Niilla voi merkita myos irrationaalilukujen likiarvoja.

123,456 on esimerkki desimaaliluvusta.

° 123 on sen kokonaisosa.

° Kokonaisluku erotetaan loppuosasta desimaalierottimella, joka on suo-
men kielessa pilkku (,). !

° Osaa 456 kutsutaan desimaaliluvun loppuosaksi.

Missing
figure

1. Useissa englanninkielisissa maissa kaytetaan desimaalierottimena pistettd (.) ja pilkku on
tuhaterotin. Esimerkiksi yhdysvaltalaisessa kirjassa merkinta $ 1,000.50 tarkoittaa tuhatta
dollaria ja 50 senttid. Suomen kielessa tuhaterotin on valilyonti.

40
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Kymmenjarjestelma saa nimensa siita, etta jokainen luvussa esiintyva numero

kertoo sen paikkaa vastaavien kymmenen potenssien maaran.

Murtoluvun muuttaminen desimaaliluvuksi

Murtoluku on tapa merkita jakolaskua. Jakolaskun tuloksen esittamiseksi
desimaalilukuna kaytetaan peruskoulun alaluokilla opetettavaa jakokulmaa.
Jakokulman ajatus on yksinkertaisesti kokeilla, kuinka monta jakajaa, sen
kymmenesosaa, sadasosaa ja niin edelleen jaettavaan mahtuu. Jakokulmat voi

laskea kasin, mutta laskin tekee saman nopeammin.

Esimerkki 14. Muutetaan % desimaaliluvuksi laskemalla jakolasku 21 : 4
jakokulmassa.

|
= o = o
(@]

I
N N o ©

o O O

21
Siis — = 5,25.
lis —
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3
Vastaavasti laskien saadaan 11 =0,272727 ...

0, 2 72 ...
1113, 0 0 0
- 2 2

8 0
- 17
30
-2 2
8 0

Koska jakojaannokset 3 ja 8 toistuvat loputtomiin, tama desimaaliluku ei ole
paattyva. Siina on jakso: numerosarja 27 toistuu. Jaksoa voidaan merkita

ylaviivan avulla seuraavasti:

0,27272727...=0,27.

Kaikkien murtolukujen desimaaliesitykset ovat joko paattyvia tai jaksol-
lisia. Vahennyslaskuissa syntyvat jakojaannokset ovat nimittain aina jakajaa
pienempia, ja siksi ne alkavat vaistamatta toistaa itseaan, ellei jako jossakin
valheessa mene tasan. Koska eri vahtoehtoja jakojaannoksiksi on yksi jakajaa
vahemman, jakson pituus on suurimmillaan yhden verran jakajaa pienempi. Esi-
merkiksi luvulla Z= 0,142857 jakso on pisin mahdollinen, 7 — 1 = 6 numeron

mittainen.
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Desimaaliluvun muuttaminen murtoluvuksi

Paattyvat desimaaliluvut

Paattyvat desimaaliluvut voidaan muuttaa murtoluvuiksi muuttamalla kukin

desimaali erikseen murtoluvuksi ja laskemalla syntyneet luvut yhteen.

. . _ 3 , 7 _ 2100 , 30 , 7 _ 210043047 _ 2137
Esimerkki 15. 21,37 =21 + 5 + 155 = To0 + 100 T 705 — 100 100 -

Tama on turhan tyolasta, ja paljon helpommalla paastaankin kun lavenne-
taan luku "niin monella kympilla, kuin siind on numeroita desimaalipilkun
Jalkeen”. Tasmallisemmin sanottuna 107:l13, jossa n on pilkun jalkeen tulevien

numeroiden maara.

: : _ 100 _ 21,37-100 __ 2137
Esimerkki 16. 21,47 = 21,37 {56 = =506 = 560

Jaksolliset desimaaliluvut

Minka tahansa jaksollisen desimaaliluvun voi muuttaa murtoluvuksi seuraavalla
tempulla. Muutetaan esimerkiksi 0,575757 ... murtoluvuksi. Jos merkitaan

x = 0,575757..., saadaan sadalla kertomalla
100x = b57,575757... , joiden erotuksena
100x —x = 57,57...—-0,57..., eli
9x = b7, josta saadaan
X — 5T _19

99 ~ 33°
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Siis 0,575757 ... = % Menetelma toimii kaikille jaksollisille desimaaliluvuille:

kerrotaan vain sopivalla luvun 10 potenssilla, jotta jakso katoaa vahennyslas-

kussa.

Tehtavia
52. Laske ja totea murtolukujen 15 = 0,1, 45 =001, $=05, 7 =025,
% = 0,75 desimaaliesitysten paikkansapitavyys.

53. Muuta murtoluvuksi.

a) 43,532

b) 5,031

c) 0,23

d) 0,3002

e) 0,101

54. Muuta murtoluvuksi ja sievenna.

a) 0,01

b) 0,0245

c) 0,004

d) 0,001004

55. Muuta murtoluvuksi.

a) 0,77777 ...
b) 0,151515. ..
c) 2,05631

56. a)
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Esimerkki 17. 10,01, =1-2'+0-2°4+0-27141.272 =225,

Tehtavia

57. Muunna seuraavat binaariluvut kymmenjarjestelmaan.
a) 101,02
b) 1,00101,
c) 100101,1101,
58. Muunna seuraavat luvut binaarijarjestelmaan.
a) 7,010
b) 2,510
c) 11,187519



Luku 6 Juuret

6.1 Neliojuuri

Ajatellaan, etta nelion pinta-ala on a. Halutaan tietaa, mika on kyseisen nelion
sivun pituus. Vastausta tahan kysymykseen kutsutaan luvun a > 0 neliojuureksi
ja merkitaan y/a. Luvun a nelidjuuri on myos yhtalon x? = a ratkaisu. Talloin
taytyy kuitenkin huomata, etta myos luku x = —+/a toteuttaa kyseisen yhtalon.
Neliojuurella tarkoitetaan kyseisen yhtalon epanegatiivista ratkaisua. Tama on

luonnollista, koska nelion sivun pituus el voi olla negatiivinen luku.

Neliojuurta ei talla kurssilla maaritella negatiivisille luvuille, koska nelion pinta-
ala on aina positiivinen luku tai nolla. Kaytannossa lukujen neliojuuria lasketaan

usein laskimella.
Esimerkki 18. Laske.
a) V4

b) V144
c) VA44T1.

Ratkaisut.

a) Laskimella tai paassa laskemalla saadaan, etta V4 = 2, koska 2 > 0 ja
22 =4,

46



LUKU 6. JUURET 47

b) v/144 = 12. Tama voidaan vield tarkistaa laskemalla 122 = 12 - 12 = 144,
C) V4471 ~ 66,9. Vertailun vuoksi laskimella saadaan myds 67 - 67 = 4489.

Vastaukset. a) 2, b) 12, c¢) 66,9.

Esimerkki 19. Taulutelevision kooksi (lavistdjaksi) on ilmoitettu mainoksessa
46,0 tuumaa (116,8 cm) ja kuvasuhteeksi 16:9. Kuinka leved televisio on

(senttimetreind)?
Ratkaisu.

Taulutelevision halkaisija, alareuna ja toinen sivu muodostavat suorakulmaisen
kolmion. Kolmion hypotenuusa on television halkaisija ja kateetit alareuna ja

toinen sivu.

Kuvausuhteen perusteella kateettien pituuksia voidaan merkita 16x ja 9x.

Pythagoraan lauseesta saadaan

(116,8)% = (16x)? + (9x)?

eli
13642,24 = (256 + 81)x°.
Siten
, 1364224
X = ——=
337
ja siis

113642,24
X = T ~ 6,36

Television leveys on noin 16x = 16 - 6,36 ~ 102 cm.

Vastaus. Noin 102 cm.

6.2 Kuutiojuuri

Kuution tilavuus on a. Halutaan tietdaa, mika on kyseisen kuution sivun pi-

tuus. Vastausta tahan kysymykseen kutsutaan luvun a > 0 kuutiojuureksi ja
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merkitaan /a. Luvun a kuutiojuuri on myds yhtdlon x3 = a vastaus.

Jos a < 0, niin kysymys kuutiosta jonka tilavuus on a, ei ole mielekas. Tasta
huolimatta kuutiojuuri maaritellaan myos negatiivisille luvuille. Syy tahan on,
ettd yhtalolla x® = a on tassakin tapauksessa yksikasitteinen ratkaisu. Positii-
visen luvun kuutiojuuri on aina positiivinen ja negatiivisen luvun kuutiojuuri on

aina negatiivinen luku. Kuutiojuuren voi siis ottaa mista tahansa reaaliluvusta.
Esimerkki 20. Laske.

a) V27
b) /1397
c) /2197,

Ratkaisut.

a) Laskimella tai pddssd laskemalla saadaan, ettd v/27 = 3, koska 3° =
3-3-3=27.

b) V1397 ~ 11,18.

c) v/2197 = 13. Tama voidaan viela tarkistaa laskemalla 133 =13-13-13 =
2197.

Vastaukset.

a) 3, b) 11,18, ¢) 13.

6.3 Korkeammat juuret

Yhtalon x" = a ratkaisujen avulla voidaan maaritella n:s juuri mille tahansa
positiiviselle kokonaisluvulle n. Nelio- ja kuutiojuurten tapauksesta voidaan
kuitenkin voi huomata, etta kuutiojuuri on maaritelty kaikille luvuille, mutta
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neliojuuri vain ei-negatiivisille luvuille. Tama toistuu myos muissa juurissa:

parilliset ja parittomat juuret on maariteltava erikseen.

Juurimerkinnalld v/a (luetaan n:s juuri luvusta a) tarkoitetaan lukua, joka
toteuttaa ehdon (v/a)" = a. Jotta juuri olisi yksikasitteisesti maaritelty asete-
taan lisaksi, etta parillisessa tapauksessa n:s juuri tarkoittaa kyseisen yhtalon

epanegatiivista ratkaisua.

Luvun toista juurta, eli neliojuurta &/a merkitaan yleensa yksinkertaisemmin

Ja.

Korkeampien juurten laskeminen tapahtuu tavallisesti laskimella.

Esimerkki 21. Laske.
a) v/256
b) /=243
c) v-8
Ratkaisut.

a) Laskimella saadaan v/256 = 4 koska 4* = 256.

b) Laskimella v/—243 = —3, koska (—3)°> = —243.
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c) Luvun —8 neljas juuri v/—8 ei ole maaritelty, koska minkdan luvun neljas

potenssi el ole negatiivinen.

Tehtavia

59. Laske seuraavat nelidjuuret laskimella.

a) V320, b) V15, ¢) V71

60. Laske v/8100 pidssa ajattelemalla juurrettava luku sopivana tulona.
61. Etsi luku a > 0 jolle a* = 83521.

62. Oletetaan etta suorakaiteen leveyden suhde korkeuteen on 2 ja suorakai-
teen pinta-ala on 10. Mika on suorakaiteen leveys ja korkeus?

63. Ajatellaan suorakulmaista hiekkakenttda, jonka pinta-ala on aari (100 m?).
Lyhyemman ja pidemman sivujen pituuksien suhde on 4:3. Laske Pythagoraan

lauseen avulla matka hiekkakentan kulmasta kauimmaisena olevaan kulmaan.
64. Laske. a) V64 b) v/—64 <) vV64 d) V64
65. Laske. a) v/81 b) v/—81 «¢)v32 d)v/-32

66. Laske luvun 10 potensseja: 10%, 102, 103, 104, ... Kuinka monta nollaa on
luvussa 1077 Laske sitten v/1 000 000 ja /10 000 000 000.

67. Onko annettu juuri maaritelty kaikilla luvuilla a? Millaisia arvoja juuri voi
saada luvusta a riippuen?

a) Va2 b)v-a2 c¢)/(-a)2 d) Va2

68. Onko annettu juuri maaritelty kaikilla luvuilla a? Millaisia arvoja juuri voi
saada luvusta a riippuen?

a) Va2 b)va® c)v-a2 d)—va?

69. Sievenni (3 +v/3x)*: (V3 + x)%.

70. (YO 1888 1) Mikd on a/b:n arvo, jos

(vVa+Vh):(va-vb)=v2?



Luku 7 Murtopotenssi

Seuraavaksi tutkitaan potenssin kasitteen laajentamista tilanteeseen, jossa
eksponenttina on murtoluku. Esimerkiksi voidaan pohtia, mita tarkoittaa

merkintd 257 Potenssin laskusaantojen perusteella
(2™mm"=2"""kun m,n € Z.
Siten on luonnollista ajatella, etta murtopotenssille 23 patee
(23)3 =23 =2l =2,

Koska luvun 2 kuutiojuuri toteuttaa yhtilén (v/2)% = 2, téytyy siis asettaa
25 = /2. Yleisemmin asetetaan ar = v/a, kun n on positiivinen kokonaisluku
jaa>0.

Kaavan on edelleen luontevaa ajatella yleistyvan niin, etta esimerkiksi

Yleisemmin otetaan murtopotenssin a» maaritelmaksi

m

ah = (an)™ = (Ya)",
kun m ja n ovat kokonaislukuja ja n > 0.

o1
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Kun murtolukueksponentit maaritellaan nain, kaikki aikaisemmat potenssien

laskusaannot ovat sellaisenaan voimassa myos niille. Esimerkiksi kaavat
a%-a%=a"t1,  (aP)?=aP, (ab)? = a%b?

patevat kaikille rationaaliluvuille p ja g. Naiden kaavojen todistukset on esitetty
litteessa C.

Huomautus maarittelyjoukosta. Murtopotenssimerkintaa kaytettaessa vaa-
ditaan, etta a > 0 myos silloin, kun n on pariton. Syy tahan on seuraava.
Esimerkiksi v/—1 = —1, koska (—1)% = —1, mutta lauseketta (—1)3 ei ole
talloin maaritelty. Murtopotenssimerkinnan maarittelysta voi talloin seurata
yllattavia ongelmia:

NN
o=

1=y —1=(-1)i=(-1)i=((-1)})i=15s =v1=1.

1 2
3 6

nussaannoista luopuminen olisi myos hankalaa. Siksi sovitaan, ettei murtopo-

Luvun = lavennus muotoon £ on ongelman ydin, mutta murtolukujen laven-

tenssimerkintaa kayteta, jos kantaluku on negatiivinen.

Esimerkki 22. Muuta lausekkeet v/3 ja (y/a)” murtopotenssimuotoon.

Ratkaisu.
V3 =38,

(/a) = (at) = at

Esimerkki 23. Sievenni lauseke 83 .
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Ratkaisu. 85 = (v/8)2 = 22 = 4.

Tehtavia
Muuta lausekkeet murtopotenssimuotoon.

71. a) v/a b) v/a c) va
72.2) (VD)® b)) (VB o) (VB2  d) ()

Sievenna.
73. a) x5 b) x2 c) x4 d) xio
74. a) 97 b) 83 c) 42 d) 813

75. a) X3 b) x=2 c) x3 d) x2=
76. a) 41 b) 21 c) 163 d) 53
Muuta murtopotenssimuotoon.

77. a) VVk b) v/ vk c) vmym d) v/ mym

78. a) \3/% b) v/4%\/q ) (W)B

79. [x] Tutki laskimella, miten laskutoimitukset

kayttaytyvat, kun eksponenttien maaraa kasvatetaan mielivaltaisen suureksi.
a) Tutki arvoja x = 1,3, x = 1,7 ja x = 0,05. b) Milla luvun x positiivisilla

arvoilla potenssitornien arvot vakiintuvat tiettyyn lukuun?

80. [x] Potenssitornissa x*" on &drettdmin monta paallekkaista eksponent-
tia. Yhtalolla

on yksi ratkaisu. Etsi se.



Luku 8 Reaaliluvut

Joskus yksinkertaisen geometrisen ongelman ratkaisu voi olla luku, jota ei
voida esittaa rationaalilukuna. Siksi on tarpeen tutkia lukuja, jotka eivat ole

rationaalilukuja. Tallaisia lukuja kutsutaan irrationaaliluvuiksi.

Esimerkiksi v/2 on irrationaaliluku, mika todistetaan luvun lopussa. Toinen
tuttu peruskoulusta tuttu irrationaaliluku on ympyran kehan pituuden suhde
halkaisijaan: .

1213141516171819 2 212223242526272829 3 313233

Rationaaliluvuilla voidaan approksimoida irrationaalilukuja mielivaltaisen tarkas-
ti. Esimerkiksi 7 voidaan kirjoittaa halutusta tarkkuudesta riippuen seuraaviin

muotoihin:

3, 31, 3,14, 3,145  3,1459, 3,14592, 3,145926,...

Rationaaliluvut eivat ns. tayta koko lukusuoraa, mutta niitd on niin tiheasti,
etta jokaista irrationaaliluku voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti

Jjollain rationaaliluvulla.

o4
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Missing

figure

Vaikka menisimme kuinka lahelle jotain irrationaalilukua lukusuoralla, valista
loytyisi viela jokin rationaaliluku.

Taman perusteleminen on valitettavasti lilan pitkallinen asia lukion ykkoskurs-

sille.

Siina missa rationaalilukujen desimaaliesitykset ovat paattyvia tai jaksollisia,
ovat irrationaalilukujen desimaaliesitykset paattymattomia ja jaksottomia.
Monissa tapauksissa on hyvin vaikeaa osoittaa luku irrationaaliseksi. Talloin
vaaditaan keinoja, jotka eivat kuulu taman kurssin laajuuteen.

Luvun
NOXS 1,414213562373095048801688724209. ..

desimaaliesityksessa on kylla toistuvia kohtia, esimerkiksi numeropari 88 esiin-
tyy kahdesti. Siina ei kuitenkaan ole jaksoa, jonka luvut toistuisivat yha uudes-
taan samassa jarjestyksessa, kuten luvussa 3,80612312312312. . ..

Reaalilukujen ominaisuuksista kerrotaan lisaa liitteessa E.

Reaalilukujen myota kaikki lukiokursseissa esiintyvat lukujoukot on nyt esitelty.
Ne on lueteltu seuraavassa:
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Joukko Symboli | Mita ne ovat

Luonnolliset luvut N Luvut O, 1, 2, 3, ...

Luvut ...-2,-1,0,1,2 ...

Luvut, jotka voidaan esittaa murtolukuina

Kokonaisluvut

Rationaaliluvut

O N

Reaaliluvut Kaikki lukusuoran luvut

eli kaikki desimaaliluvut

0,10110111011110...

Lukualueita voidaan laajentaa lisaa viela tastakin, esimerkiksi imaginaariluvut
ovat lukuja, jotka eivat ole reaalilukuja, vaan lukuja, joita el voi edes sijoittaa
lukusuoralle. Reaalilukuja ja imaginaarilukuja kutsutaan yhdessa kompleksilu-

vUuiksi.

Kompleksilukuja tarvitaan mm. insinddrialoilla yliopistoissa ja ammattikorkea-
kouluissa. Esimerkiksi vaihtosahkopiirien analyysissa, signaalinkasittelyssa ja
saatotekniikassa kaytetaan runsaasti kompleksilukuja. Kompleksiluvut ovat

tarkeita myos matematiikan tutkimuksessa itsessaan.

81. Ovatko seuraavat luvut rationaalilukuja vai irrationaalilukuja? Kunkin

desimaalit noudattavat yksinkertaista saantoa.

a) 0,123456789101112131415...
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b) 2,415115115115115115115.. ..
c) 1,010010001000010000010. ..

82. Mika on pienin lukua -3 suurempi luku

a) kokonaislukujen b) luonnollisten lukujen c) reaalilukujen joukossa?

83. [x] Osoita, etta

a) jokaisen kahden rationaaliluvun valissa on rationaaliluku

b) jokaisen kahden rationaaliluvun valilla on irrationaaliluku

c) jokaisen kahden irrationaaliluvun valissa on rationaaliluku

d) jokaisen kahden irrationaaliluvun valissa on irrationaaliluku.

e) Perustele edellisten kohtien avulla, ettd minka tahansa kahden luvun valissa

on aarettoman monta rationaali- ja irrationaalukua.



Luku 9 Kertaus

a8



Osa II Yhtalot
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Luku 10 Yhtalo

Monissa kaytannon tilanteissa jokin suure voidaan paatella tai laskea kahdella
eri tavalla. Nama tavat voidaan merkita lukuina tai kirjoittaa lausekkeiksi.
Merkitsemalla nain saadut lukuarvot ja lausekkeet yhtasuuriksi saadaan yhtalo.
Yhtalo on siis kahden lausekkeen merkitty yhtasuuruus. Yhtaloita esiintyy usein

kaytannon tilanteissa.

Esimerkki 24. Merkitaan lausekkeet 5x + /x ja 7x + 7 yhtasuuriksi, jolloin
saadaan yhtalo 5x + v/x = 7x + 7.

Esimerkki 25. a) Yhtdlo 3x + 2 = 0 patee, kun x = —
b) Yhtalo 5 = 3 ei pade.

WIN

Esimerkki 26. Kuvassa oleva vaaka on tasapainossa. Toisessa vaakakupissa
on kahden kilon siika ja toisessa puolen kilon ahven seka tuntematon maara

lakritsia. Kuinka paljon vaakakupissa on lakritsia? -

Missing

figure

60



LUKU 10. YHTALO

Ratkaisu.

61

Merkitaan lakritsin maaraa tuntemattomalla x. Tilannetta kuvaa yhtalo

2=05+x.
Ratkaistaan yhtalo.
2=05+x
2—-05=x
1.5=x
x=1,5

Vastaus. Lakritsia on 1,5 kg.

| =0,5

(10.1)
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Kuvitellaan orsivaaka, joka on tasapainossa. Vasemmalla ja oikealla puolella on
eripainoisia esineita, mutta ne painavat yhteensa yhta paljon. Jos molemmille
puolille lisataan nyt saman verran painoa, vaaka on yha tasapainossa. Samalla

tavalla yhtalon molemmille puolille on sallittua lisata sama luku.

Yhtalot ratkeavat siten, etta niita muokataan, kunnes vastauksen voi lukea

siita suoraan, esim x = 3.

Tarkeimpia naista ovat joskus todet yhtalot.
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Siirrymme nyt tarkastelemaan tarkeaa yhtaloiden lajia, ensimmaisen asteen

yhtaloita.



Luku 11 Ensimmaisen asteen

yhtls

Yhtalotyypin nimi tulee siita, etta korkein potenssi, johon tuntematon x

yhtalossa korotetaan, on 1.

Esimerkki 27. Muun muassa seuraavat yhtalot ovat ensimmaisen asteen

yhtaloita:
a) 2x =4
b) 5x+3=0

c) x+2=3x—-14

/todoonko 1. asteen yhtalonratkaisun laatikossa kaytettava "siirtaa toiselle

puolelle” ehka kuitenkin voi olla noin

64
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Esimerkki 28. Yhtilon 7x +4 = 4x + 7 ratkaisu saadaan seuraavasti:

IX+4=4x+7 | Vahennetaan molemmilta puolilta 4x.
3x+4=7 | Vahennetaan molemmilta puolilta 4.
3x =3 | Jaetaan molemmat puolet luvulla 3.
x=1

Vastaus. x =1
Ensimmaisen asteen yhtalolla on aina tasmalleen yksi ratkaisu.

Teoreema 1. Kaikki muotoa ax + b = cx + d olevat yhtalot, joissa a # c,
ovat ensimmaisen asteen yhtaloita.

Todistus.
ax+ b= cx+d |Vahennetaan molemmilta puolilta cx + d.
ax+b—(cx+d)=0 | Jarjestellaan termeja uudelleen.
ax—cx+b—d=0 | Otetaan yhteinen tekija.

(a—c)x+(b—d)=0

Tama on maaritelman mukainen ensimmaisen asteen yhtalo, koska a # ¢. [

Esimerkki 29. Yleinen lahestymistapa muotoa ax + b = cx + d olevien
yhtaloiden ratkaisuun:

(1) Vahenna molemmilta puolilta cx. Saat yhtélon (a—¢c)x+ b= d.

(2) Vahenna molemmilta puolita b. Saat yhtélon (a— c)x =d — b.

(3) Jaa (a — c):lla. Saat yhtalon ratkaistuun muotoon x = =2.
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Tehtavia

84. Mita yhtalolle ax + b = 0 tapahtuu, jos kerroin a saa arvon nolla? Onko
yhtalolla ratkaisuja?
85. Ratkaise:
a) x+4=5
b) 1—x=-3
c) 7x =235
d) —2x =4
e) 10 —2x=x
f) Ox+4=6—x
9) =4
h) $+1=2—-x
86. Ratkaise kysytty tuntematon yhtalosta

a) F =ma, m=7 (Voima on massa kerrottuna kiihtyvyydella.)

b) p= %, F =7 (Paine on voima jaettuna alalla.)

c) A=mr? r =7 (Ympyran pinta-ala on pii kerrottuna siteen nelioll3.)
d) V= %ﬂr2h, h =7 (Kartion tilavuus on piin kolmasosa kerrottuna sateen

neliolla ja kartion korkeudella.)

87. Kannykkaliittyman kuukausittainen perusmaksu on 2,90 euroa. Lisaksi
Jokainen puheminuutti ja tekstiviesti maksaa 0,69 senttia. Pekan kannykkalasku

kuukauden ajalta oli 27,05 euroa.

a) Kuinka monta puheminuuttia/tekstiviestia Pekka kaytti kuukauden aika-
na’
b) Pekka lahetti kaksi tekstiviestia jokaista viitta puheminuuttia kohden.

Kuinka monta tekstiviestia Pekka lahetti?

88. Sadevesikerdin nayttaa vesipatsaan korkeuden millimetreina. Eraana aamu-
na keraimessa oli 5 mm vetta. Seuraavana aamuna samaan aikaan keraimessa
oli 23 mm vetta. Muodosta yhtalo ja selvita, kuinka paljon vetta oli keskimaarin

satanut kuluneen vuorokauden aikana tunnissa.



Luku 12 Suoraan ja kaantaen

verrannollisuus

Kaksi muuttujaa voivat riippua toisistaan monin eri tavoin. Tavallisia riippu-

vuuden tyyppeja ovat suoraan ja kaantaen verrannollisuus.

Jos suureet x ja y ovat suoraan verrannolliset, niin tata merkitaan x ~ y tai
X xXy.

Suoraan verrannollisuus voidaan tunnistaa esimerkiksi laskemalla muuttujien
suhde ja toteamalla, etta se on muuttujista riippumaton vakio.

Esimerkki 30. Banaanien kilohinta on 2,00 euroa. Seuraavassa taulukossa on

banaanien paino?, jonka saa ostettua tietylla rahamaaralla:

Hinta (euroa) | Paino (kg) | Hinta/paino (euroa/kg)
1,00 0,50 2,00
2,00 1,00 2,00
3,00 1,50 2,00
4,00 2,00 2,00

Hinnan ja painon suhde on vakio, 2,00 euroa/kg, joten ostettujen banaanien

paino ja nithin kaytetty rahamaara ovat suoraan verrannolliset.

1. Fysikaalisesti kyse on massasta, mutta arkikielessa kaytetaan sanaa paino.

67
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Suoraan verrannollisuutta voidaan kuvata myos niin, etta jos toinen muuttujista
kaksinkertaistuu, niin toinenkin kaksinkertaistuu. Samoin jos toisen muuttujan

arvo puolittuu, toisenkin arvo puolittuu.

Jos suoraan verrannollisista muuttujista piirretaan kuvaaja, pisteet asettuvat

suoralle:

Missing

figure

Suoraan verrannollisia muuttujia ovat myos esimerkiksi

° aika ja kuljettu matka, kun lilkkutaan vakionopeudella, tai

) kappaleen massa ja painovoiman kappaleeseen aiheuttama voima.

Suoraan verrannollisuutta monimutkaisempi riippuvuus on kaantaen verrannol-

lisuus.

Kaantaen verrannollisuus voidaan tunnistaa esimerkiksi kertomalla muuttujien

arvoja keskenaan ja huomaamalla, etta tulo on muuttujista riippumaton vakio.

Esimerkki 31. Nopeus ja matkaan tarvittava aika ovat kaantaen verrannolliset.

Jos kuljettavana matkana on 80 km, voidaan nopeudet ja matka-ajat kirjoittaa

taulukoksi:
Nopeus (km/h) | Matka-aika (h) | Nopeus-matka-aika (km)
40 2 80
80 1 80
100 0,8 80
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Tulo on aina 80 km, joten nopeus ja matka-aika ovat kaantaen verrannolliset.
Kaantaen verrannollisuutta voidaan kuvata myos niin, etta jos toinen muuttu-

Jista kaksinkertaistuu, toinen puolittuu.

Jos kaantaen verrannollisista muuttujista piirretaan kuvaaja, pisteet muodos-

tavat laskevan kayran:

Missing

figure

Kaantaen verrannollisia muuttujia ovat myos esimerkiksi

° kaivamistyon suorittamiseen kuluva aika ja tyontekijoiden lukumaara.
Tehtavia

89. Tutkitaan seuraavia muuttujapareja:

Nelion sivun pituus ja nelion pinta-ala.

Kuljettu matka ja kulunut aika, kun nopeus on vakio.

won o=

Dieselin hinta ja 50 eurolla saatavan dieselin maara.

4. Irtomyynnista ostetun suolakurkkueran paino ja hinta.

Miten toinen muuttuja muuttuu ensimmaisen kaksinkertaistuessa tai puo-
littuessa? Ovatko muuttujat suoraan tai kaantaen verrannolliset vai eivat

kumpaakaan?
90. Ratkaise
=1
=2

X |00 WIx
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wIx X I~
~|= Oolg

91. Muodosta seuraavia tilanteita kuvaavat yhtalot.

1. Kultakimpaleen arvo (x) on suoraan verrannollinen sen massaan (m),
eli mita painavampi kimpale on, sita enemman siita saa rahaa.

2. Aidan maalaamiseen osallistuvien ihmisten maara x on kaantaen ver-
rannollinen maalaamiseen kuluvaan aikaan (t). Toisin sanoen, mita
enemman maalaajia, sita nopeammin homma on valmis.

3. Planeettojen toisiinsa aiheuttama vetovoima (F) on suoraan verrannolli-
nen planeettojen massoihin (my ja m,) ja kadntden verrannollinen niiden
valisen etaisyyden (r) nelioon.

92. Rento pyoradilyvauhti kaupunkiolosuhteissa on noin 20 km/h. Lukiolta
urheiluhallille on matkaa 7 km. Kuinka monta minuuttia kestaa arviolta pyorailla
lukiolta urheiluhallille?

93. Isa ja lapset ovat ajamassa mokille Sotkamoon. On ajettu jo nelja viides-
osaa matkasta, ja aikaa on kulunut kaksi tuntia. "Joko ollaan perilla?” lapset
kysyvat takapenkilta. Kuinka pitkaan viela arviolta kuluu, ennen kuin ollaan
mokilla?

94. Aidinkielen kurssilla annettiin tehtavaksi lukea 300-sivuinen romaani. Eras
opiskelija otti aikaa ja selvitti lukevansa vartissa seitseman sivua. Kuinka monta

tuntia hanelta kuluu koko romaanin lukemiseen, jos taukoja ei lasketa?



Luku 13 Prosenttilaskenta

Sana prosentti tulee latinan kielen sanoista pro centum, mika tarkoittaa
kirjaimellisesti sataa kohden. Prosentteja kaytetaan ilmaisemaan suhteellista

osuutta. Prosentin merkki on %.

Esimerkki 32.

6 % = 105 = 0,06

e 482%=1%2=0482

e 140 % =12 =1,40

Esimerkki 33. Jos sadan euron hintaisen tuotteen hintaa on alennettu 25
prosenttia, niin alennettu hinta on 75 euroa. Jos sen sijaan alkuperainen hinta
nousee 15 prosenttia, niin tuotteen uusi hinta on 115 euroa. Perusarvo on
molemmissa tapauksissa 100 euroa.
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Missing
figure

Esimerkki 34. Vesan paino on tammikuussa 68 kg ja kesakuussa 64 kg. Kuinka

monta prosenttia Vesa on laihtunut?

Ratkaisu.
Lasketaan 6564 4

68 2@:0,0626%
Vastaus.

Vesa on laihtunut 6 %.
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95. Oppikirjamaraton-tiimi kavi lounastamassa. Osoita oheisen kuitin tiedoilla

vaaraksi yleinen virhekasitys, etta 13 %:n arvonlisavero olisi 13 % lopullisesta

myyntihinnasta.
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Missing
figure

Esimerkki 35. Vesa ansaitsee kuukaudessa 2 300 euroa ja Antero 1700 euroa.

Kuinka monta prosenttia Anteron tulot ovat Vesan tuloista?
Ratkaisu.

Lasketaan

1700
—_— = = 0 .
2300 0,74=74%

Laskuissa kaytettava perusarvo on Vesan palkka eli 2300 euroa.
Vastaus.

74 %
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Esimerkki 36. Tuotteen markkinaosuus on vuoden tammikuussa 10 % ja

kesakuussa 15 %.

a) Kuinka monta prosenttia tuotteen markkinaosuus on noussut?

b) Kuinka monta prosenttiyksikkoa tuotteen markkinaosuus on noussut?
Ratkaisu.

a) Tuotteen markkinaosuus on noussut

15—10 5
- - _ 0
10 10 50 %.

b) Tuotteen markkinaosuus on noussut 15 — 10 = 5 prosenttiyksikkoa.
Vastaus.

a) 50 prosenttia
b) 5 prosenttiyksikkoa.

Tehtavia

96. Laukun normaalihinta on 225 euroa, ja se on 25 %:n alennuksessa. Mika

on alennettu hinta?

97. Jaakon kuukausipalkka on 1623,52 euroa. Han saa 1,3 % palkankorotuksen.
Mika on Jaakon kuukausipalkka korotuksen jalkeen?

98. Kirjan myyntihinta, joka sisaltaa arvolisaveron, on 9 % suurempi kuin
kirjan veroton hinta. Laske kirjan veroton hinta, kun myyntihinta on 27 €.

99. Sokerijuurikkaassa on 18 % sokeria. Kuinka paljon sokerijuurikkaita tarvi-

taan valmistettaessa 8 tonnia sokeriliuosta, jonka sokeripitoisuus on 4,5 %?
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100. Perussuomalaisten kannatus oli vuoden 2007 eduskuntavaaleissa 4,1 %
ja vuoden 2011 eduskuntavaaleissa 19,1 %. Kuinka monta prosenttiyksikkoa

kannatus nousi? Kuinka monta prosenttia kannatus nousi?

101. Askartelukaupassa on alennusviikot, ja kaikki tavarat myydaan 60 %:n
alennuksella. Viimeisena paivana kaikista hinnoista annetaan viela lisaalennus,
joka lasketaan aiemmin alennetusta hinnasta. Minka suuruinen lisaalennus

tulee antaa, jos lopullisen kokonaisalennuksen halutaan olevan 80 %?

102. Hedelmissa on vetta aluksi 60 %. Kuinka monta prosenttia vedesta on

haihdutettava, jotta hedelmissa taman jalkeen olisi vain 20 % vetta?

103. Erdan pankin myontama opintolaina kasvaa korkoa 2 % vuodessa. Kuinka
monta prosenttia laina on kasvanut korkoa alkuperaiseen verrattuna kymmenen

vuoden kuluttua?
104. Samulin pituus on 165 cm ja Joonaksen 173 cm.

1. Kuinka monta prosenttia Samulin pituus on Joonaksen pituudesta?
2. Kuinka monta prosenttia Samuli on lyhyempi kuin Joonas?

3. Kuinka monta prosenttia Joonas on pidempi kuin Samuli?

105. Yleinen arvonlisdveroprosentti oli Suomessa vuonna 2012 23 % tuotteen
verottomasta hinnasta. Tuotteen hinta koostuu sen verottomasta hinnas-
ta ja tuotteesta maksettavasta arvonlisaverosta. Kuinka monta prosenttia

arvonlisavero on tuotteen myyntihinnasta?

106. Kun matkalipun hintaa korotettiin 10,0 %, matkustajien maara vaheni
10,0 %. Kuinka monella prosentilla talloin lisdantyivat tai vahentyivat liiken-
noitsijan lipputulot?

107. Tuoreissa omenissa on vetta 80 % ja sokeria 4 %. Kuinka monta pro-
senttia sokeria on samoissa omenissa, kun ne on kuivattu siten, etta kosteus-
prosentti on 207 [K2000, 4]

108. Kappaleen putoamisen kesto maahan korkeudelta x on kaantden verran-
nollinen putoamiskithtyvyyden g neliojuureen. Vakio g on kullekin taivaankap-
paleelle ominainen ja eri puolilla taivaankappaletta likimain sama. Empire State
Buildingin katolta (korkeus 381 m) pudotetulla kuulalla kestaa n. 6,2 s osua
maahan. Marsin putoamiskiihtyvyys on 37,6 % Maan putoamiskiihtyvyydesta.
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Jos Empire State Building sijaitsisi Marsissa, kuinka monta prosenttia pitempi

aika kuluisi kuulan maahan osumiseen?

109. Matin ja lidan duo saa julkisuutta, ja he alkavat myyda CD-levyaan
keikkojen yhteydessa 10 euron kappalehinnalla. Jonkin ajan paasta he paattavat
laskea CD:n hintaa 20 prosenttia. Matti alkaa kuitenkin katua paatosta, ja
ehdottaa taman alennetun hinnan korottamista 20 prosentilla. Mika olisi taman
toimenpiteen jalkeen CD:n uusi hinta? Montako prosenttia olisi korotuksen

oltava, jotta oikeasti paastaisiin takaisin alkuperaiseen 10 euron hintaan?

110. Jalkapalloilija Georgios Samaras teki ensimmaisella kaudellaan Skotlannin
valioliigassa (2007-08) 5 maalia Celtic F.C.:n paidassa. Seuraavalla kaudella
Samaras teki Celticille liigassa 15 maalia. Kuinka monta prosenttia Samaraksen

maalimaara nousi?

111. Kaupungissa tuli jokaisen talonomistajan suorittaa kaupungin kassaan
5 % saadusta hyyrymaarastal. Sittemmin maarattiin, ettd mainittu prosentti
oli oleva 10. Monellako prosentilla taytyy talonomistajien korottaa hyyryja

saadakseen saman puhtaan saaston kuin ennen? [YO 1877, 4]

1. vuokra, ruotsin sanasta hyra



Luku 14 Potenssiyhtalot

Ensimmaisen asteen yhtaloa ax + b = 0 monimutkaisempia yhtaloita saadaan,

kun tuntematon x korotetaan potenssiin.

Potenssiyhtaloita tarvitaan esimerkiksi tilanteissa, joissa lasketaan korolle

korkoa. Myo0s pinta-ala- ja tilavuuslaskuissa esiintyy potenssiyhtaloita.

Esimerkki 37. (a) Yhtalo 27x® = 7 on potenssiyhtalo, silld jakamalla se

puolittain luvulla 27 saadaan x* = £.

(b) Yhtalo 2x* —7 = 3 on potenssiyhtalo, silla se voidaan muokata muotoon

x" = g,
2x* -7 = 3
o2x* = 347
10
4 — _
T
x* = B,

(c) Yhtdlo x2 = 42 ei ole potenssiyhtild, silli eksponentti 3 ei ole ko-
konaisluku. Yhtalo voidaan kuitenkin kirjoittaa uuden tuntemattoman
z=x> = v/ avulla: talldin saadaan potenssiyhtalo z3 = 42.)

(d) Yhtalo x=2 = 44 ei ole potenssiyhtilo, silla —2 ei ole positiivinen

kokonaisluku. Sekin voidaan kirjoittaa potenssiyhtalona, kun merkitaan
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-1

= 1. Talloin saadaan yhtalo z2 = 44.)

zZ =X

Esimerkki 38. (a) Potenssiyhtilon x3 = 100 ratkaisu on x = 1003 =
4,6416....

(b) Potenssiyhtilélld x* = 50 on kaksi ratkaisua x = 504 = 2,6591... ja
X = —50% = —2,6591....

(c) Potenssiyhtilolla x® = —1 ei ole ratkaisua, silld x* = (x3)? > 0 kaikille

X.
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100, I
(¥/100,100)
80|
.4 _ .6
y = y =T 60}
V/50,50)
(—V/50,50)
40
20]
o]
4 3 2 1 0 i1 2 3 4 5 6
20}
y=a’

-40 |

Esimerkki 39. Suursijoittaja Nalle Mursulla on 5 000 euroa ylimaaraista
rahaa, jonka han aikoo sijoittaa 30 vuodeksi. Nalle Mursu haluaa sijoittamansa
paaoman kasvavan 100 000 euroksi 30 vuodessa. Kuinka suuren vuotuisen

korkokannan Nalle Mursu tarvitsee sijoitukselleen?

Ratkaisu: Olkoon vuotuinen korkokanta r. Korkoa korolle -periaatten nojalla
5 000 euron sijoitus kasvaa 30 vuodessa summaksi 5 000 - (1 + r)3°. Merkit-
semalla x = 1 + r saamme yhtalon 5000 - x3° = 100 000. Jakamalla yhtalo

puolittain luvulla 5 000 paadymme potenssiyhtaloon
x*% =20 000,

jonka ratkaisuksi saadaan x = 20 0003 = 1,39.... Nain ollen suursijoittaja
Nalle Mursun vaatima korkokanta sijoitukselleenonnoinr =1—x =1—-1,39 =
0,39 = 39 %.

Yhtalot, jotka ovat muotoa a- x” = b (joskus my6s muotoa (a-x" — b =0),

ratkaistavuus riippuu useammasta seikasta. Mikali n on pariton, yhtalo on aina
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ratkaistavissa (eli silla on reaalinen juuri):

a-x"=b
., b
X" = -
a
)

X =

a

81

Esimerkki 40. 2x3+ 16 =0<2x3=—-16 < x3=-8& x=+7—-8=-2

Mikali n on parillinen, yhtalo on ratkaistavissa jos ja vain jos ’—; > 0. Parillisella

potenssifunktiolla voi olla yksi, kaksi tai ei yhtaan ratkaisua.
Esimerkki 41. x> =0 x=0

= Yhtalolla on yksi ratkaisu.

Esimerkki 42. x> - 9=0&x>=90& x =43

= Yhtalolld on kaksi ratkaisua, silla 32 =9 ja (—3)? = 9.
Esimerkki 43. x> +9=0<x2=9< x=+-90

= Yhtalolla ei ole reaalista ratkaisua.

Tehtavia

112. Ratkaise:
a) x2 =4 b) x3 = 27 c) x> = -1 d) x2-3=0
x3+125=0
113. Ratkaise
a) 5x2 = 25 b) (2x)° = 8 c) x* =1 d) (3x)%? = 36
(4x)? — 16 = 0.

114. Ratkaise potenssiyhtalot

A w o=
x X%

N

I

N
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115. Ratkaise potenssiyhtalot

1. x*-8=0
2x3+7=0
x5 _

52
4. 151x*—12=7,5.
116.

Muinainen hallitsija Tauno Alpakka rakennuttaa itselleen kuution muo-
toista palatsia. Palatsin tulee olla 5 000 m3.

1. Kuinka korkea palatsista tulee?

2. Palatsi paallystetaan 10 cm:n paksuisella kultakerroksella. Kuinka monta

kiloa kultaa tarvitaan? (Kullan tiheys on 19,23 - 10% kg/m?3.)



Luku 15

Kertaus
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Osa III Funktiot
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Luku 16 Funktio

Usein ollaan kiinnostuneita siita, millainen yhteys kahden asian valilla on.

Funktio on matemaattinen tyokalu naiden yhteyksien tarkastelemiseen.

Esimerkki 44. Hyodykkeen ja siita maksettavan arvonlisaveron valista yhteyt-

ta voidaan kuvata funktiolla. Valitaan funktion maarittelyjoukoksi tiettyjen

hyodykkeiden joukko,
A = {ahvenfilee, AlV-rehu, auto, runokirja, ravintola-ateria, sarkyladke, televisio},

Ja arvojoukoksi reaaliluvut. Funktio voi littdaa kuhunkin hyodykkeeseen esimer-
kiksi siita maksettavan arvonlisaveroprosentin: f(sarkylagke) = 9 ja f(televisio) =
23.
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AIV-rehu

ahvenfilee

ravintola-ateria
sarkylaake

runokirja

televisio

auto

A

Funktioiden kayttamiseen liittyy joitakin vakiintuneita tapoja:

° f(x) = y lausutaan: "Funktio saa arvon y pisteessa x”,

° Funktion maarittely- ja arvojoukko jatetaan usein merkitsematta, jos ne
voidaan paatella asiayhteydesta. Talla kurssilla arvojoukkona on yleensa
reaaliluvut.

° Toisinaan funktiolle ja funktion kuvaajalle el tehda selkeaa eroa: y =
f(x) samaistetaan koordinaatistoon piirretyn funktion kuvaajan kanssa.
Periaatteessa funktio ja sen kuvaaja ovat kuitenkin eri asioita.

Funktiolla on usein jokin selkea saanto, joka voidaan kirjoittaa matemaattisena

lausekkeena.

Esimerkki 45. Jos nelion sivun pituutta merkitaan x:l1a, voidaan sivun pituuden

ja nelion pinta-alan valista yhteyttd kuvata funktiolla A(x) = x°.

Funktion maarittelyjoukko koostuu niista muuttujan arvoista, joilla funktio on

maaritelty eli joilla funktion arvo voidaan laskea.

Esimerkki 46. Maaritellaan funktio f lausekkeella

f(x)= x—il

Mika on funktion maarittelyjoukko?
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Ratkaisu. Funktio f(x) on maaritelty, kun nimittdja x — 1 on erisuuri kuin 0.
Tama toteutuu kaikilla x:n arvoilla lukuun ottamatta arvoa x = 1. Funktion

maarittelyjoukkoon kuuluvat siis kaikki reaaliluvut paitsi luku 1.

Funktion arvojoukko sisaltaa ne maalijoukon alkiot, jotka funktio saa arvokseen

ainakin yhdessa pisteessa.

Esimerkki 47. Mika on edelld maaritellyn funktion f(x) arvojoukko?

Ratkaisu. Arvojoukon selvittamiseksi tutkitaan, milla luvun a arvoilla yhtalolla

f(x) = a on ratkaisu,

a=-— | Oletetaan, ettd x # 1, jolloin voimme kertoa (x — 1):lla puolittain.
alx—1)=
X—1=-—
a

1 , : .
X=1+ p | Havaitaan, etta yhtalolla on ratkaisu kaikilla a # 0.

Funktion arvojoukkona on siis koko reaalilukujen joukko poislukien luku O.

Tehtavia

117. Olkoon f(x) = £+, Laske
a) (1)
b) 7(2)
c) £(3)
d) £(3)
e) £(0)
f) f(-1)
118. Milla x:n arvoilla yhtalo f(f(x)) = x patee, kun
a) f(x)=1
b) f(x)=x
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c) f(x)=x+1
d) f(x)=2x
e) f(x)=2x+17

38



Luku 17 Koordinaatisto ja

funktion kuvaaja

Funktioita reaaliluvuilta reaaliluvuille voidaan havainnollistaa koordinaatistossa
kuvaajien avulla. Funktion f kuvaajassa koordinaatistoon piirretaan ne pisteet,
joilla y-koordinaatti on f:n arvo sen x-koordinaatissa. Siis kaikilla f:n maarittely-
joukon luvuilla x lasketaan y = f(x) ja piirretaan piste (x, y) koordinaatistoon.
Funktioita voi piirtaa helposti myos graafisilla laskimilla tai tietokoneohjelmilla
(esimerkiksi Wolfram Alphalla®).

Esimerkki 48. Funktion f(x) = 5 — 1 kuvaaja sisaltaa kaikki pisteet (x, y),

Joilla patee y = 5 — 1:

x| y="f(x)
-3 -25
-2 | =2
-1|-15
0| -1
1]-05
210
3105

Esimerkki 49. Funktion f(x) = x? kuvaaja sisaltaa kaikki pisteet (x, y), joilla

patee y = x°:

1. http://www.wolframalpha.com
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x|y="f(x)
2|4
—111 3 /
—-0,5|0.25 ,

0,51]0.25
11 - - -
214 1

Esimerkki 50. Funktion f(x) = x® — 5x + 2 kuvaaja sisaltaa kaikki pisteet
(x,y), joilla patee y = x3 — bx + 2:

P N e T O T T - S

Tehtavia

Opi perusteet

119. Hahmottele funktion kuvaaja kynalla ja paperilla tai laskimen avulla. Voit

myos kayttaa tietokonetta.

a) f(x)=2
b) f(x) =3x+2
c) f(x) = x?

d) f(x) =3



Luku 18 Potenssifunktio

Kahden muuttujan valinen riippuvuus ei monesti ole suoraan tai kaantaen
verrannollista. Potenssifunktion kayttaminen on eras keino kuvata tallaisia

riippuvuuksia.

Eksponenttia n kutsutaan potenssifunktion asteluvuksi tai asteeksi. Potenssi-
funktion eksponentti voi olla mika tahansa reaaliluku, mutta rajoitumme ensin

kasittelemaan tapauksia, jossa n=1,2,3.. ..

Esimerkki 51. Jos nelion sivun pituus on x, nelion pinta-ala voidaan laskea
funktiolla A(x) = x2. Esimerkiksi jos x = 3 cm, saadaan nelion pinta-alaksi
A(x) = 9 cm?. Vastaavasti kuutiolle: jos x kuvaa kuution siarman pituutta,
funktiolla V(x) = x3 voidaan laskea kuution tilavuus. Sekd A(x) ettd V/(x)

ovat esimerkkeja potenssifunktioista.
Potenssifunktion aste vaikuttaa funktion kuvaajan muotoon:

° Jos aste on parillinen, kuvaaja on U-kirjaimen muotoinen ja funktio
saa a:n merkista riippuen joko pelkastaan positiivisia tai pelkastaan
negatiivisia arvoja.

° Jos aste on pariton, kuvaaja muodostaa "kaksoismutkan” ja potenssi-

funktio saa seka positiivisia etta negatiivisia arvoja.
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Missing
figure

Potenssifunktion tarkeita erikoistapauksia ovat asteluvut n =1 jan = —1. Kun
n =1, saadaan edellisessa luvussa esitelty suoraan verrannollinen riippuvuus
x:mn ja f(x):n valilla, ja kun n = —1, muuttuja x ja funktion arvo f(x) ovat
kaantaen verrannolliset.

Potenssifunktiota voidaan laajentaa sallimalla eksponentille n myos negatiiviset
arvot. Talloin funktion muoto muuttuu merkittavasti. Funktio ei myoskaan
ole enaa maaritelty kohdassa x = 0, vaan funktion arvot "rajahtavat aaretto-

myyteen”, kun y-akselia lahestytaan:

Missing
figure

Tehtavia

Opi perusteet

120. Mika on seuraavien potenssifunktioiden aste?

a) f(x)=x
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b) f(x)=5x>
c) f(x) =~
d) f(x)=x7?
121. Olkoon f(x) = x3. Laske
a) f(1)
b) 7(2)
c) f(—3

Hallitse kokonaisuus

122. Olkoon f(x) = x2. Milla x:n arvoilla

a) f(x)=4
b) f(x) =25
) f(x) =121

123. Minka kahden kokonaisluvun vélissi yhtilon x? = 12 ratkaisu on?

Sekalaisia tehtavia

124. Kuution tilavuus sarman pituuden funktiona on f(x) = x3. Jos kuution

tilavuus on 64, niin mika on sarman pituus?



Luku 19 Eksponenttifunktio

Potenssifunktiossa f(x) = x" muuttuja x on kantalukuna. Jos muuttuja
X on sen sijaan eksponenttina, saadaan joukko funktioita, joita kutsutaan

eksponenttifunktioiksi.

Eksponenttifunktioita on kahta tyyppia: kasvavia ja vahenevia. Kasvavilla
eksponenttifunktioilla a > 1, esimerkiksi

Vahenevilla eksponenttifunktioilla 0 < a < 1, esimerkiksi
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Negatiiviselle kantaluvulle ei ole maaritelty yleista reaalilukupotenssia, joten

eksponenttifunktiota ei ole maaritelty, kun a < 0.

Kun a = 0 tai a = 1, eksponenttifunktio pelkistyy vakiofunktioksi. Lisaksi
0%:a ei ole maaritelty, joten vaaditaan, ettd eksponenttifunktion kantaluvulle a
patee a>0ja a# 1.

Esimerkki 52. Milla muuttujan x arvoilla eksponenttifunktio f(x) = 2* saa
arvon f(x) = 647

Ratkaisu. Kirjoitetaan tehtava yhtaloksi: 2* = 64. Kokeilemalla huomataan,

etta x = 6 ratkaisee yhtalon.

Varmistutaan viela siita, etta yhtalolla ei ole muita ratkaisuja. Eksponent-
tifunktion kantalukuna on 2, joten eksponenttifunktio on kasvava. Funktio
f(x) = 2% ei siis voi saada uudelleen arvoa 64, kun x > 6. Samasta syysta
f(x) ei voi olla 64, kun x < 6.

Ainoa ratkaisu yhtalolle on siis x = 6.

Esimerkki 53. Milld muuttujan x arvoilla eksponenttifunktio f(x) = ()" saa
arvon f(x) =1/57

Ratkaisu. Edellisen esimerkin tavoin kokeillaan x:n eri arvoja. Havaitaan, etta
kun x = 2, funktio saa arvon f(x) = %, ja kun x = 3, on f(x) = £. Ratkaisu

on siis valilla 2 < x < 3.
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Ratkaisun etsimista voidaan jatkaa kokeilemalla esimerkiksi arvoa x = 2,5.
Nain paastaan lahemmaksi ratkaisua, mutta yhtalon ratkaisu on irrationaali-
nen, joten sen desimaalikehitelma on aarettoman pitka ja jaksoton. Tarkkaa

ratkaisua ei siis saada talla menetelmalla.

Yleisen eksponenttiyhtalon tarkkaan ratkaisemiseen palataan myohemmilla

matematiikan kursseilla.

19.1 Eksponentiaalinen malli

Kun eksponenttifunktiota kaytetaan kuvaamaan jotakin reaalimaailman ilmiota,

siita kaytetaan nimea eksponentiaalinen malli.

Eksponentiaalinen malli on eras yleisimmin kaytetyista matemaattisista malleis-
ta. Silla kuvataan sellaista kasvua tai vahenemista, jossa kullakin ajanhetkella
funktion hetkellinen muutos on suoraan verrannollinen funktion sen hetkiseen

arvoon. Tama muotoillaan tasmallisesti myohemmilla matematiikan kursseilla.

Esimerkki 54. Soluviljelmassa olevien Escherichia coli -bakteerien maaraa
voidaan kuvata eksponentiaalisella mallilla: ajanhetkella t = 0 bakteerien
lukumaara on 1, ja kullakin aika-askeleella bakteerien lukumaara tuplaantuu.
Malli voidaan kirjoittaa

f(t)=2%t>0,

jossa f(t) on bakteerien lukumaara ajanhetkella t.

Esimerkki 55. Radioaktiivisessa hajoamisessa atomiydinten lukumaaraa ku-
vataan eksponentiaalisella mallilla. Jos ydinten maara ajanhetkella t = 0 on

f(t) = k, malli voidaan kirjoittaa

jossa f(t) on atomiydinten lukumaara ajanhetkella t. Atomiydinten lukumaara

siis puolittuu kullakin aika-askeleella.

Huomaa, ettd esimerkissa
funktion f(t) arvot voivat ol-
la myos rationaalisia tai irra-
tionaalisia, vaikka bakteerien
maara on kokonaisluku. Yleen-
sa tata ei pideta ongelmallise-
na, vaan funktiota voidaan ka-
sitella, ikaan kuin bakteerien
maara olisi jatkuvasti kasvava

suure.
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Tehtavia

Opi perusteet

125. Olkoon f(x) = 4*. Laske
a) £(0)
b) 7(3)
c) f(3)
126. Olkoon f(x) = 10*. Milld x:n arvoilla
a) f(x)=1000

b) F(x) = 155
c) f(x)=-17

Hallitse kokonaisuus

127. Minka kahden kokonaisluvun valissa yhtalon 10* = 500 ratkaisu on?

128. Olkoon f(t) = 20 - 2* bakteerien lukumaara soluviljelmassa ajanhetkella
t. Milla ajanhetkella bakteerien lukumaara on tasan 1607
129. Miten muokkaisit edellisen tehtavan funktiota, jos bakteerien lukumaa-

raksi halutaan 5 ajanhetkella t = 07

130. Milld ajanhetkella atomiydinten maara on alle 1/200 alkuperaisesta?

Sekalaisia tehtavia

131. (YO 1877 4) Vuosikymmenen 1860-70 kuluessa lisaantyi Helsingin
vakiluku puolella vuoden 1860 vakiluvulla. Jos vakiluvun lisays tapahtuisi
seuraavinakin vuosikymmenina samassa suhteessa, paljonko vakea Helsingissa
olisi 1890, kun siella 1860 oli 21700 asukasta?



Luku 20 Kertaus
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Osa IV Kertaustehtavia
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Luku 21 Harjoituskokeita

Harjoituskoe 1

Ei laskinta.
1. Kerro jokin
(a) aina tosi yhtalo
(b) joskus tosi yhtdld (ja milloin se on tosi)
(c) aina epatosi yhtalo.
2. Laske
(a) V144 (b) V1%  (c) Ve4  (d) V216.
3. Muuta murtoluvuksi
(a) 0,45 (b) 0,33... (c) 0,2857142. .. (d) 0,388....
4. | aske auki
(a) (a+b) (b) (a—b) (c) (a+ b)(a—b).
5. Mitka seuraavista luvuista ovat alkulukuja?
(a) 11 (b) 4 (c) 29 (d) 39.
6. Ratkaise
(a) x*=1 (b) x* = x°.
7. Muuta seuraavat kymmenjarjestelman luvut heksadesimaaliluvuiksi.
(a) 175 (b) 384.
8. Funktio f maaritellddn kaavalla f(x) = x? + 2x + 3. llmaise f(f(x))

muodossa, jossa ei ole termia f(x).
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Harjoituskoe 2

Ei laskinta.

1. Kerro jokin
(a) kokonaisluku, joka ei ole luonnollinen luku
(b) rationaaliluku, joka ei ole kokonaisluku
(c) reaaliluku, joka ei ole rationaaliluku.

2. Ratkaise
(a) 11x = 77 (b) 8x 4 174 = 50
(c) 7x+7 =5x (d) 6x+7=8x+1.

3. Muuta desimaaliluvuksi
@3 B ©F (@2

4. Tuoreessa ananaksessa veden osuus on 80% ananaksen massasta ja A-
, B- ja C-vitamiinien yhteenlaskettu osuus 0,05% massasta. Ananas
kuivatetaan niin, etta veden osuus laskee 8 prosenttiin ananaksen mas-
sasta. Kuinka suuri on A-, B- ja C-vitamiinien osuus kuivatun ananaksen
massasta? (Luvut eivat ole faktuaalisia.)

5. Muuta seuraavat kymmenjarjestelman luvut binaariluvuiksi.

(a) 100 (b) 128.

6. Sievenna
(a) £ a#0 (b) 3(a? +1) —2(a% — 1)

(c) ab(a+ 2a) (d) (a®b%c).

7. Olkoon f(t) = 35 - 2" bakteerien lukumaara soluviljelmassa ajanhetkella t
(sekuntia). Monenko sekunnin kuluttua bakteereita on yli 10007 Yhden
sekunnin tarkkuus ylospain pyoristettyna riittaa.

8. Maaritellaan kahdelle jarjestetylle lukunelikolle (a, b, ¢, d) laskutoimitus
® seuraavasti: (ay, by, ¢1, d1) © (ao, b, &, db) = (@13 + b1co, arby +
bid>, cias + di1C, C1by + didb). Laske (1,1,1,0) ®(1,1,1,0).



Luku 22 Ylioppilaskoetehtavia

Ylioppilaskokeissa on yleensa tehtavia tai tehtavien alakohtia, joiden ratkaise-

minen on mahdollista ensimmaisen kurssin tiedoin.

(K2012/1b) Ratkaise yhtalo

(K2012/2a) Laske lausekkeen £ — (%)2 arvo.
(S2011/1b) Ratkaise yhtalo

4X—1_X+1+3—X
5 2 4 -

(K2011/1a) Ratkaise yhtalo
2 3

X x—2
(K2011/2a) Osakkeen arvo oli 35,50 euroa. Se nousi ensin 12 %, mutta laski

seuraavana paivana 10 %. Kuinka monta prosenttia arvo nousi yhteensa

naiden muutosten jalkeen?
(S2010/1a) Sievennai lauseke (a+ b)? — (a — b)2.
(K2010/1b) Sievenni lauseke (v/a+1)> —a— 1.
(S2009/1c) Osoita, ettd /27 — 10v/2 =5 — /2.
(S2009/2b) Ratkaise yhtilo v/x + 2 = 3.
(K2009/1a) Sievenni < — (_—3)2.

3 3
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(52008/1b) Sievenna lauseke

1 _ 1 14+ x

X  x2 X2
(S2009/2b) Ratkaise yhtalo

X XxX—2 B 5

6 3 12

(K2008/4) Vuonna 2007 alennettiin parturimaksujen arvonlisaveroa 22 pro-
sentista 8 prosenttiin. Jos alennus olisi siirtynyt taysimaaraisena parturi-
maksuihin, kuinka monta prosenttia ne olisivat alentuneet? Arvonlisavero
ilmoitetaan prosentteina verottomasta hinnasta ja se on osa tuotteen
tai palvelun hintaa.

(S2007/1c) Ratkaise L yhtalosta

1
t =
2V LC

(S2007/4) Tuotteen hintaa korotettiin p prosenttia, jolloin menekki vaheni.

Taman johdosta hinta paatettiin alentaa takaisin alkuperaiseksi. Kuinka
monta prosenttia korotetusta hinnasta alennus oli?

(K2007/1c) Sievenna lauseke \3/3_\/5 (a>0).

(K2007/3a) Merivettd, jossa on 4,0 painoprosenttia suolaa, haihdutetaan
altaassa, kunnes sen massa on vahentynyt 28 %. Mika on suolapitoi-
suus haihduttamisen jalkeen? Anna vastaus prosentin kymmenesosan
tarkkuudella.

(K2007/3b) Mika on vuotuinen korkoprosentti, jos tilille talletettu rahamaara
kasvaa korkoa korolle 1,5—kertaiseksi 10 vuodessa? Lahdeveroa ei oteta
huomioon. Anna vastaus prosentin sadasosan tarkkuudella.

(52006/5) Hopean ja kuparin seoksesta tehty esine painaa 1504, ja sen
tiheys on 10,1kg/dm3. Kuinka monta painoprosenttia esineessd on
hopeaa ja kuinka monta kuparia, kun hopean tiheys on 10,5kg/dm? ja
kuparin 9,0 kg/dm3?

(K2006/1a) Ratkaise x yhtalosta 4x +2 =3 —2(x + 4).
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(K2006/1c) Sievenna lauseke

1 , 1
a—1 a

(K2006/4) Kesamokin rakentaminen tuli 25 % arvioitua kalliimmaksi. Raken-
nustarvikkeet olivat 19 % ja muut kustannukset 28 % arvioitua kalliimpia.
Mika oli rakennustarvikkeiden arvioitu osuus ja mika lopullinen osuus

kokonaiskustannuksista?
(S2005/1a) Ratkaise reaalilukualueella yhtalo

2(x —1)+3(x+1)=—x

(S2005/1c) Ratkaise reaalilukualueella yhtalo x'© = 256.
(K2005/1a) Sievenna lauseke

x+x
1—-x 14+x

(K2005/3) Asuinrakennuksesta saadut vuokrat ovat 12 % pienemmat kuin
yllapitokustannukset. Kuinka monta prosenttia vuokria olisi korotettava,
jotta ne tulisivat 10 % suuremmiksi kuin yllapitokustannukset, jotka
samanaikaisesti kohoavat 4 %7

(K2004/3) Perheen vuokramenot olivat 25 % tuloista. Vuokramenot nousivat
159%. Montako prosenttia vahemman rahaa riitti muuhun kayttoon
korotuksen jalkeen?

(52003/5) Paarynamehusta ja omenamehusta tehdyn sekamehun sokeripi-
toisuus on 11 %. Maarita mehujen sekoitussuhde, kun paarynamehun
sokeripitoisuus on 14 % ja omenamehun 7 %.

(K2003/1) Sievenna lausekkeet

(@) /33/y/15
©) (;+1-2)/(;-1)
(52002/2) Vuoden 1960 jalkeen on nopeimman junayhteyden matka-aika

Helsingin ja Lappeenrannan valilla lyhentynyt 37 prosenttia. Laske, kuinka
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monta prosenttia keskinopeus on talloin noussut. Oletetaan, etta radan
pituus ei ole muuttunut.
(52002/4a) Olkoon a # 0 ja b # 0. Sievenna lauseke

b2
aty
2
b+5

(K2002/3) Vuonna 2001 eraan liikeyrityksen ulkomaille suuntautuvan myyn-
nin arvo kasvoi 10 % vuoteen 2000 verrattuna. Samaan aikaan myynnin
arvo kotimaassa vaheni 5%. Talloin koko myynnin arvo kasvoi 6 %.
Laske, kuinka monta prosenttia myynnista meni vuonna 2000 ulkomaille.

(52001/1) Ratkaise lineaarinen yhtaloryhma

3x—-2y=1
4x +5y =2

(52001/3) Juna ldhtee Tampereelta klo 8.06 ja saapuu Helsinkiin klo 9.58.
Vastakkaiseen suuntaan kulkeva juna lahtee Helsingista klo 8.58 ja saa-
puu Tampereelle klo 11.02. Matkan pituus on 187 kilometria. Oletetaan,
etta junat kulkevat tasaisella nopeudella, eika pysahdyksiin kuluvia aikoja
oteta huomioon. Laske kummankin junan keskinopeus. Milla etaisyydella
Helsingista junat kohtaavat, ja paljonko kello talloin on?

(K2001/4) Sailio sisaltaa 2,3 kg ilmaa, ja pumppu poistaa jokaisella vedolla
5% sailiossa olevasta ilmasta. Kunka monen vedon jalkeen sailiossa on
vahemman kuin 0,2 kg ilmaa?

(52000/1) Sievenna seuraavat lausekkeet:

(@) (x" )" (xm)F"
(b) Va (Va? - Va)

(52000/3) Matkaa kuljetaan tasaisella nopeudella. Kun matkasta on jaljella

40 %, nopeutta lisataan 20 %. Kuinka monta prosenttia koko matkaan

kuluva aika talloin lyhenee?



Luku 23 Paasykoetehtavia

23.1 Arkkitehtivalinta

(2012/1) Taloyhtiossa on 210 asukasta. Taloyhtio perii vesimaksua 15 € /henkilo /kk.
Kaupunki perii taloyhtiolta vesimaksua kokonaiskulutuksen mukaan 3,17
€/m3. Taloyhtion toteutunut kokonaisvedenkulutus on asukasta koh-
den 155 litraa vuorokaudessa, mihin sisaltyy hukkaan valuvia vuotoja
yhtiotd kohden 1500m® vuodessa. Oletamme, ettd vuodessa on 365
vuorokautta.

(a) Kuinka monta litraa vetta taloyhtiossa valuu hukkaan minuutissa?

(b) Vuodot tukitaan. Montako prosenttia vesimaksua voitaisiin las-
kea tai tulee korottaa, jotta vesimaksu talloin kattaisi taloyhtion
vuotuiset vesikulut?

Anna vastaukset kolmen numeron tarkkuudella.

(2010/3) Arkkitehdit M. Uoto, F. Orm ja S. Hapé ovat suunnitelleet Aalto-
yliopiston aulaan kullatusta teraskuutiosta muodostuvan taideteoksen.
Kultaus on ohut.

Toteutuksen aikana teoksen sijoituspaikka muuttuu, jolloin terdskuution

tilavuutta kasvatetaan 19% alkuperdisestad. Loppulaskutuksessa mate-

riaalikustannusten todetaan kasvaneen samaiset 19% alkuperaisesta

budjetista.

(a) Paljonko kultaukseen kaytetyn kullan maara kasvoi toteutuksen
aikana?

(b) Terdksen yksikkohinta ei toteutuksen aikana muuttunut. Miten
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kullan yksikkohinta siis muuttui?
Anna vastaukset prosentteina 0,1 prosenttiyksikon tarkkuuteen pyoris-
tettyna.

23.2 Diplomi-insinoorivalinta

(2012/3) Asumistukea maksetaan 80 % vuokran madrasta, siltd osin kuin
vuokra el ylita 252 euroa. Vuokran maaraa vahennettyna asumistuella
kutsutaan omavastuuksi.

(a) Minka suuruinen vuokra on, kun omavastuu on puolet vuokrasta?

(2009/1) Kokonaistuotanto jaetaan materian ja palveluiden tuotantoon. Ver-
rataan tuotantoa tammikuussa 2008 tammikuuhun 2009. Tana vuoden
pituisen tarkastelujakson aikana materiatuotanto kasvoi 2,0 % ja palve-
lutuotanto laski 7,0 %.

Kuinka suuri oli materiatuotannon osuus kokonaistuotannosta tammi-

kuussa 2009,

(a) kun tammikuussa 2008 materia- ja palvelutuotanto olivat yhtasuu-
ret?

(b) kun vertailuaikana kokonaistuotanto laski 2,0 %?

Anna kummatkin vastaukset 0,1 %-yksikon tarkkuuteen pyoristettyna.

(2008/2) Yritys hankkii 5000 kg raaka-ainetta, josta on vettad 5,40 % (pai-
noprosenttia) ja varipigmenttia 2,60 %. Ennen kayttoa raaka-aine on
laimennettava siten, etta lisayksen jalkeen sekoituksesta 6,60 % on
vetta.

(a) Miten paljon hankittuun raaka-aineeseen tulee lisata vetta, jotta
haluttu vesipitoisuus saavutetaan?

(b) Miten paljon vetta ja varipigmenttia tulee lisata hankittuun raaka-
aineeseen, jotta haluttu vesipitoisuus saavutetaan, ja lisaksi varipig-
mentin suhteellinen osuus massasta sailyy alkuperdisena 2,60 %:na?

Anna vastaukset sadan gramman tarkkuudella.
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(2007/1) Vaaleissa kaikkiaan 39 300 adnestajasta 45 % aanestaa varmasti
puoluetta A ja 47 % puoluetta B. Loput ovat ns. liikkuvia danestajia,

Jotka eivat ole viela paattaneet kantaansa.

(a) Oletetaan, etta kaikki aanioikeutetut danestavat. Kuinka mon-
ta liikkkuvien aanestajien aanta puolueen A taytyy talloin kerata

saadakseen enemmiston, vahintaan puolet annetuista aanista?

(b) Oletetaan, etta tasmalleen kolmasosa likkkuvista danestajista jat-
taa aanestamatta. Kuinka monta prosenttia liikkuvien aanestajien
annetuista aanista puolueen A taytyy talloin kerata saadakseen

enemmiston kaikista annetuista danista?

23.3 Matematiikan ja tilastotieteen

valinta
(2012/1a) Ratkaise yhtalo 3x — 2 = 2x — 7.
(2011/1) Oletetaan, etta polttoaineessa E05 on etanolia 5 % ja bensiinia
95 % ja polttoaineessa E10 etanolia 10 % ja bensiinia 90 %. Oletetaan
myos, etta etanolin energiasisalto on % puhtaan bensiinin energiasisal-
losta. Jos tietylla autolla 100 km kulutus on 10 litraa polttoainetta
EO5, paljonko kulutus on polttoainetta E107 Anna vastaus sievennetty-
na murto- tai sekalukuna. Jos polttoaineen E10 hinta on 1,60 €/I ja

polttoaineen E05 hinta on 1,65 € /I, kumpaa on edullisempaa kayttaa?

(2008/1) Matkailuauton nopeus on 80 km/h, mutta kolmasosalla matkasta
Jyvaskylasta Heinolaan se laskee tietoiden takia 40 kilometriin tunnis-
sa. Kuinka paljon tietyot alentavat matkailuauton keskinopeutta valilla

Jyvaskyla-Heinola?
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23.4 Tekniikan ja litkenteen alan
AMK-valinta

(K2012/3) Eraan tuotteen valmistuskustannuksista raaka-aineiden osuus on
65 % ja palkkojen osuus on 35 %.
(a) Jos tyontekijat saavat 5 % palkankorotuksen, niin kuinka monta
prosenttia tuotteen valmistuskustannukset kasvavat?
(b) Jos toisaalta valmistuskustannukset halutaan pitaa ennallaan pal-
kankorotuksen jalkeen, niin montako prosenttia raaka-ainekustannusten

pitaa pienentya?

(K2012/4) Esita luku 1+11¥1 yhtena murtolukuna (siis muodossa 7 [missa
m ja n ovat kokonais|+ur<luja, toim. lis.]).

(S2011/2) Olkoon a = 132 ja b = 112. Kuinka monta prosenttia

(a) luku a on suurempi kuin luku b

(b) luku b on pienempi kuin luku a

(c) luku b on luvusta a?
(K2011/1) Laske lukujen 3 ja —%

(a) summan vastaluku

(b) summan kaanteisluku

(c) kaanteislukujen summa.

(K2011/2) Yksi kilogramma etanolia tuottaa palaessaan energiaa 26,8 MJ
Ja vastaavasti yksi kilogramma puhdasta bensiinia tuottaa palaessaan
energiaa 42,6 MJ. Kuinka monta prosenttia enemman energiaa puhdas
bensiini tuottaa palaessaan kuin 95 E10 -bensiini, joka sisaltaa 10 %

etanolia? limoita vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

23.5 Kauppatieteiden valintakoe

Kauppatieteiden valintakokeen tehtavat ovat monivalintoja. Kussakin teh-

tavassa on tasmalleen yksi oikea vastausvaihtoehto. Kokeessa saa kayttaa
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ainoastaan ns. nelilaskinta, jolla voi laskea vain yhteen-, vahennys-, kerto- ja
Jjakolaskuja seka neliojuuren. Seuraavia tehtavia ratkoessasi sinun kannattaa
miettia, miten toimisit, jos kaytossasi olisi vain nelilaskin.

(2002/38) Miki on lukujen a = 2'/2, b = 3/3 ja ¢ = 5/ suuruusjirjestys?
(a) a>b>c
(b) a>c>b
(c) b>a>c
(d) c>a>b

(2008/43) TietoEnatorin liikevaihto vuonna 2007 oli 1772,4 MEUR (miljoo-
na Euroa). Mika alla olevista vaihtoehdoista on lahimpana vuoden 1999
liikevaihtoa, kun lilkevaihdon keskimaaradinen vuotuinen muutosprosentti
kahdella desimaalilla on ollut 3,96%7 Keskimaarainen muutosprosentti
on luku, joka ilmaisee kuinka paljon liikevaihto olisi vuosittain prosentu-
aalisesti kasvanut, jos prosentuaalinen kasvu olisi ollut vakio.

(a) 1299,1 MEUR
(b) 1346,0 MEUR
(c) 1704,9 MEUR
(d) 1249,6 MEUR

(2004/40) Piensijoittajan rahavarat r vuoden alussa ovat 1 000 €, ja ne
kasvavat korkoa vuotuisen korkotekijan R = 1,04 mukaisesti. Vuoden
lopussa korko lisataan paaomaan, ja seuraavana vuotena vuotuinen
korkotekija on R = 1,10. Korkotuotto kahdelta vuodelta on (lahimp&an
kokonaislukuun pyoristettyna)

(a) 145 €.
(b) 140 €.
(c) 100 €.
(d) 144 €.

(2003/33) Yhta tuotetta valmistavan monopoliyrityksen kuukauden tarjon-
tamaaran ollessa g (yks/kuukausi) on tuotteen hinta p (euroa/yks)
annettu hintafunktiolla p = 100 — g. Kun kyseessa on monopoli, yritys
maaraa markkinahinnan p valitsemalla tuotantomaaran g, jolloin hinta

maaraytyy hintafunktion mukaisesti. Yrityksen tuotantokustannukset
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c(q) (euroa/kuukausi) tuotantomaaran g funktiona ovat
c(g) = 100 + 80q, kun g < 15, ja
c(g) = 700 + 40q, kun g > 15.

Yrityksen voitto pg — c¢(q) saavuttaa maksimiarvonsa, kun

(a) g=10.
(b) g =15.
(c) g = 30.
(d) g =60.

(2000/33) Erdan tuotteen kysyntamaara d (yksikkod) riippuu yksikkohin-
nasta p (mk/yksikko) funktion d = 5000p~ > mukaisesti. Tuotteen
yksikkokustannukset ovat vakio 15 mk/yksikko. Suurin nettotuotto
saadaan talloin hinnalla
(a) 40 mk.

(b) 45 mk.
(c) 50 mk.
(d) 55 mk.
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Liite A Lahtotasotesti

Lahtotasotesti kurssille MAA1

. Laske. Merkitse valivaiheet nakyviin.

.2+3-2-1-5

-2
(2+1)2+%2

. Laske. Merkitse valivaiheet nakyviin.

4.2 4

Nlw 9N
N
)

[G]]S]

1. Kuinka paljon on 5 % luvusta 407

Kuinka monta prosenttia 2 on luvusta 47

. Sievenna.

X+ 2x + x?

2(4x + 1)
1. Matka ja aika ovat suoraan verrannollisia. Jos matka kaksinkertais-
tuu, niin miten kay ajalle?

Sievennid —3x + 4x° — 2x + x°.

. Ratkaise yhtalot.
. 2x+5=-1

x2=9

. Funktiot on maaritelty seuraavasti: f(x) = x2 + 3x ja g(x) = 2x — 8.
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1. Laske f(—2).
2. Milla x:n arvolla g(x) = 07



Liite B Yksikot ja

vastaustarkkuus

Etuliitteet

Tietotekniikassa datan maaraa mitataan tavuina, mutta siella yksi kilotavu
(kt) ei tarkoita tasan 1000 tavua, vaan 1024 tavua (2!°). Vastaavasti yksi
megatavu on 1024 kt (eli 1048576 = 229 tavua), yksi gigatavu 1024 Mt jne.
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Y ksikkomuunnokset

Esimerkki 56. Kuinka monta minuuttia on 1,25 h? 1,25h = 1,25 - 60min = -

75min. 1,35 h on siis 75 minuuttia. Huomaa, etta voit laskuissasi esittaa

25
100

desimaaliluvun 1,25 yhdistettyna lukuna 1 eli 1%, mika saattaa helpottaa

laskemista.

Esimerkki 57.

139. Muuta jarkevimpaan yksikkoon.

a) 0,3 km + 200 m b) 0,04 m + 10 mm

c) 0,4 km + 7000 m + 1000000 mm
d)0,2cm + 4 cm

Esimerkki 58.

Missing

figure

140. Muuta minuuteiksi.
a) 1 h 17 min b) 2 h 45 min c)15h d) 1,75 h

141. Muuta sekunneiksi.
a) 1 h 42 min b) 3 h 32 min c) 1,25 h d)4,5h

142. Muuta tunneiksi ja minuuteiksi.
a) 125 min b) 667 min c) 120 min d) 194 min
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143. Esita luku ilman kymmenpotenssia.
a) 3,2-10% b) —7,03-107° c) 10,005 - 1072

144. Esita luku ilman etuliitetta.
a) 0,5dl b) 233 mm c) 33 cm d) 16 kg e)2 MJ f)
4kt g) 0,125 Mt

145. Laske oma pituutesi ja painosi tuumissa ja paunoissa.

146. Muuta seuraavat pituudet Sl-muotoon (1 tuuma = 2,54 cm, 1 jaardi =
0,914 m, 1 jalka = 0,305 m, 1 maili = 1,609 km).

a) 5 tuumaa senttimetreiksi

b) 0,3 tuumaa millimetreiksi

c) 79 jaardia metreiksi

d) 80 mailia kilometreiksi

e) 5 jalkaa ja 7 tuumaa senttimetreiksi
f) 330 jalkaa kilometreiksi

147. Jasper-Korianteri ja Kotivalo vertailivat keppejaan. Jasper-Korianteri
mittasi oman keppinsa 5,9 tuumaa pitkaksi ja Kotivalo omansa 14,8 cm
pitkaksi. Kummalla on pidempi keppi?

Pyoristaminen

Mikali urheiluliikkeessa lumilaudan pituudeksi ilmoitetaan tarkan mittauksen
Jalkeen 167,9337 cm, tama tuskin on asiakaalle kovin hyodyllista tietoa. Epa-
tarkempi arvo 168 cm antaa kaiken olleellisen informaation ja on mukavampi
lukea.

Pyoristamisen ajatus on korvata luku sita lahella olevalla luvulla, jonka esitys-
muoto on lyhyempi. Voidaan pyoristaa esimerkiksi tasakymmenien, kokonaisten
tai vaikkapa tuhannesosien tarkkuuteen.
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Pyoristys tehdaan aina lahimpaan oikeaa tarkkutta olevaan lukuun. Siis esimer-
kiksi kokonaisluvuksi pyoristettaessa 2,8 ~ 3, koska 3 on lahin kokonaisluku.

Lisaksi on sovittu, ettd puolikkaat (kuten 2,5) pyoristetaan ylospain.

Se, pyoristetaanko ylos vai alaspain (eli suurempaan vai pienempaan lukuun)
riippuu siis haluttua tarkkuutta seuraavasta numerosta: pienet 0, 1, 2, 3, 4

pyoristetaan alaspain, suuret 5, 6, 7, 8, 9 ylospain.

Esimerkki 59. Pyoristetaan luku 15,0768 sadasosien tarkkuuteen. Katkaistaan
luku sadasosien jalkeen ja katsotaan seuraavaa desimaalia:

15,0768 = 15,07|68 ~ 15,08.

Pyoristettiin ylopain, koska seuraava desimaali oli 6.

Merkitsevat numerot

Mika on tarkin mittaus, 23 cm, 230 mm vai 0,00023 km? Kaikki kolme
tarkoittavat tasmalleen samaa, joten niita tulisi pitaa yhta tarkkoina. Lu-
vun esityksessa esiintyvat kokoluokkaa ilmaisevat nollat eivat ole merkitsevia

numeroita, vain 2 ja 3 ovat.

Jos esimerkiksi poydan paksuudeksi on mitattu millin tuhannesosien tarkkuu-
della 2cm, voidaan pituus ilmoittaa muodossa 2,0000 cm, jolloin tarkkuus

tulee nakyviin.

Kokonaislukujen kohdalla on toisinaan epaselvyytta merkitsevien numeroiden
maarassa. Kasvimaalla asuvaa 100 citykania on tuskin laskettu ihan tarkasti,
mutta 100 m juoksuradan todellinen pituus ei varmasti ole todellisuudessa

esimerkiksi 113 m.
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Luku | Merkitsevat numerot
123 13
12 000 | 2 (tai enemman)
12,34 | 4
0,00123 | 3

Vastausten pyoristaminen kaytannon
laskuissa

Paasaanto on, etta vastaukset pyoristetaan aina epatarkimman lahtoarvon
mukaan. Yhteen- ja vahennyslaskuissa epatarkkuutta mitataan desimaalien

lukumaaralla.

Jos esimerkiksi 175 cm pituisen ihmisen nousee seisomaan 2,15 cm korkuisen
laudan paalle, olisi varsin optimistista ilmoittaa kokonaiskorkeudeksi 177,15
cm. Kyseisen ihmisen pituus kun todellisuudessa on mita tahansa arvojen
174,5cm ja 175,5cm valilta. Lasketaan siis

175cm + 2,15cm = 177,15cm = 177 cm. Epatarkempi lahtoarvo oli mitattu
senttien tarkkuudella, joten pyoristettiin tasasentteihin.

Kerto-ja jakolaskussa tarkkuutta arvioidaan merkitsevien numeroiden mukaan.
Jos esimerkiksi pitkan poydan pituus karkeasti mitattuna 5,9 m ja poydan
leveydeksi saadaan tarkalla mittauksella 1,7861 m, ei ole perusteltua olettaa

poydan pinta-alan olevan todella
5,9m-1,7861m = 10,53799 m?.

Pyoristys tehdaan epatarkimman lahtoarvon mukaisesti kahteen merkitsevaan
numeroon:

59m-1,7861m = 10,53799 m* ~ 11m°.
148. Pyorista kymmenen tarkkuudella.
a) 8 b) 23 c) 65 d) 9001 e) 1 f) —6 g) —12
h) 99994
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149. Pyorista kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

a) 1,0003 b) 3,69 c) 152,8 d) 7062,4 e) —2,05 f)
0,00546810 g) —1337 h) 0,0000501

150. Montako merkitsevaa numeroa on seuraavissa luvuissa?

a) 5 b) 12,0 c) 9000 d) 666 e) 9000,000 f) 0,0
g) -1 h) —0,00024



Liite C Laskusaantojen

todistuksia

Tahan tulee potenssien (ja ehkd muidenkin?) laskusaantojen todistuksia,

kunhan joku laatii ne.

Murtolausekkeiden sieventaminen

Kun jakaa kolme erikokoista nallekarkkipussia (a, b ja ¢) tasan kolmen ihmisen

kesken, on sama, laittaako kaikki ensin samaan kulhoon ja jakaa ne sitten

(2+2+¢) vai jakaako jokaisen pussin erikseen (£ + 2+ £).
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Jos taas samat kolme henkiload jakavat keskendan pussin tikkareita (6 kpl)

ja yhden pussin nallekarkkeja (n kpl), niin saadaan seuraavanlainen lasku:
6 tikkaria+r13na|lekarkkia _ 6 tik;aria_l_n nalle3karkkia — 5~2 tikkaria_l_n naIIe?l:arkkia =9 tikkaria+
nnallekarkkia Toisin sanoen, kukin saa kaksi tikkaria ja kuinka paljon ikina onkaan

kolmasosa kaikista nallekarkeista.

Esimerkki 60. %+g:%+g:A+§:%+g:m:§§:g
151. Sievenna

a) 2x2 + 3x + 5x?

b) x2 4 3x3 + x% + x3 + 2x?

c) ax?+ bx + cx

d) ax®+ bx+ cy® + dx + ey® + fx3

152. Sievenna

a)2XL3

3 3,2
b) 2
c) X

6 3,2
@) e

153. Sievenna
5 3
a) 2x )—(23)(
2
b) 6x“+48y
C) 3x—2x“y

xy
d) 2x24-3xy2z—4xz
2xy2z

154. Sievenni.

a) X4 x2
) 25— 250
C) 4x2>—(i-3x + 5X3)>/(;fxzy
d) B — B
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123
155. Sievenna.

156. Sievenna:

(2ab + 4b> —8b%c) : (a+2b — 4b%¢c)



Liite D Syventavaa sisaltoa:
logiikka ja
joukko-oppi

124



Liite E Syventavaa sisaltoa:
reaalilukujen

aksioomat

Reaaliluvut ovat kunta, eras algebrallinen rakenne. Myos esimerkiksi rationaali-
luvut ja seuraavassa liitteessa esiteltavat kompleksiluvut muodostavat kunnan.

Sen sijaan luonnolliset luvut ja kokonaisluvut eivat ole kuntia.

Reaalilukujen aksiomaattinen maaritelma muodostuu kolmesta osasta:
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Kunta-aksioomat

K1.Vx,y e R: Xx+(y+z)=Kx+y)+z | summan liitantalaki
K2.90 e R: X+ 0=x | summan neutraalialkio
K3.vx € R A(—x)eR: x4+ (—x)=0 |vasta-alkio

K4.Vx,y e R: X+y=y+x | summan vaihdantalaki
K5.Vx,y,ze R : x-(y+z)=x-y+x-z | osittelulaki
K6.Vx,y,ze R : x-(y-z)=(x-y) -z | tulon liitantalaki
K7.91 e R: 1l-x=x | tulon neutraalialkio
K8.vx € R\ {0} Ix'eR\{0}: x-x'=1 [tulon kdinteisalkio
K9.Vx,y e R : X-y=y-X | tulon vaihdantalaki

Jarjestysaksioomat

J1.Vx,y e R: tasmalleen yksi seuraavista:

(x>y) (x=y), (x<y)
J2.Vx,y,zeR: x<y)ANy<z)=(x<2)
J3.¥x,y,zeR: x<y)ex+z<y+2z)
J4.Vx, y €]0,00[: x -y €]0,00]

Taydellisyysaksiooma
T1. Jokaisella ylhaalta rajoitetulla epatyhjalla reaalilukujen osajoukolla on

pienin ylaraja.

157. Todista aksioomista lahtien:
(1) VxeR:0-x=0
(2) xeR:—-1-x=—x
(3) Vx,y €] —0,0[: x -y €]0,00]

158. Kylpyhuoneessa on kolme hanaa. Hana A tayttaa kylpyammeen 60

minuutissa, hana B 30 minuutissa ja hana C 15 minuutissa. Kuinka kauan
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kylpyammeen tayttymisessa kestaa, jos kaikki hanat ovat yhtaaikaa auki?



1

Liite F Ratkaisut

a) —10+(—2) = —12
b) —20 — (=3) = —17
c) 17-5=12
d) 546 =11
e) —30000 4 5000

a) 2
b) —3
c) —4
d) —16
e) 2
f) 2
g) 2
h) —60

a) 3
b) 0
c) 3
d) 4
e) 30
f) —11
g) 5

a) Ei ole jaollinen luvulla 4

b) On jaollinen luvulla 4, 12 =4-3
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c) Ei ole jaollinen luvulla 4
d) Ei ole jaollinen luvulla 4
e) On jaollinen luvulla 4, =20 =4 - (-5)
f) On jaollinen luvulla 4,0=4-0
5 a) Eiole alkuluku, esim. 6 =2-3
b) On alkuluku
c) On alkuluku
d) Ei ole alkuluku, esim. 27 =3 - (—9)

129

e) Eiole alkuluku, esim. —11 = (—1) - 11 Huom. alkuluvut ovat suurempia

kuin yksi (ja siis positiivisia)
f) Ei ole alkuluku, esim. 0 =6-0
6 a) 12=22.3

b) 15=3-5

c) 28=122.7
d) 30=2-3-5
e) 64 =2°

f) 90=12-32-5
g) 100 = 22 . 52

7a)2 b) 2 c) 2 d) L
8a)s b) $ c) 2 d) 2
9 a) 2 b) L2

) 14 b) —é—g c) &5
11 a) & b) £2 c) —3 d) —61
122) 2 b)52

)2 by -l o) -7

) 1 b) —3

7

1,1 1 60 20 15 12 _ 60 _ 47 __
151 (3+4+5) 60 60 60 60 60 60 _ 60

16 Luvut ovat sievennettyna perakkaisten Fibonaccin lukujen osamaaria:
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17 Muut saivat piirakasta kuudesosan.

18 a) 50 euroa
b) 50 euroa
c) 37,50 euroa

10 _
19 5 =5.
1 4 4
21 Toisena paivana aamulla kakkua on jaljella puolet, kolmantena paivana aa-

mulla1— (1 + %) = 1, neljantend paivand 1— (3 + 1 + 1) = £, jne. Siis seitse-

mén pdivin jalkeen kakkua on jaljelld 1 — (3+ 1 +2+ L1+ L+ 2+ %) =
L
128°

22 52
23 a) -8 b) 1

24 a) a° b) a®b* c) a*b®

25 a) 64 b) 64 c) 64 d) 64

26 a) a'°® b) a° c) a* d) a°

27 a) 2 b) 4 c) 4 d) 8 e) 2 f)
28 a) a° b) 4a2 c) —8a*h3¢c? d) 91a*
29 a) a®p? b) a’b° c) at*p*? d) 10% =100 000 000

30 a) a° b) —a?b® c) —a*

31 a) a°b® b) 1 c) at’ d) a8pt0

32a) 1 b) —5 c) a®b8 d) &

33 a) 24’ b) b° c) —ta=-12 d) 1829

34 a) %2 =22 =02 = 216 = 65 536 b) 35 =5 = 5% ~ 2,08 10

c) Kokeilemalla x = 3.
35 a) &° b) a° c) a® d) a* e) a°
36 a) 1 (a# 0, koska 0° ei ole maaritelty) b) 1 c)a d) a2

e) a

37 a) a* b) a* c) a°b d) a%b?

A=




LIITE F. RATKAISUT

38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

49

50

51

53

a° b) —a%b
a° b) a’b
0 b3

b) 64
a6b4 b) ale2

ab b) b )

b) & c)

a) 1
b) a?
c) =
d) (s25) tai @ 2p716

43532
1000

5031
b) 1000

23
C) 100

c)a

a’ b) a'? c) a

c) 16a°

a b) a c) a

1

% b) & c) a°

at
b4

4

c) —a*

c) 32

d) 4

tS] d) a3

e) 1
e) 1l

d) 27b*

C) 320b10

d) a°

d) 1

d) s

d) 8a%b’

e)

afl

e) =4

Q=

131
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3002
d) 1000

101
€) 1000

54 a) 15
b) 2=

1
C)ﬁ

d) 2535(1)00
55 a) & b) & =

56 a)

57 a) 5,010
b) 1,156251
C) 37812510

205 426 __ 102 713
99 900 ~ 49 950

5
33 c

58 a) 111,0,
b) 10,1,
¢) 1011,0011,
59 a) 17,89 b) 3,87 c) 8,43
60 /8100 = v/81/100 = 9 - 10.
61 a=/\/83521.

62 Suorakaide muodostuu kahdesta vierekkaisesta neliosta, joiden pinta-ala
on 5. Taman nelion sivun pituus on /5. Siis suorakaiteen korkeus on /5 ja
leveys 21/5.

63 2x2 = 100 joten x = /3% Hypotenuusa: y/x2 + (4x)2 = /30 + 2. 30 =

2/~ 144

64 a) 8 b) Ei maaritelty c) 4 d) -4

65 a) 3 b) Ei maaritelty c) 2 d) -2

66 10' = 10,10° = 100,10% = 1 000,10* = 10 000. Luvussa 10" on n
kappaletta nollia. Niinpa v/1 000 000 = 10 ja ¥/10 000 000 000 = 10.

67 a) Juuri on maaritelty kaikilla luvuilla a, koska kaikkien lukujen neliot

ovat vahintaan nolla. Vastaus on aina ei-negatiivinen.
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b) Juuri on maaritelty vain luvulla @ = 0. Muilla a:n arvoilla —a? on
negatiivinen, jolloin parillinen juuri ei ole maaritelty. Ainoa vastaus, joka
voidaan saada, on siis v/0 = 0.

c) Juuri on madritelty kaikilla luvuilla a, koska (—a)? on aina vahintaan
nolla. Vastaus on aina ei-negatiivinen.

d) Juuri on maaritelty kaikilla luvuilla a, koska kaikkien lukujen neliot ovat
vahintaan nolla. Vastaus on aina ei-positiivinen, koska v/a2 on aina
ei-negatiivinen.

68 a) Juuri on madritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus on aina ei-negatiivinen.

b) Juuri on maaritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus voi olla mikd tahansa luku.

c) Juuri on maaritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus on aina ei-positiivinen.

d) Juuri on maaritelty kaikilla luvuilla a. Vastaus on aina ei-positiivinen.

69 3+ v/3x
70 (3—2v2): (3+2V2)
71 a) a: b) as c) an
72 a)b>  b)bs  c)b:  d)s
73 a) (V) b) (Vx)* b) x? d) (V)
74 2) 3 b) 2 b) 8 d) 27
75 a) 4= b) - b) v/x3 d) v/x8
76 a) 2v/2 b) 32 b) (v/16)? d) 5(v/5)?
77 a) ki b) k12 b) mi d) m3
78 a) as b) gz o) 7
79 a) Kun x = 1,3, tornien arvot vakiintuvat lukuun 1,4709...; kun x = 1,7,
tornien arvot kasvavat mielivaltaisen suuriksi; kun x = 0,05, tornien arvot
vuorottelevat lukujen 0,136... ja 0,664 ... valilla.

b) Arvot vakiintuvat, kun 0,00659 ... < x < 1,444667 ..., taman voi esittaa

muodossa ei < x < /e, missa e on luku nimeltaan Neperin luku. Desimaalilu-
kuna e = 2,718281828459 . . . .

80 x =2
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81 a) irrationaaliluku b) rationaaliluku (jakso on 151) c) irrationaaliluku

82 a) -2 b) 0 c) Sellaista ei ole. Jos nimittdin a > —3, niin keskiarvo =32

on viela lahempana lukua —3.

83 Vihjeet: a) keskiarvo b) v/2 on irrationaaliluku. Kayta painotettua keskiar-
voa. c) pyoristaminen d) hyodynna b-kohtaa e) keskiarvot

84 Jos b =0, yhtalo toteutuu kaikilla x:n arvoilla. Jos b # 0, yhtalo ei toteudu
milladn x:n arvolla. Periaatteessa kyseessa el kuitenkaan enaa ole ensimmaisen

asteen yhtalo, mikali a= 20

8 a) x=1
b) x=14
) x =35/7
d) x=-2
e) x =10/3
f) x=1/5
g) x =10
h) x=-1/8

86 a) m==°
b) F = pA
c) r=4/4
d)h:#

87 a) 350 puheminuuttia/tekstiviestia
b) 100 tekstiviestia
88 0,75 mm/tunti
89 Vastaus:
1. Eivat ole.
. Suoraan verrannolliset.

2
3. Kaantaen verrannolliset.
4

. Suoraan verrannolliset.

—

920 1. x=3
Ly =

il
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02 Viiden minuutin tarkkuudella 20 min.
03 Vastaus: 30 min
04 Vastaus: 642 minuuttia eli 10 h 42 min.

05 13 % sadasta eurosta on 13 euroa, ei 11,50 euroa, niin kuin kuitissa

todetaan.

96 Vastaus: 168,75 euroa

97 1644,63 euroa

98 Vastaus: Kirjan veroton hinta on 24,77 €.
99 Vastaus: 2 tonnia

100 Vastaus: Kannatus nousi 15 prosenttiyksikkoa. Prosentteina mitattuna

kannatus nousi 366 %.
101 Vastaus: 50 %.
102 Vastaus: 50 %.
103 Vastaus: 22 %.

104 1. 954 %
2. 462 %
3. 485 %

105 18,7 %

106 Vahentyvat 1 prosentilla.
107 Vastaus: 16 %

108 Vastaus: 10 s

109 25 %

110 200 %
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111 5,6 %
112 a) x =2 b) x = c) x=-1 d) x =3 e) x=-5
113 a) x = /5 b) x =1 c) x = —1 d) x =2 e) Ei
ratkaisua.
117 a) 6
b) 4
c) 2v2+38
d) 3v2+12
e) ei maaritelty
f) %
118 a) x=1
b) kaikilla x € R
c) ei ratkaisuja
d) x=0
e) x=-1

120 1.1

121 1.1

122 1.2
2.5
3. 11

123 Ratkaisu on lukujen 3 ja 4 valissa.

124 Sarman pituus on 4.

125 a) 1
b) 64
c) 2
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126 a) 3
b) 6

c) Ei ratkaisua.

127 Ratkaisu on lukujen 2 ja 3 valissa.

128 Ajanhetkella t = 3.

129 f(t)=5-2¢

130 Ajanhetkella t = 8.

131 73200 (pyoristamatta 73237,5)
132

2+6-5=3
3?+2=9+1=10
133

Aika kaksinkertaistuu

5x% — bx

137

137
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x=-3taix=3
138

(—=2)24+3-(-2) = -2

x=4
139 a) 500 m b) 5 cm c) 8,4 km d) 4,2 cm
140 a) 77 min b) 165 min c) 90 min d) 105 min
141 a) 6120 s b) 12720 s c) 4500 s d) 16200 s
142 a) 2 h 5 min b) 11 h 7 min c)2h d) 3 h 14 min
143 a) 32000 b) —0,0000703 c) 0,10005

144 a) 0,051 b) 0,233 m c)0,33m d) 16000 g e) 2000000
J f) 4096 tavua g) 131072 tavua

146 a) 12,7 cm b) 7,62 mm c) 72,206 m d) 128,72 km e)
170,28 cm f) 100,65 m

147 Jasper-Korianterilla, silla 5,9 tuumaa = 14,986 cm.

148 a) 10 b)20 ¢)70  d)9000 e 0  f)—-10  g)
~10 h) 99990

149 2) 1,0  b)3,7  c)150  d)7000  e)-20  f)0,0055
g) —1300  h) 0,000050
1501 b2 o1 d3 o7 H2 gl  h?2
151  a) 7x?>+3x

b) 4(x?+ x3) tai 4x% + 4x3

c) ax?+ (b+ c)x tai ax? + bx + cx

d) (a+)x*+ (b+d)x+ (c+e)y?
152  a) 2x2

b)

c) %

d) 3y3z
153  a) 2x3+3x
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b) 3+4%

c) 2 —2xy?

d) S+35+5%
154 a) —%

b) $x— &

c) 9x+1

d) 4242

158 8 min 34 s

139
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Suomi—englanti—ruotsi-sanasto

140
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suomi englanti ruotsi saksa
Laskutoimitukset

yhteenlasku addition addition Addition
vahennyslasku subtraction subtraktion Subtraktion

kertolasku

Jakolasku

Lukualueet

luonnolliset luvut

kokonaisluvut

rationaaliluvut

reaaliluvut

kompleksiluvut

Kasitteita

yhtalo

funktio

lukujarjestelma

paikkajarjestelma

kantaluku

multiplication

division

natural numbers

integers, whole numbers

rational numbers

real numbers

complex numbers

equation

function

numeral system

positional notation, place-value notation

base, radix

multiplikation

division

naturliga tal

heltal

rationella tal

reella tal

komplexa tal

ekvation

funktion

talsystem

positionssystem

talbas, bas

Multiplikation, Malnehmer

Division

die natirlichen Zahlen

die ganzen Zahlen

die rationalen Zahlen

die reellen Zahlen

die komplexen Zahlen

Gleichung

Funktion, Abbildung

Zahlensystem

Stellenwertsystem, Positic

Basis
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Liite H Tekijat

Siiri Anttonen

Janne Cederberg

Lauri Hellsten

Niko llomaki "We're gonna make 'em [students] an offer they can't refuse.”
Olli-Pekka Kahilakoski

Tero Keinanen

Vesa Linja-aho

Ossi Mauno

Joonas Makinen

Matti Pajunen "IATEX el kdanny, Git huutaa leipaa, kola on loppu ja paassa viiraa”
Pyry Pakkanen "kommentti”’

Pekka Peura "Jos oppimateriaalia ei tee rahasta, se tulee suoraan sydamestal”
Annika Piiroinen "Olen pieni muurahainen ja katson keon kasvavan.”

Kaisa Pohjonen
Antti Rasila
Johanna Ramo
Juha Sointu
Tommi Sottinen
Jarno Talponen
Topi Talvitie
Sampo Tiensuu

Ville Tilvis "Tama kirja paranee vanhetessaan...”



